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Predmluva

Cilem tohoto textu je shrnuti zakladnich teoretickych pojmi a souvislosti, se kterymi
se pracuje v oblasti automatického fizeni technologickych procesi.

Rozsah materialu zhruba odpovida prednaskam predmétu Rizeni procest na
Univerzité Pardubice. Nékteré popisované vysledky jsou vzhledem k ucelu textu
prezentovany zjednodusené a bez dikazi. Uplny vyklad je tieba vyhledat v piislusné
odborné literatuie. Na druhé stran¢, zamérem autora bylo uvést a vysvétlit souvislosti,
které jsou diilezité pro pochopeni latky a pro ziskani pfehledu o problematice.

Tématicky je text smérovan predevsim do nésledujicich oblasti:

e Uvod do modelovani, shrnuti zdkladnich fyzikalnich zakonti vyuzitelnych pro
ziskani matematickych modelt soustav hydraulickych, tepelnych a
chemickych.

e Analyza chovani linearnich dynamickych soustav s jednim vstupem a jednim
vystupem, v ¢asové a frekvencni oblasti. Zédkladnim vyuZzivanym néstrojem je
Laplaceova transformace.

e Analyza a ndvrh zpétnovazebniho fizeni, pfedevsim s vyuzitim PID

regulatort.

Upozornéni: Jedna se o vyvojovou verzi textu, kterd neprosla Zadnou jazykovou,
obsahovou ani formalni korekci. Autor neruci za spravnost textu a uvita ptipominky
vedouci k odstranéni pfipadnych nedostatkd.

Doc. Ing. Jan Cvejn, Ph.D.

Datum posledni upravy: 1.11.2007
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. Uvod

=N

Rizeni vyrobnich procest
Pod pojmem fizeni vyrobnich procesii zpravidla rozumime nésledujici oblasti:

e Vyrobni rozvrhovani
0 Transformace zakazek na Groven smény. Cilem je dosdhnout shody
mezi pozadavky zakazky a organizaci vyroby v daném obdobi.

e Operativni fizeni vyroby
0 Resi problémy prostorové a Easové koordinace p¥i manipulaci a
zpracovani materidlu v rdmci vyrobniho tseku. Sleduje se splnéni
technologickych a ekonomickych kritérii.

e Rizeni technologickych procest
0 Rizeni procesu transformace a rozvodu energie a hmoty v realném
case. Uvazuji se kritéria technologického charakteru a pozadavky
optimalizace vlastniho technologického procesu.

Rizeni technologickych procestl, na které je tento text zaméfen, ma tyto hlavni ukoly:
e Kontrola stavu a prabéhu procest

0 snimdni hodnot veli¢in, vyhodnocovani provoznich stavil, vypocet
souhrnnych ekonomickych a technologickych ukazateli

Realizace spojeni operatora s fizenych procesem
0 zobrazeni informaci o procesu, umoznéni v danych mezich
modifikovat parametry procesu

Automatické zabezpecovani pfi mimotradnych provoznich stavech, havariich

Stabilizace vybranych parametrii procesu, dosazeni invariantnosti
(nezavislosti) na vnéjSich poruchovych vlivech

Optimalizace technologickych procest (Casto podle ekonomickych kritérii)

Optimalizace vlastniho procesu fizeni

Automatické rizeni

Pod pojmem automatické rizeni zpravidla rozumime fizeni v redlném Case s vyuzitim
automati, regulatort nebo jinych automatizacnich prostiedk.

Automatizace fizeni miize mit fadu divodul, napt.:

e Ekonomické hledisko (dimysIn€ navrzena automatika mtze fidit 1épe nez
clovek)
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e Ohled na fyzicka a psychicka omezeni ¢lovéka
0 neschopnost ¢lovéka zasahovat dostate¢né rychle a presné, popf.
spolehlivé
0 neschopnost zpracovavat soucasné velké mnozstvi informaci
0 nemoznost prodlévat v nezdravém a nebezpecném prostiedi

Naopak lidsky ¢initel je vSak v nékterych ptipadech nepostradatelny, napt.:

o Uplna algoritmizace n&kterych postupti neni mozna nebo je pfili§ obtizna
O casto je velmi obtizné exaktné formulovat postupy, které jsou
vysledkem dlouholeté zkusenosti

e Schopnost ¢loveéka rozhodovat i v situacich, které nebyly predpokladany

e Selhani ¢idel nebo informacnich cest, kdy automatika ziské faleSné informace
o stavu fizené technologie.

Proto ma smysl né¢ktera dilezita rozhodovani ponechat na lidské obsluze. V procesu
fizeni ¢loveék zpravidla figuruje jako:

e Obsluha
O nahrazuje ¢innost automatiky a ujima se ru¢niho tizeni

e Operator
0 hierarchicky nadfazen automatice
0 vyhodnocuje signalizaci a hldSeni automatiky
0 povoluje ¢i blokuje ¢innost automatiky

Automatické fizeni mize byt vicetroviiové:

e Automaty na zakladni urovni jsou sledovéany a fizeny nadfazenym pocitacem.
O obsluha pak mé pouze pozorovaci a rozhodovaci roli

Rozlisuji se 2 zékladni typy uloh:

e Ulohy automatické regulace
O udrZovani parametrii procesu na pozadovanych hodnotach
(konstantnich nebo ménicich v ¢ase definovanym zptisobem)

e Ulohy logického Fizeni
0 fizeny objekt se nachazi v konkrétnim Case v nékterém z konecného
poctu stavl. Cilem je zarucit, Ze objekt pfechazi mezi stavy
definovanym zplisobem. Stavem se mize rozumét také provadéni
urcité ¢innosti.

Logické fizeni Casto pfedstavuje hierarchicky vyssi vrstvu fidiciho systému, zatimco
regulace odpovida nejnizsi trovni.
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2. Systémy

Na fyzikalnich objektech, popt. soustavach téchto objekti, je mozné sledovat rtizné
veli¢iny. Zvolenim souboru veli¢in, které jsou na objektu vyznamné nebo zajimavé,
definujeme tzv. systém. Zbyvajici ¢ast objektivni reality je oznacovana jako okoli
systemu. Na kazdém objektu Ize ziejmé systém definovat mnoha zptisoby.

Bez ohledu na rozdilnou fyzikalni povahu realnych objektl je mozné systémy
analyzovat a matematicky s nimi pracovat jednotnym zpiisobem.

Dynamicky systém je takovy, kdy hodnoty vystupnich veli¢in zavisi nejenom na
aktualnich hodnotéach vstupt, ale rovnéz na piedchozi historii vstupt a vystupi. Mezi
parametry dynamického systému patii vzdy cas.

U systému se dle interakce s okolim rozlisuji tfi skupiny veli¢in:

o Vystupni (sledované) veliciny (Casto oznaceni Y)
0 veliciny, které zptisobuji zmény veli¢in zahrnutych do okoli systému

e Vstupni (Fidici) veliciny (Casto oznaeni U)
0 veliCiny, které zavisi pouze na okoli systému a zptisobuji zmény
hodnot jeho ostatnich veli¢in

o  Vnitini veliciny
0 nemusi byt pfimo méfitelné, ale jsou ovliviiovany vstupem a maji vliv
na vystup

e Stavové veliciny (oznaceni vétSinou X)
O vnitini nebo vystupni veli¢iny, jejichz hodnoty jednozna¢né odpovidaji
stavu systému (viz dale)

Stav dynamického systému je definovan jako minimalni soubor proménnych, jejichz
okamzita hodnota poskytuje informaci o historii systému, kterd pii zndmé hodnoté

vstupil postaci k stanoveni dal§iho vyvoje systému.

Stav dynamického systému se ziejmé mize ménit v Case, i kdyz hodnoty vstupi, a
dokonce i vystuptl, zlstavaji konstantni.

Dynamické systémy, na které nepiisobi zddné vstupni veli€iny, se nazyvaji
autonomni.

Podle povahy veli¢in je mozné rozlisit systémy:

o Spojité
0 vsechny veli¢iny systému jsou spojité

o Diskrétni
0 hodnoty veli¢in véetn€ ¢asu nejsou spojité, ale celo¢iselné
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0 takovy systém vznikne na redlném objektu teoreticky jiz zavedenim
rozliSovaci trovné — hodnoty veli¢in jsou rozliSitelné pouze pokud
jejich rozdil je v absolutni hodnoté vétsi nez tato hodnota

0 diskrétni ¢as je chapan jako posloupnost krokti

Ptiklady:

- Zajima-li nas vyska hladiny v nadrzi, je vystupni veli¢inou vyska hladiny, vstupnimi
veli¢inami pritok napoustécim a vypoustécim ventilem. Stav je dan vyskou hladiny
v nadrzi.

- Pokud jsou hodnoty hladiny snimany kazdou sekundu a pfevadény na cela cisla
v rozsahu 0-255, jedna se o diskrétni systém.

- Pti ohfevu latky v nadobé¢ je vstupni veli¢inou piikon topného télesa. Vystupni
veli¢inou je teplota méfend snimacem v daném bodé. Stav systému odpovida
vystupni veli¢iné pouze pokud dochazi k dokonalému promichavani, tj. je zaruceno,
ze teplota je ve vSech mistech nadrZe stejnd, coz Ize technicky zarucit jen piiblizné.
V opacném piipad¢ stav nelze popsat konecnym poctem proménnych.
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3. Matematické modely dynamickych systému

Pro zjisténi informaci o chovani objektli realného svéta je tieba definovat systém a
vySetfit jeho vlastnosti. To je mozné provést nasledujicimi zptsoby:

e méfenim hodnot veli€in na existujicim zafizeni
e vySetfovanim na modelech (tzv. simulace)
¢ metodami matematicko-fyzikalni analyzy

Ziskani nezndmych hodnot parametri matematického modelu z métenych dat se
oznacuje jako tzv. identifikace.

RozliSujeme modely:

e Fyzikalni
0 model je re4lnd soustava, kterd mé podobné vlastnosti jako soustava
vysetfovand, nebo se jeji chovani da popsat formalné obdobnym
zpusobem (vyuzivaji se fyzikalni analogie)

e Matematické
0 matematickd formulace zavislosti chovani stavovych a vystupnich
veli¢in na vstupnich veli¢inach a na Case.
0 dynamika vétSinou popséana soustavou diferencialnich rovnic.
O jinou moznosti jsou napt. operatorovy pienos, prechodova nebo
frekvencni charakteristika (viz dale)

Pro ziskéni matematického modelu je vyuzito matematického popisu fyzikalnich jevi,
které jsou dostate¢né elementarni, aby byly respektovany vazby mezi prvky struktury
systému. Hloubka a komplexnost uvazovanych jevl zalezi na ucelu vyuziti modelu.

vvvvvv

Matematické modely dynamickych systémt 1ze rozdélit podle fady kritérii, napt.:

A)
e Linearni
O popsané soustavou linearnich diferencialnich rovnic
O umoznuji analytické feSeni
0 ve skuteCnosti pouze idealizace — redlné systémy se chovaji linedrné
jen piiblizn€ v malém okoli pracovniho bodu (stavu)
e Nelinearni
0 popsané soustavou nelinearnich diferencialnich rovnic
O neumoziuji pfimé analytické feSeni, proto se €asto linearizuji v okoli
zvoleného pracovniho bodu
B)

S jednim vstupem a jednim vystupem
S mnoha vstupy a mnoha vystupy
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C)
e Se spojitym Casem
e S diskrétnim Casem
O misto chovani soustavy v Case se vySetfuji zmény stavu a vystupu
v diskrétnich (odd€lenych) krocich. Diskrétni kroky napt. odpovidaji
vzorkovani hodnot veli¢in pii zpracovani vystupu, popf. fizeni
pocitacem.

D)
e Deterministické
0 predpoklada se, ze parametry systému jsou presn¢ zndmé
0 stav v Case t, >t je jednozna¢né urCen stavem v bod¢ ¢, Casy ¢,,¢, a

historii hodnot vstupni veli¢iny mezi ¢, ¢,

e Stochastické
0 zahrnuji neurcitost vstupujicich poruch a parametrti
0 stav v Case t, > ¢, je ndhodnou veli€inou, jejiz hustota
pravdépodobnosti vSak zavisi na stavu v bod¢ ¢, a historii hodnot
vstupni veliiny mezi ¢, ¢,
E)
e Se soustiedénymi parametry
0 pocet stavovych velicin je konecny
0 u fyzikalnich systémi je vétSinou splnéno jen ptiblizné
0 matematicky popsany soustavou obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

e S rozprostfenymi parametry
O stav systému nelze uspokojivé popsat konecnym poctem stavovych
velicin
= napf. teplota vody v nadob¢ pii ohievu je ve skuteCnosti
v kazdém bodé jina
O matematicky popsany soustavou parcialnich diferencialnich rovnic

Ziskani matematického modelu

Pro ziskani diferencidlnich rovnic popisujicich chovani soustavy je zpravidla vyuzito
zékladnich bilanci zachovani hmoty (popft. energie, tepla, latky) a vazeb mezi
veli¢inami. Obecné maji tyto bilance tvar:

Zména akumulované hmoty (popf. objemu, tepla, latky, el. ndboje) v soustaveé =
rozdil vstupujici a vystupujici hmoty (resp. objemu, tepla, latky, el. ndboje), vse za

jednotku casu.

Formadlni zapis této bilance je diferencialni rovnice:
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kde 4 ma vyznam akumulovaného mnozstvi a Q,,0, je vstupujici a vystupujici tok.

U mechanickych a elektrickych soustav se navic setkdvame se setrvacnosti (tendence
setrvat v rovhomérném pohybu) nebo jeji analogii. Toto chovani 1ze obecné popsat
nasledovné:

Zména veli¢iny vyjadiujici velikost a smér pohybu (toku, proudu) za jednotku
Casu = pusobici sila (rozdil tlakti, napéti).

vvvvvv

veli¢inami jsou popsany dale.

Tepelné soustavy

Zakladni bilance:

Zména mnozstvi tepla 4 akumulovaného télesem za jednotku casu 7 je rovna
rozdilu vstupujiciho a vystupujiciho tepelného toku.

Pro teplo obsazené v télese plati:
A=mcT [J] (kde T je absolutni teplota)
Odpovidajici diferencidlni rovnice je:

dT
mcE_Qi_Qo [W]

kde m je hmotnost télesa [kg] , ¢ tepelnd kapacita a Q,,Q, vstupujici a vystupujici
tepelny tok [W] = [J .s’l} . Pozn.: jelikoz v bilanci figuruje vZdy rozdil teplot,

nezalezi na tepelné stupnici — tj. 7 mize bytiv [OC ]
Dalsi potfebné vztahy:
e Tepelny tok sténou oddé€lujici dvé prostiedi:

0-25-1) [7]

kde S je plocha stény, d je tloustka stény, A soucinitel tepelné vodivosti a
T, — T, rozdil teplot prostiedi.

e Tepelny tok pii prestupu tepla mezi dvéma prostiedimi:

0=aS(T,~T,)

10
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kde « je soucinitel piestupu tepla (urCen vétSinou experimentalné).
e Prostup tepla sténou (bez uvazovani dynamiky stény)

V ptipadé, Ze se jedna o prostup tepla mezi dvéma prostiedimi oddélenymi
tuhou sténou, pro teploty na okraji prostiedi plati:

(L=T)+(T, -T)+(T,-T)=T-T, .

Po vyjadteni rozdilu teplot z ptedchozich vztaht dostavame:

TI—T2=Q+Q+Q=2L+£+L.
aS AS oS S|la 1 «a
d

Odtud QO =k.S(T, —-T,), kde k je soucinitel prostupu tepla a plati:

e Tepelny tok proudici tekutiny. Pfi miseni tekutin s riiznou teplotou je
vstupujici tepelny tok pftitékajici slozky dan vyrazem

Q. =McT
kde M je hmotnostni pritok [kg.s’1 ] , T'teplota a c tepelna kapacita.

Ptiklady:

1. Ohiev obsahu naddoby elektrickym ohfivacem s vykonem P (pfedpoklada se, ze
veskery vykon ohtivace ptejde do kapaliny.

L |

Po dosazeni do zékladni bilance dostdvame rovnici (P odpovida Q, a tepelné ztraty

9,)

11
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dT
—=P-ikS(T-T
mc 7 ( o)

kde 7, je teplota okoli, k£ souCinitel prostupu tepla sténou nddoby do okoli a S plocha

plasté nadoby, kterym probih4 tepelnd vymeéna s okolim. Neuvazuje se dynamika
stény nadoby.

2. Miseni obsahu nadoby o teploté T se stejnou pfitékajici kapalinou o teplotach 7, a
T, a hmotnostnich ptitocich M, M, [kg.s‘l] (ptedpoklada se dokonalé michani a

vyrovnany stav, kdy pfitok a vytok z nadoby jsou stejné):

1M1, T le, T,
\

\_. MT

\ —

mc‘;—f =[M,cT, + M ,cT, |- [McT + kS(T - T)]

kde M =M, +M,.

Pokud jsou nulové ztraty do okoli, rovnice se zjednodusi:

T
md—+MT =MT +M,T,.
dt
Pro vyrovnany stav, kdy C:;—T =0, pak bude platit: 7 = M1 ;\L/IM o1 _
t

3. Proménny objem. Jestlize objem neni ustaleny, plati pro m rovnice:

c;—m=M1+M2—M.
t

a soucasn¢ misto ¢lenu na levé stran¢ tepelné bilance bude

1 2

i(ch):mc—+—cT:mcd—T+(M +M,-M)cT .
d dt dt

12
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Tepelna rovnice se pak zméni a bude mit tvar

ar_ 1

T [ M cT,+ M,cT, —(McT +kS(T =T,) + (M, + M, - M)cT ) |

Hydraulické systémy (potrubi a nadrze)
Zakladni bilance zachovani hmotnosti:

e Okamzita zména objemu latky v nadrzi za jednotku casu je rovna

v _gdh_

I 7]

kde Q,, O, jsou ptitok a vytok [m3 .s’lj (vstupujici a vystupujici pritok), 4 je
vyska hladiny [m] a § prufez nadrze (za ptredpokladu, Ze je konstantni).
Dalsi vyuzivané zékonitosti:

e V piimé vétvi potrubi je v kazdém misté v disledku nestlacitelnosti kapaliny
konstantni pratok (rovnice kontinuity):

O =S.v=konst. [m3.s_1]

kde S je prifez potrubi kolmy na smér proudéni a v rychlost proudéni.

e Hydrostaticky tlak na dn¢€ nadrze je urcen vztahem p = pgh [Pa] .

Q

JestliZze je vytok z nadrze volny, je pro urceni zavislosti vysky hladiny na ptitoku
tteba urcit vytokovou rychlost, ktera se urci z Bernoulliho rovnice (jeden z tvara
zakona zachovani energie):

2
p;/ + pgh+ p = konst.,

13
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kde p je hustota, p plisobici tlak a g tithové zrychleni.
V nejbéznéjsim pripade je tlak na hlading kapaliny a u vytoku stejny. Pak plati:
v +2gh=v;

Po vyjadfeni v z rovnice kontinuity (.S, je prufez vytokového otvoru, v, vytokova
rychlost) dostdvame:

2
(1_(%j JVZZ =2gh = v, ~,/2gh (jelikoz u nadrze je S, < S)).

Sestavenim ptedchozich vztahii dostavame kone¢nou rovnici:

S—+S 28h =0,.

Ztraty pti proudéni vytokovym otvorem nebo napf. ventilem v potrubi se projevi
2

rozdilem tlakti o hodnotu Ap =¢& P , kde & je ztratovy soucinitel.

Pti ustaleném proudéni v pfimém potrubi plati pro tlakovou ztratu Ap = 41— Loy v , kde

pro ztratovy soucinitel A existuje fada vztahl v zavislosti na typu proudéni. Pritom
pro lamindrni proudéni (pomalé) je nepiimo imérny v a pro turbulentni proudéni na
v nezavisi. Je tedy mozné zavést hydraulicky odpor R, vztahem:

Ap = RH -Qn >

kde n =1 pro laminarni proudéni a n =2 pro turbulentni.

Chemické reaktory

Misto hmotnosti nebo objemové bilance se pouziva bilance latkova (na rozdil od
hydromechanickych soustav zde miize latka vznikat):

Zména mnozstvi latky zadrzované v systému =
mnozstvi latky vznikajici + mnozstvi latky ptivadéné - mnozstvi latky vznikajici -
mnozstvi latky odvadeéné (vse za jednotku ¢asu)

Dalsi vztahy:

e Pro piivadéné, resp. odvadéné mnozstvi latky A4 za jednotku Casu plati:

0,=0x,

14
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kde Q je objemovy priitok [m?s”] a x, molarni koncentrace slozky 4 ve

vstupujici, resp. vystupujici smeési [mol.m‘3] .
e Pro akumulované mnozstvi latky plati: N, =V.x,.

e Kinetika chemickych reakci (predpoklada se dokonalé michani). U reakce
typu

k
aA+p.B —> y.C+6.D

kde a, f,y,0 jsou stechiometrické koeficienty a k konstanta reakéni rychlosti
plati:

GdNg _sqdNy i dN, PREAE

Y dt it dt

- a. B
=V.r.xix,

kde N,,N,,N.,N, oznaCuje mnozstvi latky 4, B, C, D. V je objem latky
v reaktoru a x,, x, molarni koncentrace vstupujicich sloZek.
-E

Pro koeficient r, plati Arrhenitv vztah: 7, = Aer"  kde R je plynova
konstanta, 7 absolutni teplota a 4, E konstanty dané typem reakce.

Prutokovy reaktor

Q Xa1, XBl

|
o

Q, XA, XB

Napf. pro reakci typu 4 — B pii konstantni teploté, pfitok O, a koncentrace

vstupujicich slozek x,,, x,, dostavdme po dosazeni do bilan¢ni rovnice soustavu:

15
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d
E(V'XA) =0x,—1Vx,—0x,

d
E (Vxg)=rV.x,+0x, —0,x,

kde x,, x, jsou koncentrace slozek vystupujici smési.
Jestlize pfedpokladame, ze O, = Q, = Q = konst., je V = konst. a soustava ma tvar:

dx
VTIA =x,0-(Q+rV)x,

V% = x50+ 1 Vx, —x,0

Prvni rovnice je nezavisla na druhé. JestliZze se nebude jednat o reakce
monomolekularni, budou v rovnicich figurovat sou¢iny koncentraci a rovnice budou

Ky
nelinedrni. Pro obousmérnou reakci typu 4 &2 B je pro rovnovazny stav, kdy
ky
dx, dx . Y . a1
7“ = 73 =0 mozné dopoditat teplotu, kdy x, je maximalni.
t t

Vsadkovy reaktor

- specialni pripad, kdy vstupujici a vystupujici pratoky jsou nulové. Plati soustava
vyse pro O =0.

Smésovani latek

Zakladni bilance je stejna jako u chemického reaktoru, pouze mezi slozkami
neprobiha reakce. Napf. jestlize do nadoby pfitékaji slozky 4 a B o koncentracich
X, Xz aodtéka smés o koncentraci latek x,, x, , dostdvame:

Q1, Xa1 Q2, X1

K . Q XaXp

16
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dx

Vd_; =x,.0, (0, +0,)x,
dx,

V Jt =x5.0, — (0, +0,)x,

Slozené soustavy

V ptipadé¢ systému skladajicich se z n€kolika elementarnich soustav rozliSujeme:

e Soustavy bez zpétného ovliviilovani

0 vystup jedné elementarni soustavy je ¢asto vstupem jiné, ale pouze
v jednom sméru

0 dynamiku lze pak feSit odd¢lené
O napf. soustava nadrzi, kdy vytok z jedné je ptitokem do druhé

e Soustavy se zpétnym ovliviiovanim
0 dynamiku nelze fesit oddélené
O napfi.
= soustava nadrZi se spojenym dnem
= elektricky obvod RLC

Model soustavy slozené z elementarnich prvkd, jejichz chovani je popsano
obyc¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi, je ve tvaru soustavy algebraickych a
obycejnych diferencialnich rovnic.

Priklad 1: Soustava dvou nadrzi bez zpétného ovliviiovani.

Q

S

Sor

Sy

\Soz
k \Qs

17
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Vytok z 1. nadrze Q, =S,,4/2gh, je soucasné piitokem do 2. nadrze. Aplikaci

piedchozich vysledkt pro jednotlivé nadrze ziskame soustavu:

S1%+501\/2ghq =0,
S, —+S02\/2gh _S01\/

V tomto piipad¢ je 1. rovnice feSitelna nezavisle na 2. rovnici. Pro zjistény pribéh
h(t) lze feSenim druhé rovnice urcit £,(z).

Ptiklad 2: Soustava dvou nadrzi se spojenym dnem

Sz

h S
1 L ol — S,

A\
lQZ

Priifezy otvoru mezi nadrzemi a vytokového otvoru jsou S,, a S, .

Rychlost vytoku z nadrze 1 je rovna Q,, =+/2g(h —h,) (to lze potvrdit dosazenim do
Bernoulliho rovnice), jestlize &, > h, . Clen O, =S,,+/2g(h —h,) odpovida vytoku
z nadrZe 1 a soucasné piitoku do nadrze 2. Pokud 4, <A, , musi mit tento ¢len opacné

znaménko, ale vyraz pod odmocninou musi zustat kladny, coz formalné zapiSeme
jako

0, =S, sign(hy _hz)-\/ 2g|h1 _h2|

kde funkce sign(x) jerovna 1 pro x>0,-1pro x<0 a0 pro x=0.

Aplikaci pfedchozich vysledkl pro jednotlivé nadrze ziskame soustavu:

dh .
S, d_tl"'SorSlgn (h, _hz)~\12g|h1 —h| =0,

18
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dh :
S, 7;+SO21/2gh2 —S,,.sign (b —hy)[2g|h — | = 0.

Dynamiku v tomto ptipadé nelze fesit odd€leng, protoze v obou rovnicich se vyskytuji
proménné A, , h,.
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4. Tvary popisu dynamickych systému

Dynamické systémy lze definovat mnoha zptisoby. Tato ¢ast obsahuje ptehled
néjCasteji vyuzivanych tvart popisu dynamickych systému a shrnuje nékteré jejich
zékladni vlastnosti, piedev§im se zaméfenim na systémy s jednim vstupem a jednim
vystupem.

Vystupni popis
Definuje zavislost dynamiky vystupni veli¢iny pfimo na vstupu soustavy:

y(") = f(y("_l),...,y,y,u('”_'),...,u,t)

.. vystupni veli¢ina

.. k-t& derivace vystupni veli¢iny
.. vstupni veli¢ina

.. cas

™R <

y(¢) je hledany prabéh, ktery vyhovuje diferencidlni rovnici a zadanym pocate¢nim
podminkam v ¢ase, ktery je pro jednoduchost zvolen jako 0.

y("—l)(o) = yn—l,O LR y(o) = y0,0 ’

V praxi musi platit: m <n - Podminka fyzikalni realizovatelnosti (v opacném ptipadé
by skokova zména na vstupu vyvolala nekoneéné velky vystup).

V ptipadé, Ze funkce fje nezavisla na Case, je systém oznacovan jako Casove
invariantni nebo stacionarni (plati pro vSechny zde uvazované systémy).

Radem systému rozumime ad nejvyssi derivace.

Stavovy popis

X, = fi(X,esx,,u,t), i=Ll..,n

y=8(x,...,x,)

v ... vystupni veli¢ina
X, ... stavové veliciny

u ... vstupni veli¢ina

vektorovy zapis:

= f(X,u,1)

1
y=g(X) ()

20
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Pocatecni podminky:
X(0) =X, .

Stavovy popis je obecnéjsi a v mnoha pripadech ptirozenéjsi, protoze Casto je model
pfimo popsan soustavou diferencialnich rovnic prvniho fadu. Slozky vektoru X v tom
piipad¢ ptimo odpovidaji stavovym proménnym. Stavovy popis rovnéz umoziuje
jednotnym zplisobem pracovat i se systémy s mnoha vstupy a mnoha vystupy.

Rédem systému v tomto pfipadé rozumime dimenzi stavového vektoru X.

Z vystupniho popisu jednorozmérového systému Ize vzdy snadno ziskat stavovy
popis. Uvazujme model ve tvaru:

Y = F U vt

Zvolme
X =Y
X, =y
xn — y(n—l)

po dosazeni ziskavame soustavu:

X, =X,

X, =X,

xn—l :xn

X, = f(X,,X, sy X, U 1)

ktera je ve standardnim stavovém tvaru. Zvolené stavové proménné tedy odpovidaji
derivacim vystupni veli¢iny. Tato volba stavovych veli¢in je ale jen jednou
Z MmoZnosti.

Tento tvar se vyuziva i pro systémy s mnoha vstupy a mnoha vystupy. V tomto
pfipadé jsou u a 'y vektory.

Linearni systémy
Jsou popsany pomoci linedrnich diferencialnich rovnic:

vy +a, "+ +ay+ay=bu" +..+bii+bu. (2)
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Koeficienty a, mohou byt obecné funkce €asu, ale vétsSinou jsou to konstanty. Pak se
jedna o Casove invariantni systém (systém s konstantnimi koeficienty).

Pozn.: V literatufe se lze spiSe setkat s tvarem
ay” +a, y""+. . +ay+ay=bu™ +..+bi+bu, a, #0

ktery 1ze snadno pievést na (2) vydélenim a, . Jelikoz riznym a, odpovida jediny
normovany popis (2), je tento tvar vyhodnéjsi, protoze odstrafiuje mnohoznacnost.
Jinou moZnosti jak rovnici normalizovat, je vydélit ji a, (pokud a, # 0), coz se

rovnéz s vyhodou vyuziva (viz napft. ¢ast 8 - Obrazovy pienos).
Priklady:
Linearni systém prvniho fadu s konstantnimi koeficienty:
y+3y=u.
Nelinearni systém (model vySky hladiny v nadrzi v zavislosti na piitoku):

j/+k\/;=u.

Pozn.: Stavovy popis linearniho systému s jednim vstupem a jednim vystupem ma
tvar:

X =AX+bu
y=c'x

kde A je matice (n,n), b,c vektory tadu n.
Obecny tvar stavového popisu linedrniho systému s vice vstupy a vice vystupy je

X =AXx+Bu

3
y =Cx+Du ®)

kde A, B, C, D jsou matice pfisluSnych rozmérti a y, je konstantni vektor.

Ptipad, kdy rovnice (2) na levé strané obsahuje konstantni ¢len, neni tieba zvIast’
uvazovat, protoze lze vzdy ptevést na rovnici bez tohoto ¢lenu. Uvazujme napf.
systém

Vy+2y+3y+4=u.

: . 4 . . .
Definujme 3e=3y+4,t. e=y+ 3 Potom pro e plati rovnice ve standardnim tvaru

é+2e+3e=u.
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Napf. v rovnici
mcij—T+kS(T—T0) =P
t

ktera popisuje vyvoj teploty v nadob¢ s kapalinou pii ohfevu, je mozné dosadit
& =T-T,.Rovnice pro ¢ ma standardni tvar

mcﬁ+kS9:P.
dt

Jinou moZnosti je zahrnout konstantu do u na pravé stran¢ nebo pfevést rovnici do
odchylkového tvaru — viz dale.

Ustalena hodnota

Uvazujme nelineédrni stacionarni systém popsany rovnici

(m-1)
9

y(n) =f(y(n_1)9"'9y3y7u ""u)'

Jestlize se pro t — o neméni hodnoty vstupti, hodnota stavovych, popt. vystupnich

veli¢in, se miZe (u realnych systému je tomu tak vétSinou) pro ¢ — oo ustalit na
konstantni hodnot¢.

Ozna¢me
v, =limy(t), u, =limu(z).
1 1w
Jelikoz v ustaleném stavu jsou hodnoty casovych derivaci nulové, plati rovnice
£(0,0,...,y,,0,0,...,u_)=0.
Odkud Ize snadno urcit y, v zdvislostina u,_, .
Pro linearni systém

vy +a, y" T+ . +ay+a,y=bu" +..+bii+bu

V piipad¢ stavového popisu je ustadlend hodnota X ddna feSenim soustavy rovnic
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f(x_,u,)=0.

Staticka charakteristika

Systémy, u kterych pro ustalenou hodnotu fizeni u_ existuje ustdlena hodnota

vystupu y_, nazyvame statické. Ostatni systémy jsou astaticke.
Zavislost y,_ na u_ u statickych systému se nazyva staticka charakteristika.

Pro lineédrni systémy je staticka charakteristika linearni a jeji smérnice se nazyva
statické zesileni.

Napf. pro zminény systém y + k\/; =u je staticka charakteristika dana vztahem

Odchylkovy tvar popisu linearnich systému
Uvazujme systém popsany rovnici s absolutnim ¢lenem:
(n) (n-1) . _ (m)
yW+a, y" '+ 4+ay+ay+k=bu"+. . +bu.

Dojde-li ke zméné vstupni veli€iny oproti priabéhu u(z) na u(¢)+ Au(t) , bude
odpovidajici reakce popsana rovnici

(y+Ay)(n) +...+a, (y+Ay)+k=bm (u+Au)(m) +...+b, (u+Au).

Po odecteni pivodni rovnice dostavame diferencidlni rovnici pro Ay, kterd je stejna
(az na to, Ze neobsahuje absolutni ¢len):

(&))" +.c ayAy = b, (Au)™ +..4+ byAu

Vétsinou se pracuje s odchylkami vaci ustalenému stavu.

Napf. uvazujme soustavu (prutokovy smeésovac) popsanou rovnici
dT
mcd—+kS(T—T0) +McT =M cT, + M,cT,
t

kde dojde ke zmén¢ vstupu 7, viici ustalenému stavu. Odpovidajici zména vystupu T’
je dana rovnici
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dAT

mc + (kS + Mc)AT = M c.AT,

Linearizace modelu
Predpokladejme, Ze stacionarni nelinedrni systém je popsan rovnici

y(”) = f(y(”’”,...,j/, y,u("”l),...,u)

(n-1) (m-1)
5e

a ze funkce f'ma spojité parcidlni derivace podle proménnych y" ...y, y,u
(tato podminka je nutna pro to, aby bylo mozné vyjadfit pfirastek funkce f).

U
Jestlize vysetiujeme chovani systému v malém okoli urcitého (vétSinou ustaleného)
stavu, je Casto mozné uvazovat, Ze systém je v tomto okoli ptiblizné linedrni.

Uvazujme dva prubehy vystupu stejného systému, které se prilis nelisi. Prvni
ozna¢me y, a druhy y. u, a u jsou odpovidajici prib&hy fizeni.

Jestlize odchylka je mal4 pro vSechny derivace do fadu n, je funkci f mozné ptiblizné
nahradit pomoci diferencialu.

Plati:

f(y(”"l),...,y,u(’”‘”,...,u) ~

o
~ (n-1) (m-1) (n-1)
R0 e Yostly e Ug) Y 0 AT+
y (6" syttt
0 0
..+l .Ay+...+l Au
ay (y[(}”fl),...,yo,uém*l),...,uo) Ou (y(()'H),...,)/O,M(()mfl),...,uo)

kde Ay = y® —y ® | Au® =u® —u,® jsou odchylky hodnot pribéhu y, Fizeni u a
jejich derivaci.

Jelikoz A(y*) = (M), Aw™) = (Au)*, po zavedeni novych proménnych x = Ay
a v=Au zrovnice vySe dostavame:

XM = y(") _y(()”) = f(y(”*l),,..,y,u("’fl),...,u)—f(yé"il),...,yo,u(()m*]),...,uo) =

0 0
-1
= ({71) X )+...+l X+
ay ()’(()nil) ) »“(()"H) »»»»» uy) (y(()'H ) Vo ,ué"'il) el
0
+d N
au (y(l)”%),...,yo,u(()m*”,...,uo)
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coz je linearni diferencidlni rovnice pro vystup x(z) a vstup v(¢). Pro skutecnou
vystupni hodnotu plati y(z) = y,(¢) +x(¢) .

VeétSinou chovani systému linearizujeme v okoli ustaleného stavu, kdy plati
o o

PO =0, ul”’(t)=0 pro viechna k >0.V tom piipadé jsou ¢leny W’W

konstantni a jedna se o linearni systém s konstantnimi koeficienty.

Aplikujeme-li tento postup na linearni diferencialni rovnici, dostaneme odchylkovy
tvar popsany vyse.

Ptiklady:

1. Uvazujme nelinearni systém y + k.\/; =10u . Linearizace v okoli ustalené hodnoty

vystupu y_:

y=—kqly+10u
di Aye 8(—k.\/a; +10u)| Avs a(—k.Ja} +10u)| "
t y (Voo stho) u (Vo sthoo)

t.:
Ay+ELAy =10Au,

2.y,

coz je linearni diferencidlni rovnice pro Ay . Pro zndmou hodnotu u_ ur¢ime ustaleny

stav y_ z ptivodni rovnice:

2
kily, =10u, = yw:(m:wj

2. Pro rovnici j+3yy =u'" obdobné ziskame linearizovany tvar
X+3y,.Xx+3y,.x=1.5uy.v.
kde x=Ay av=Au.

3. Rovnice prutokového sméSovace

T
mcjl_t:_(Ml +M)T+MT+M,T,
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je linearni vzhledem k zménam 7;,7, . Uvazujeme-li ale jako vstupy pfitoky M,, M,,
je rovnice nelinedrni (na pravé strané je sou€in (M, +M,) a 7). Linearizovany tvar

pro zménu M, je

m‘;—f:—(M1 +M)AT +(=T+T,)AM,.

1

Linearizace ve stavovém tvaru

V ptipad¢ obecného stavového popisu s mnoha vstupy a mnoha vystupy X =f(x,u)
dostavame vysledek v podobé soustavy

AX = ﬂ] AXJ{ﬁj Au
X (Xp,Up) ou (Xp,Up)
o o x o
" ox,” U ox, " ou,” " ou,
wo AT A
X u
Lo L/
ox,ox, ou,” " ou,

jsou Jacobiho matice vektorové funkce f podle X a u. Linearizaci vystupni rovnice
y = g(X,u) dostavame obdobné

Ay = (a—g] AX + (@] AU.
X (Xo5Up) ou (Xg,Up)

Ziskana soustava ma tedy pro odchylky AXx, Ay, Au standardni tvar (3).
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5. Vlastnosti ¢asové invariantnich linearnich systému

24

hlavnim pfednostem patii znalost analytického tvaru feseni pro libovolné pocatecni
podminky.

Ackoliv vétsina fyzikalnich systému je ve skutecnosti nelinedrnich, v ur¢itém okoli
zvoleného pracovniho bodu je Casto mozné systém linearizovat a pokladat za linearni.

V této Casti jsou shrnuty nékteré dilezité vlastnosti casove invariantnich
jednorozmérovych linearnich systémi se spojitym ¢asem v casové oblasti.

Obecny matematicky tvar popisu:
y"+a, y" T+ +ay+ay=bu"™ +..+bli+bu, n>m
= tzv. nehomogenni rovnice (ma nenulovou pravou stranu).
Rovnice s nulovou pravou stranou = tzv. homogenni rovnice:
(m)

(n-1) . _
yW+a, y" '+ +ay+a,y=0.

Kazda funkce, ktera vyhovuje diferencialni rovnici, se nazyva feSeni této rovnice.
Reseni je vzdy nekone¢né mnoho (lisi se od sebe napt. pocatecni podminkou).

Linearita feSeni homogenni rovnice

Jsou-1i y,(¢) a y,(¢) dv&feSeni homogenni rovnice, potom £, y,(¢)+k,y,(¢) rovnéz

vyhovuje této rovnici pro libovolnd &, &, .

Linearni zavislost feSeni na pravé strané (princip superpozice)

Je-1i y,(¢) teSeni nehomogenni rovnice pro vstup u,(¢) a y,(¢) feSeni stejné rovnice
pro u,(t), potom k,y,(t)+k,y,(t) je feSenim této rovnice pro vstup
u(t) =ku,(t)+ku,(t), kde k, k, jsou libovolna ¢isla.

Obecny tvar feSeni

Sestrojime tzv. charakteristickou rovnici:

A'ta, A+ +ad+a, =0 .

n—1

Ma-li charakteristické rovnice praveé n riznych kotent, pak libovolné feseni
homogenni rovnice ma tvar

y(t)=Ce™ +..+Ce™ 4)
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kde konstanty C,,...,C,

n

se dopocitaji z pocatecnich podminek, ptipadné okrajovych
podminek.

e Prourceni C,,...,C, je nutno vyfeSit soustavu linearnich rovnic

Namisto ¢lenti odpovidajicich komplexné sdruzenym kotfentim jsou v souctu (4)cleny
tvaru C,e” cos(ft)+ C,,e™ sin(ft).

Pokud jsou nékteré kofeny nasobné s nasobnosti #,, je v souctu (4) dosazeno
n
i A r " v I4 v v o v .
ZCl.jt’ e™ misto Ce™, takZe celkovy pocet ¢lent v soudtu je 7.
j=1
Pro ziskéni feSeni nehomogenni rovnice je mozné odhadnout partikularni feSeni nebo

pouzit metodu variace konstant:

e Po ziskani obecného feSeni homogenni ¢asti ve tvaru (4) se misto konstant C,
uvazuji jako funkce ¢asu. Po dosazeni do ptivodni rovnice se urci funkce C,(¢)

v zavislosti na pocatecnich podminkach
V technické praxi se vyuziva spiSe Laplaceova transformace, ktera je popsana

v dal$ich kapitolach a nevyzaduje dodate¢né feseni soustavy linearnich rovnic.

Prechodova charakteristika

V teorii linearnich systémii ma velky vyznam analyza odezvy na specialni typy
vstupnich signali.

S témito signdly se také Casto pracuje v praxi — napf. pfi identifikaci, kdy chceme na
zéklad€ odezvy urcit hodnoty parametrl soustavy.

Ptechodova charakteristika je reakci soustavy na jednotkovy skok na vstupu v ¢ase
t =0 pfi nulovych pocate¢nich podminkach. Oznaceni vétSinou A(z). Vyhodou
pfechodové charakteristiky je jeji snadna realizovatelnost.

Jednotkovy skok je matematicky definovan nasledovné:

nt)=0 pro te(-x,0)
n(t)=1 pro ¢ €[0,0).

V praxi je zpravidla mozné spiSe zméfit reakci systému, ktery ma ustaleny vystup y,,

na skokovou zménu vstupu dané velikosti Au . Diky linearité systému pro
piechodovou funkci plati:
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Y-y,
Au

h(t) =
Pozn.: pfechodova charakteristika 1ze urcit (tj. nabyvé kone¢nych hodnot), 1 kdyZ na
pravé stran€ rovnice jsou derivace u (to neni zcela zfejmé, protoze derivace

dZ(l‘) (0) =0 ). Je vSak nutné, aby m <n - jinak plati ‘linol h(t)‘ =0,
! t—>

Napt. ptechodova charakteristika soustavy y+2y+ y =2u+u je na obr. niZe.

Step Response

14

Amplitude

o 1 2 3 4 5 6 7
Time (sec)
Impulsni charakteristika
nebo také ,,vahova funkce®. Oznaceni je vétSinou g(7).
Je reakci na tzv. Diractiv impuls, ktery je matematicky definovan nasledovné:
o()=0 prot#0
T o(t)dt=1.
Ziejme musi byt 6(0) — oo, nebot’ jinak by nemohlo platit T o(t) dt =1. Z tohoto
diivodu Diractiv impuls neni fyzikalné realizovatelny. N
Plati:

= dh(®) (5)

g() 2

kde A(t) je ptechodova charakteristika.
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6. Fourierova a Laplaceova transformace

Piedchozi kapitoly se zabyvaly analyzou chovani line4rnich systému v ¢asové oblasti.
V praxi se vSak rovnéz Casto vyuziva analyza ve frekvencni oblasti, kdy nezavislou
proménnou je frekvence harmonickych slozek obsazenych v signalu.

Analyza ve frekvenc¢ni oblasti ma velky vyznam jak v oblasti zpracovani signala
(napft. navrh filtrr), tak 1 pfimo ve zpétnovazebnim fizeni. Zakladnim nastrojem je
Fourierova transformace, kterd myslenkové vychdzi z harmonického rozkladu
periodického signalu.

Laplaceova transformace, ktera je rozsifenim Fourierovy transformace, navic
poskytuje elegantni aparat pro vypocet ¢asovych prab¢ehtl a je standardnim néstrojem
pro navrh a analyzu regulacnich obvodu.

Princip feSeni pomoci Laplaceovy transformace spociva v prevedeni diferencialnich
rovnic na algebraické. Po jejich vyfeSeni je vSak tfeba provést zpétnou transformaci
vysledku do ¢asové oblasti, coz je bohuZzel snadné pouze u linearnich diferencialnich
rovnic. Laplaceovy transformace je ale mozné s vyhodou vyuzit i pro jiné operace -
napf. pro ziskani vystupniho popisu ze stavového.

Pro ziskani feSeni v Casové oblasti se vétSinou vyuziva rozkladu obrazu feSeni na
parcidlni zlomky a pro ziskani vzoru jednotlivych zlomki se pouzije slovnik.

Harmonicky rozklad periodického signalu

Funkce cos(at) a sin(w;t) jsou periodické s periodou 27/ @, . Je ziejmé, ze
libovolnym vazenym souctem slozek cos(wt), cos(2wyt),...,cos(kwt) a

sin(w;t), sin(2awt),...,sin(kw,t) ziskame opét periodicky signal s periodou 27/ o, .

Plati to vSak i1 obracené — funkci y(¢) s periodou 27 je mozné vyjadrit jako
nekonec¢ny vazeny soucet harmonickych ¢lenii (Fourierova fada):

J(1) = Ay +( 4 cos(w1) + B sin(wt) ) + (4, cos(Ret) + B, sin(2e ) ) + ..

kde o, == a {4, B} jsoun&jaké realné¢ koeficienty.

z
T

Funkce y(#) a y(¢#) nemusi byt stejné - napt. pokud y(¢) je nespojitd, ale plati:

[l -3@|ar =0.

Pro formalni zjednoduseni je mozné opét vyjadiit harmonické slozky jako komplexni
funkce " =coswt +isin wt a piedchozi rozvoj je mozné zapsat ve tvaru:
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0= Y G ©

kde C, jsou n&jaké koeficienty (nyni komplexni ¢isla) a 7 imaginarni jednotka. Zapis
(6) je tieba chapat tak, ze y(¢) je komplexni, ale Ze nas zajima pouze realna slozka.

Pro koeficienty C, lze odvodit vztah:

1% »
C =— He *dt
. 2TjTy(>

Fourierova transformace

Polozenim 7" — o je mozné ptfedchozi vysledky rozsifit i pro neperiodické funkce.
Dostavame tak tzv. Fourierovu transformaci.

Fourierova transformace prevadi funci ¢asu y(¢) na funkci frekvence Y(w). Y(®) je
komplexni ¢islo, které ma vyznam amplitudy a fazového posunu harmonickeé slozky

s frekvenci @ v signalu y(z).

Fouriertv obraz funkce y je dan vztahem:
Y(o)= [ y(t)e ™ dt

Je-1i zndm obraz n&jaké funkce Y(w) lze ziskat vzor zp&tnou transformaci:

1 % .
HN=— | Y(w)e“dw
0 2ﬂ_jw()

Fouriertiv obraz se zapisuje ¢asto s argumentem i@ misto @, tj. Y (iw) misto ¥(w).
Tento zplsob zapisu vyplyva ze souvislosti s Laplaceouvou transformaci.

Fouriertiv obraz Y(w) jako funkce @ ma vyznam amplitudy a fazového posuvu
slozky cos(wt) v signélu. V praxi se pracuje rovnéz s Casto veli¢inou

V(@)Y (@),

(tzv. vykonové spektrum) ktera je nezavisla na fazi a je umérna vykonu jednotlivych
harmonickych slozek.
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Nevyhodou ale je, Ze Fourierova transformace neexistuje pro fadu funkci vcetné téch

které jsou feSenim linearnich diferencialnich rovnic, napf. e’ (neplati .[ | y(t)| dt < o).

Tento problém vsak odstranuje Laplaceova transformace, kterou 1ze chapat jako
roz§iteni Fourierovy transformace.

Laplaceova transformace

Predpokladejme, ze funkce y(¢) je nulova pro ¢ <0 a misto vyrazu i@ ve Fourieroveé

transformaci dosad'me komplexni argument s = @ +iw, ktery obsahuje 1 redlnou ¢ast.
Potom vyraz

Y(s)= j y(t)e ' dt = j y(t)e ™ dt (7)

ma konec¢nou hodnotu pro funkce, pro které plati | y(t)| < Me™ , kde M je n&jaké &islo.
Nemusi tedy uZz platit “ y(t)| dt <.

0
Vyraz (7) definuje Laplacelv obraz funkce y(¢). Fourierv obraz (pokud existuje) se
ziska okamzité dosazenim s =iw.

Inverzni Laplaceova transformace je definovana analogicky:

c+ioo

1 St
y(z)zz—mc _ij(s>e ds (8)

kde c je voleno tak, aby vSechny singularni body funkce Y(s) byly v poloroviné
Re z < ¢ . Pfes formalni podobnost se zpétnou Fourierovou transformaci je zdsadnim
rozdilem, ze (8) je integralem funkce komplexni proménné.

Ve star§i Ceské literatuie se misto Laplaceova operatoru s ¢asto pouziva p.

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace
Oznaéme {y(f)} £Y(s) Laplaceiiv obraz funkce y(¢).

Dale nasleduje prehled vybranych zékladnich vlastnosti L-transformace, které se dale
v textu vyuzivaji.

Linearita obrazu

AHanO+a,0,Of =a,7 {y (O} +a,7 {»,O) =a X (s)+aYy(s).
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kde a,, a, jsou libovolna ¢isla.

Dukaz:

(a1J’1 (l‘)—i—azyz(t))e_“dt =a Y (s)+a,Y,(s).

oS3

Obraz prvni derivace

v {%y(z)} = 5 ¥(5)~ (0).

Dukaz:

ur . .
! (E y(r)je”dz =[y0e ] (=) j (et =
s j y(t)e dt — p(0) = sY(s) — (0).

Obraz druhé a vyssi derivace

AP Of =5 Y()=[ s 90)+ 57 (0) + ..+ Y (0)].
V piipadé nulovych pocatecnich podminek plati:
Ay o) =s"Y(s).

Obraz integralu

/{ j y(t)} = % Y(s).

Obraz konvoluce

gy *u@) 2 {I glt- T)u(r)df} =G()U(s).

Pozn.: je-1i g(f) impulsni charakteristika linedrniho systému a u(#) je jeho vstup, pak
vystup v ¢ase je dan konvolutornim integralem

y(0) = [ gt=r)u(z)dr = [ g(r)u(t-7)dz .
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Pocate¢ni a kone¢nd hodnota

lirgl y()=limsY(s).
t—>0+ S>>0

lim y(¢) = lin(} sY(s)
t—>+o0 Rand

Druhy vztah plati pouze tehdy, pokud lim y(¢) existuje. To je splnéno prave tehdy,

kdyZ funkce sY(s) nema Zadné pdly (tj. body, ve kterych sY(s) — o) v poloroviné
{Re{s}=0}.

Posun proménnvych v obraze

Ae " f(O) =F(s+a).

Posun proménnvch v originéle (¢asové zpozdéni)

y“{f(t - a)} =e “F(s).

Slovnik Laplaceovy transformace

Pro ziskéani obrazii a pribéhtl v Casové oblasti se vétSinou nepracuje piimo
s defini¢nimi vztahy Laplaceovy transformace, 1 kdyz je to mozna cesta, ale spise se
VyuZziva:

e linearita
e slovnik zakladnich funkci a jejich obrazl
e dalSich zakladnich vlastnosti (obraz derivace a integralu, posun vzoru apod.).

Slovnik zékladnich funkci byl vytvoten aplikaci defini¢nich vztahli a vySe uvedenych
pravidel.

Pozn.: Je tieba mit stale na paméti, Ze Laplaceova transformace je definovana pouze
pro funkce, které jsou pro # <0 nulové (interval integrace v defini¢nim vztahu (7) je

1. . S
[0,00) ). Takze napf. 1 je ve skute¢nosti obrazem funkce e '7(¢) anikoliv ™. Pro
s+

jednoduchost se nasobeni skokovou funkci 77(¢) €asto vynechava, ale zejména pfi
praci s casovym posunem to muize vést k chybam, protoze

f@=on@) = ft-o)nt-1).

Pak je tieba ndsobeni 77(z —7) zapisovat.
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f@ F(s)
o(t) (Diractiv impuls) 1
n(t) (jednotkovy skok) 1
s
T 1
s°
e—at 1
s+a
1 . 1
—e """ (Tje ¢asova konstanta)
Ts+1
sin wt @
s +w’
cos wt s
s+’
e “ sin ot @
(s+a) +o’
e “ cosmt sS+a
(s+a) +o’
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7. Vyuziti Laplaceovy transformace

Princip feSeni pomoci Laplaceovy transformace spociva v prevedeni diferencialnich
rovnic na algebraické. Po jejich vyfeseni je vSak tieba provést zpétnou transformaci
vysledku do ¢asové oblasti, coz je bohuzel snadné pouze u linearnich diferencidlnich
rovnic. Laplaceovy transformace je ale mozné s vyhodou vyuzit i pro jiné operace -
napf. pro ziskani vystupniho popisu ze stavového.

Pro ziskani feSeni v ¢asové oblasti se vétSinou vyuziva rozkladu obrazu feSeni na
parcialni zlomky a pro ziskani vzoru jednotlivych zlomka se pouzije slovnik.

Urceni Casové odezvy linearnich systému

Obecny postup

1. Provedeme Laplaceovu transformaci levé a pravé strany rovnice.

2. Vyjadtime Y (s). Dostaneme vyraz ve tvaru

Y(s)=— Bt +..+ b,

n—1
S +an_1s +...+Cl0

kde S jsou né&jaké koeficienty (jsou jiné nez b, z piivodni rovnice, protoze je v nich
zahrnut vliv pocate¢nich podminek a vstupni funkce).

Mnohoclen ve jmenovateli je identicky s levou stranou charakteristické rovnice (az na
jiné oznaceni proménng).

3. Mnoho¢len ve jmenovateli 1ze pak rozlozit na soucin Cinitelt:

Bs'+..+ 5,
(s—¢)..(s—c,) '

Y(s)= )

Pro rozloZeni mnohoélenu s” +a, ,s""'...+a, na kofenové soudinitele
(s—¢)...(s—c,) je v obecném piipad¢ tieba fesit algebraickou charakteristickou

rovnici
n n-1 _
s"+a, s" +..+a,=0

(coz je bohuzel mozné analyticky pouze pro n <4 . Pro vyssi fad je obecné nutné
pouzit pro ur¢eni kofeni numerické metody. Jestlize je ale néktery kofen ¢, znam, je

mozné vydélenim faktorem s —c, fad polynomu snizit.)
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Koeficienty ¢, pak odpovidaji pravé kofeniim této rovnice, protoze pro s =, je leva

strana rovnice nulova.

Pozn.: Kofeny mohou byt i komplexni. Ma-1i algebraicka rovnice komplexni koten
¢, , ma soucasné i kofen ¢, , ktery je komplexné sdruzeny k c, .

4. Jestlize stupent jmenovatele je vEtsi nez stupen Citatele, je mozné vyraz (9) rozlozit
na parcialni zlomky (pokud jsou riizné kofeny c, ):

A A A
Y(s)=—1—+—2 4. +—

(s—¢) (s-¢) (s—c,)

kde konstanty A4, (obecné komplexni v pfipad¢ komplexnich kofenil) 1ze jednoznac¢né

ur¢it. Postup urceni koeficientli 4, je naznacen v nasledujicich ptikladech.
Pti nasobnosti kofenil vypada obecny rozklad nasledovné:
k”

LI A
Y(s)=) — 1 —+...+ s
;(s—c])’ ,Z_I:(S—Cn)’

kde k, je nasobnost i-tého kofene.

i , o Gl e i1 !
5. S vyuzitim slovniku ur¢ime slozky feSeni jako vzory parcialnich zlomki —*—,
s—c,
popt. Vysledny ¢asovy pribéh y(7) je souctem téchto castecnych feseni.

(S_Ck)i .

Urceni koeficientt rozkladu

Konstanty 4, rozkladu lze urcit nékolika zptsoby.

a) Zakladni a univerzalni metodou je secteni zlomki a porovnani koeficienti u
jednotlivych mocnin s.

Napt.:
2 _ 4 N A, _
(s+2)(s+3) (s+2) (s+3)
_ A (s+3) N A, (s+2) _ (4 +A4,)s+(3A4,+24,)
(s+2) (s+3) (s+2)(s+3)

Odtud ziskame soustavu 2 rovnic o 2 neznamych pro 4, 4,:

A+4,=2
34,+24, =0
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b) Koeficient A4, u pfikladu vySe je mozné ziskat bez feSeni soustavy rovnic tak, ze
nejprve vynasobime ob¢ strany Cinitelem (s+2):

2 :Al+(s+2)A2
s+3 (s+3)

Pokud polozime s+2=0,tj. s=-2, druhy ¢len na pravé stran¢ zmizi a dostaneme

4 :% Obdobné¢ lze ziskat 4, .

Pokud rozklad obsahuje nasobny koten (kterému odpovida vice parcialnich zlomki),
1ze takto ziskat pouze koeficient pro prvni zlomek ptislusny danému koteni.
Koeficienty pro dal$i zlomky Ize ziskat po zderivovani podle s (viz ptiklad 4 nize),
popf. metodou a).
1. Priklad
Urc¢eme piechodovou charakteristiku soustavy popsané rovnici

y(O)+3y(1) =u(r).
Vstupem je tedy jednotkovy skok u(t) =7(?).

Po provedeni Laplaceovy transformace levé a pravé strany dostdvame:

SY(S)+3Y(S)=1.
s
Po tprave:
Y(s)= ! .
s(s+3)

Univerzalnim postupem je vyraz rozlozit na elementarni (parcialni) zlomky a na né
aplikovat slovnik.

Piedpokladejme, Ze vyraz lze rozlozit na jednoduché zlomky s nezndmymi Citateli ve
tvaru:

Y(s):£+ B .
s s+3

(10)

Po secteni:

_A(s+3)+Bs (A+B)s+34

Y(s) s(s+3) s(s+3)
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Citatel musi byt roven &itateli ptivodniho zlomku, tj. 1. Pfitom dva mnohoéleny jsou
stejné praveé kdyz maji stejné koeficienty. Porovnanim koeficientl ziskdvame
soustavu rovnic:

A+B=0
34=1.

y ) 1 1 11 1 1.
Resenimje A=—, B=——.Tedy Y(s)==| —— . Vzorem — je 7(¢) a vzorem
3 3 3\s s43 s

je e Vysledek je tedy h(z)= l(1 —e’).
s+3 3

Vysledek lze vSak ziskat 1 pfimou metodou bez feSeni soustavy rovnic. NapiSme

1 A B

s(s+3) - s s+3

Konstantu 4 je zfejm& mozné ziskat vynadsobenim obou stran s a ndsledn¢ poloZenim
s=0:

Lo yv0= 421,
3 3

Stejné tak pro ziskani B sta¢i vyndsobit ob¢ strany ¢lenem (s +3) a polozit s =-3.

L:0+B :>B=—%.

(=3)
2. Priklad

Urc¢eme reakei stejné soustavy jako v predchozim ptipadé
y()+3y(t) = u(t)

na vstup ve tvaru u(t) =10[7(¢) —77(t —1)], tj. na vstupu je jednotkovy impuls

velikosti 10 a Sitky 1, pfi nulovych pocate¢nich podminkéch.
Diky linearité a nulovym poc¢ateénim podminkam je mozné ziskat vysledek jako
y()=10 [h(t) —h(t- 1)]

kde A(¢) je ptfechodova funkce, tj. reakce na jednotkovy skok 7(¢) . VySe bylo

uréeno, ze pro t >0 je h(t) =%(1—e3’).

40



J. Cvejn © Rizeni procesii

Ptechodova funkce je nulova pro # <0 a A(z—1) musi byt nulova pro ¢ <1, coZ
vyjadiime symbolem 7(¢) :

y(0 =2 (1= 0= 1=e (-1 =

10 )
=[O -n=D=e"n@+ene-1].
Pokud bychom pracovali se vstupem pifmo ve tvaru u(r) =10[n(t) -7 (¢ —1)], pak

s vyuzitim operatoru ¢asového posuvu dostavame:

SY(5)+3Y(s) =2 _10¢ "
S

S

Pro Y(s) ziejmé dostaneme:

Y(s):10(£+ B j+10(£+ B jes
s s+3 s s+3

coz odpovida vysledku vyse.

3. Priklad

Ur¢eme prechodovou funkci systému
(@) +2y()+3y(2) = u(?).

Pro ptechodovou funkci plati:

S Y (5)+2sY(s)+3Y(s) = 1
s

Y(s)= 2; :
s(s”+2s5+3)
Kofeny ¢lenu s* +2s+3 ve jmenovateli jsou s, =-1+v1-3=-14% iN2 a jsou tedy

komplexni. Praci s komplexnimi €isly je vS§ak mozné se vyhnout, pokud se komplexni
¢len nebude rozkladat a nahradi se 2 redlnymi konstantami. Potom rozklad na
parcidlni zlomky vypadé néasledovné:

1 A  Bs+C

_— =
s(s*+2s+3) 5 742543

Pro ziskéani 4, B a C je tieba secist zlomky a porovnat koeficienty:
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1 _A(s*+25+43)+(Bs+C)s
s(s>+2s5+3) s(s>+2s+3)
tedy:
s>(A+B)=0
5.24+C)=0
1.34) =1
Odtud dostavame:
A:l, B:—l, Cz—g.
3 3 3

Komplexni ¢len ZB+C3 jesté upravime tak, aby se dal vyuzit slovnik (viz obrazy
ST+2s5+

funkci e sinwt, e cosat ):

Bs+C _ Bs+C _ K L C 1 _

STH2543  (s+DP42 s+ + (W27 (s+1)+(2)
s+1 1

(s+1)° +(+2) HE=5B) G+ +(2)

2 s+1 L(C-B V2

+1)>+(2)Y V2 s+ +(2)

Vysledek je tedy:

1(t) = A+ Be™ cos/2¢ + -8 ¢! sin/2t = %{l—e" cos~/2¢ —Lze_’ sin \/Et} .

N N
4. Priklad
Odezva systému

V(@) +4y)+3y(t) = u(t) —u()
na vstup u(z) =t s pocatecnimi podminkami y(0)=1, »(0)=0, u(0)=0
(ptedpokladame, ze v Case ¢t <0 byla hodnota fizeni nulova. Pokud tomu tak neni, je
tieba zahrnout i pocatecni podminky fizeni.)

Laplacetiv obraz rovnice:

SZY(S)—S.1+4(SY(S)—1)+3Y(S)Z(I—S)iz.
s
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Upravy:
(s2+4s+3)Y(s):w

Y(s) = (s+4)1-s9) _ (s+4)(1-5)
s*(s*+4s+3)  SS(s+1)(s+3)

Rozklad na parcialni zlomky:

(s+o9) 4 B C D
S

sS(s+1)(s+3) s s° s+l s+3°

. . B
Protoze kofen 0 je dvojnasobny, ptislusi mu v rozkladu 2 €leny: — a —-. Obecn¢ k-
S S

nasobnému koteni a ptislusi Cleny

Al A2 Ak
s—a (s—a)Y’ T (s—a)t

Sectenim zlomki ziskame soustavu 4 rovnic o 4 neznamych, jejiz feSeni muze byt
pomérné pracné. Ziskani koeficientl pfimou metodou:

vynasobeni s°, s=0: = B :%
. . 3.2
vynasobeni s+1, s=-1: = C= —=3
(-1)°.2
vynasobeni s+3, s=-3: = :12'—4:_2'
3.2 9

Pro ziskani koeficientu 4 je moZné vynasobit s*, zderivovat a dosadit s =0

_ 2 2
(s+H(A=5) S):AS+B+C > +p2
(s+1)(s+3) s+1 s+3

((s+4)(1-5)) (s+D(s+3) = (s + (A=) ((s+1)(s+3))

(s +1)*(s +3) -
B ((l—s)—(s+4))(S+1)(s+3)—(S+4)(1—s)((s+3)+(s+1))
- (s+1)*(s +3)°

_(1-43-403+D) _ 25
12.3° 9’

Obecné, pro ziskani koeficientu u k-nasobného kotfene s, je mozné vynasobit

(s—s,)", k-1 krat zderivovat a dosadit s =s, .
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. 25 4 2
Resenije y(t)=——=+—t+3e ' ==,
je y(9) 5 3 5

Reseni stavovych rovnic

Laplaceova transformace je rovnéz i¢innym nastrojem pro vypocet ¢asové odezvy
systémi popsanych soustavou diferencidlnich rovnic ve stavovém tvaru:

X=AX+bu.

Na jednotlivé fadky soustavy lze aplikovat Laplaceovu transformaci, coz lze zapsat
opét ve vektorovém tvaru:

sX(s) =X, = AX(s)+bU(s).
Po pfevedeni X na levou stranu:

(SE-A)X(s)=bU(s)+X,
kde E je jednotkova matice.

Resenim této soustavy linearnich rovnic je tieba urcit slozky vektoru X(s)
v zavislosti na parametru s a nasledné¢ provést jejich zpétnou transformaci.

Reseni Ize obecné vyjadiit ve tvaru
X(s)=(SE-A) "' (bU(s)+X,).
Ptiklad: Urceme reakci systému

X, +2x,+x,=u

X, +x,—-x,=0
s poc¢atecni podminkou x,(0)=1, x,(0) =0, na jednotkovy skok na vstupu.
Po Laplaceové transformaci:
1
sX, —-1+2X, + X, =—
s
sX,-0+X,-X,=0.

Po tpravé ziskame soustavu linearnich rovnic:
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(s+2)X,+ X, :l+1
N

X, +(s—1)X, =0.

Z druhé rovnice dosadime do prvni:

l+1

) . i _ P _ I+s
(I=(s+D(s=D) X, =1 = X,(s) I=(s+2)(s=1)  s=s(s+2)(s=1)

(I-s)1+s) st -1
s—s(s+2)(s—1) 45T =3s

=X, (s)=

Casové pribéhy lze ziskat zpdtnou L-transformaci slozek X, (8) a X,(s).
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8. Obrazovy prenos
Uvazujme lineédrni systém
(m)

vy +a, y" U+ +ay+ay=bu" +..+bii+bu.

Vyjadiime-li obecné feseni Y (s) v Laplaceové transformaci, dostavame:

b,s" +...+b, Uls)+ {¢leny zavisejici na poCatecnich podminkéch} .

n n—1 n n—1
S +Cl’171S +...+Cl0 S +an71S +...+a0

Y(s)=

Prvni s¢itanec 1ze napsat ve tvaru
F(s).U(s)

kde
b, s" +..+b,

n n—1
S +Cl,171S +...+a0

F(s)=

Y(s)

je tzv. obrazovy prenos systému, ktery je definovan jako pomér m pti nulovych
s

pocatecnich podminkach. Pfenos zfejmé nezavisi na vstupnim signalu a charakterizuje
samotnou soustavu. Jmenovatel pfenosu je stejny pro vSechny tii Cleny Y (s).

s+2

Napf. pfenos soustavy y+3y+1=2u+u je F(s)=———.
s°+3s+1

Jelikoz Laplaceovym obrazem Diracova impulsu je 1, je F'(s) rovno obrazu odezvy
systému na Diractv impuls, tj. obrazu impulsni charakteristiky.

Obecné vlastnosti prenosu

Ptedpokladejme pienos systému ve tvaru:

b s"+..+b, _ P(s)

F(S): n n—1 -
s"+a, s +..+a, O(s)

P(s) a Q(s) jsou mnohocleny proménné s. F'(s) je raciondlni lomené funkce, ktera se
nazyva ryzi pokud plati m<n.

Mnohoclen (polynom) ve jmenovateli se nazyva charakteristicky a je identicky
s levou stranou charakteristické rovnice ptislusné diferencialni rovnice.
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Mnohocleny v ¢itateli a jmenovateli je moZné rozlozit na soucin Cinitelt:

(s—=d))..(s—d,)
(s=¢)..(s—-c,)

F(s)=b, .

kde d; a ¢, jsou kofeny mnohoclent citatele a jmenovatele (obecné komplexni).

Kofteny citatele s nazyvaji nuly ptenosu.
Kofeny jmenovatele se nazyvaji poly pienosu.
Ptenos 1ze snadno upravit do tvaru, se kterym se v praxi pracuje Castéji:

1 (@s+D..(z,s+1)
" (Ts+1)..(T,s+1)

F(s)=K (11)

kde plati m'<m, n' <n, K je konstanta a k odpovida nasobnosti nulového kofene.
V pfipad¢, ze parametry 7;, 7, jsou kladné, jsou oznaCovany jako casové konstanty.

_ 1
T s(s+3)(s+2)

1

Napt .
Gs+DEs+1D)

1
6's

Pocatecni a ustalena hodnota vystupu

Uvazujme reakci systému na vstupni signal u(¢) pti nulovych pocatecnich
podminkach. Ze znalosti pfenosu je mozné urcit ptimo hodnotu vystupu pro t >0+ a
t — oo, pokud tyto limity existuji.

Pozn.: Limita pro ¢ — 0 se uvazuje zprava (znaceno +), protoze pro ¢ =0 mize dojit
ke skokové zmén¢ a limita v béZném smyslu pak neexistuje.

Hodnota vystupu v ¢ase t = 0+ Ize urcit pomoci véty o pocatecni hodnoté
Laplaceovy transformace:

lir(}l y(@)=lim sY(s)=1lim s F(s)U(s) =lim F(S).lim(s U(S)) =
=0+ §—>00 §—>00 §—>00 §—>00

= lim F(s). lim u(?).

Napt. hodnota prechodové funkce v bodé 0 bude rovna lim F(s). Jestlize m<n, je

§—>0

hodnota v ¢ase nulova.

UzZzitecné mliZe byt 1 vySetfeni derivace vystupu v poc¢atku. Plati:
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lil’(}’l ¥(t) =lim 5> Y(s) = lim s F(s)U(s) = lim s F(s).lim(s U(s)) =
=0+ §—>00 §—>00 §—>00 §—>0
=lim s F(s). lirgl u(t).
§—0 t—0+
Odtud vyplyva, Ze derivace prechodové funkce v pocatku je rovna lim s F'(s) , je tedy
pro n=m+1 nenulovd a pro n>m+1 rovna 0.

Pro vysetfeni ustalené hodnoty predpokladejme, ze soucin sF'(s)U(s) ma pdly pouze
v levé oteviené poloroving Re{s} <0 (to je ekvivalentni podmince Ze lim y(¢)
t—+o0

existuje). Potom podle véty o konecné hodnoté Laplaceovy transformace dostdvame:
tl_l)rgo y(t) = 1§1_r>101 S(F(S)U(s)) = 1?1_r>r01 F(s).ll_r}ol(SU(s)) =
= ling F(s).limu(t)
Nemd t—w
za pfedpokladu, Ze limu(z) existuje.

Uvazujeme-li u(¢z) =n(t), z tvaru (11) pak ihned dostavame:
lim y(t) = ling F(s)=K.
t—+0 Rand

Tento piipad odpovida situaci, kdy soustava je staticka (pti kone¢né ustalené hodnoté
fizeni u, ma konecny ustaleny vystup y, ). Konstanta K pak mé4 vyznam statické¢ho

zesileni.
Pokud & >0, limita lim y(¢) neexistuje. k£ byva pak oznaovano jako rdad astatismu.
t—+0

- “ y 1 1 ‘s )
Soustava pak ma integracni charakter (Clen —- provadi k-krat integraci).
S

Pokud k <0, soustava ma derivacni charakter — ustalena hodnota je nulova.

Pozn.: Pokud plati £ <0, jesté to neznamena, ze hodnota vystupu se ustali pro ¢ — oo
(je tfeba, aby vSechny koteny jmenovatele byly vSechny v levé poloroving).

Algebra prenosu a blokova schémata

Slozité systémy lze ¢asto rozlozit na propojeni jednodussich systém, které jsou
popsany ptrenosy. Pienos celého systému lze ziskat pomoci pravidel pro manipulaci
s prenosy (tzv. blokova algebra).

Soustavu Ize schematicky znazornit pomoci bloku:
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—_—> F(s) >

Vstupujici a vystupujici Sipky odpovidaji ptiisobeni vstupnich a vystupnich velicin.
Ptenos slozenych soustav 1ze snadno urcit pomoci nasledujicich pravidel:

1. Pokud vystup jednoho systému (bloku) je vstupem jin¢ho systému (sériové
zapojeni):

—_—> Fis) = k6 —>>

Pro celkovy vystup plati:

Y(s) = Fy ()X, (s) = Fy($)F () U(s) = (K ()5 () U (s)
protoze F(s)F, (s) = F,(s)F(s)
Tedy celkovy ptenos je roven soucinu dil¢ich pfenost:

F(s)= F(s)F,(s).

2. Jestlize dva systémy maji stejny vstup a jejich vystup se s¢ita (paralelni zapojeni),
plati:

Y(s) = Y,(5) + %,(s) = F()U(s) + Fy()U () = (Fi(s) + Fy () U(s)..
Tedy F(s) = F(s)+ Fy(s).
Stejné tak pro rozdil plati: F(s) = F,(s)—F,(s).

Soucet signalti je zpravidla oznacen krouzkem. V piipad¢ rozdilu je kladna, resp.
zaporna vétev oznacena znaménkem +, resp. -.
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J. Cvejn ©
M
> Fi(s)
u
—
—> Fy(s)
Y2

Ve starsi literatufe se pouziva spise znaceni, kde pro soucet se pouziva symbol® .

Vyplnéné pole odpovida od¢itani signalu:

—=>  Fi5)
u
—e
—> k)

Y

o

Y2

3. Jelikoz plati F(s)F(s)+ F;(s)F,(s) = F;(s) (E (s)+F, (s)) , je mozné predradit

blok, ktery je spole¢ny pro vice paralelnich vétvi (obdoba vytknuti pti uprave
aritmetickych vyrazi):

b

A

—=> Fi(s) Fi(s)
u
—e
—> Fi(s) Fy(s)
je totéz jako
—> Fi(s)
u
—>| BG) |—e
—>1 Fy(s)
Poznamky:

a) Na potadi blokll v jedné vétvi nezalezi (nebot’ F,(s)F,(s) = F,(s)F,(s))
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b) Nasobeni signalu konstantou K ma stejny efekt jako prediazeny blok s pfenosem K:

c¢) Pfenos prazdné vétve je roven jedné, takze

> Fis)
u y
® ><_v> >

ma prenos F(s)=1+F(s).

Napt.: pro systém

——=> K@

F3(s)

—= F,(s)

> F4(s)

je vysledny pifenos:

F(s)=(F ()= F,(8)) F5(s) + Fy(s) -
V piipadé systému s vice vstupy a vice vystupy se pienos mezi konkrétnim vstupem
u,; a konkrétnim vystupem y, ur€i tak, Ze ostatni vstupy se polozi rovné nule, ¢imz se

v podstaté odstrani ze schématu. Ostatni vystupy se ignoruji, pokud neovliviiuji
vystup ;.

Zpétna vazba
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v

Komplikovangjsi situace nastane, pokud vystup systému (piipadné n€které jeho casti)
muze ovliviiovat jeho vstup. Vznika tzv. zpétna vazba (oznacovana také jako
antiparalelni zapojeni).

RozliSuje se zpétna vazba:

e Kladna
0 se zvétsujici se hodnotou vystupu se zvétSuje pisobeni vstupni
veli¢iny ve smyslu dal$iho nartistu vystupu
O u technickych systémii ma casto destruktivni ucinek

e Zaporna
0 se zvétsujici se hodnotou vystupu se zvétSuje pisobeni vstupni
veli¢iny proti dalSimu nértstu vystupu
0 ma naopak stabilizujici i€inek
0 fada technickych aplikaci — zejména zpétnovazebni fizeni

Ptenos zpétné vazby:

u y
Fi(s)
g
Fy(s)
Musi platit:

Y(s)=F(s)(U(s)+ F ()Y (s))
Po roznéasobeni a Gprave:

V() (1= F(5)F; () = F($)U(s)

tj.:
Y5y _FOUG)
1=F(s)F(s)
Fis) = — L0

1=F(s)F,(s)
Citatel F (s) je roven pienosu pfimé vétve mezi y a u . Jmenovatel je roven

1 — (pfenos oteviené zpétné vazby).
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Tento princip lze vyuzit i pokud chceme urcit pienos mezi jinymi body uzaviené
smycky. Napft. v nasledujicim schématu je K zesileni zpétné vazby, ktera je zdporna
(odecita se od vstupu):

u y
Fi(s)
K
.y E(s) . v s ) )
Pro urceni prenosu F, = je pfenos piimé vétve mezi e au roven 1 (mezieau
Ky

neni zadny blok) a pfenos oteviené zpétné vazby mezi e a u je roven —K. F(s)
(zaporné znaménko je proto, ze zpetnovazebni signal se u vstupu do soustavy odcitd).

Je tedy
1+ K.F(s)
Pfenos F, _Xs) jeroven F :LS).
" U(s) "1+ K.F(s)

V ptipadé, Ze na soustavu ptsobi jesté dalsi vstupni signdl d, je mozné okamzité urcit
pienos napt. mezi e a d:

Fi(s)

Pfenos pfimé vétve je —K . Pienos oteviené smycky je stejny jako v piedchozich
ptipadech. Tedy

-K

Fy=re
1+ K.F(s)
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Slozitéjsi priklad:

u Y1 y
??9 Fy(s) Fy(s)  |—e—>
+
Qe Fy(s)
_|_

Plati Y(s) = F;(s)Y,(s), kde

Y (s) = B ($)(U ()= F()Y,(9)=Y(s)) = F()(U(s) = ()Y ()~ Fy()Y,(s))..
Tedy
Y () (1+ B ()Fy(s) + F () (5)) = F(s)U(s)

Y (s)= F()U(s)
IR EG)EG) F F()F(s)

Py~ BON®) _ RORG)
U) 1+ R@EE+REREG)

V tomto ptipadé je ve jmenovateli ziejmé 1 — (soucet pienosti otevienych smycek),
v Citateli ztistava pienos piimé vétve.

Stejny vysledek 1ze rovnéz (mozna snadnéji) ziskat opakovanou aplikaci pravidla o
pfenosu zpétné vazby uvedeného vyse. Definujme pomocny podsystém F, sloZeny z
FalkF,:

—>> Fi(s)

Fa(s)

Pfenos F, lze vyjadfit okamzité:

£(s)

O = RORG
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Cel¢ schéma pak Ize upravit do podoby (souctové misto, kde se pticitd vnéjsi zpétna
vazba bylo pfesunuto pred blok F)):

u Y1 y
Fy(s) F3(s)

Celkovy pienos pak lze vyjadrit jako

F(5)Fy(s)
Py WS THRORS F(5)Fy(s)
TTHEOE® |, FORS)  HREORE+RORG)
L+ F () F (s)
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9. Frekvenéni prenos

Uvazujme linedrni systém

vy +a, y" T+ +ay+a,y=bu" +..+bii+bu

it

kde na vstup je ptiveden harmonicky signal v komplexnim tvaru u(z) = Be*”.

Piedpokladejme, Ze vystup je rovnéz ve tvaru y(¢) = Ae"” . Po dosazeni:

Aliw)' e +a,  A(iw)"" e +...+ a, A(iw)e™ + a,Ae"" =

=b, B(iw)" " +...+ b B(iw)e"™ + b,Be™
Ziejmé lze vykratit ¢ a jestlize plati:

A b (i) +.+b (i) +h,
B (io) +a, (io)™" +..+a(iw)+a,

je rovnice splnéna. To znamen4, Ze harmonicka slozka je jednim z feSeni, a rovnice
vyse definuje pomér faktorti 4 a B.

Za predpokladu, Ze pro t — o vymizi ptechodové slozky (to nebude platit pokud

systém bude mit kofeny jmenovatele v kladné polorovin¢), bude pro dostatecné velké
¢ na vystupu harmonicky signal.

A : .
re F(w) je komplexni ¢islo. Jestlize napiSeme

F(o)=|F(o)|e””

ma modul |F (a))| vyznam zesileni amplitudy a thel ¢(®) odpovidé fazovému posuvu
zpusobenému priachodem soustavou. Tedy vystupni signal y(¢) je rovnéz harmonicky

se stejnou thlovou frekvenci @ jako vstupni signal. Jeho amplituda a fazové posunuti
jsou vsak zavislé na w.

Faktor F(w) mé ziejmée stejny tvar jako podil Fourierovych obrazii vystupu a vstupu
pti prichodu signalu linearni soustavou:

Y(o)

=)

a je nazyvan Frekvencni prenos.

Z obrazového ptenosu ziskame frekvencni prenos dosazenim s =i®.
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Frekvenéni pfenos obsahuje informaci o tom, které frekvence systém propousti a které
tlumi. Soucasné obsahuje informaci o posuvu faze v zavislosti na vstupujici frekvenci.

Frekvencni charakteristika

Dosazenim za konkrétni hodnotu do F (@) dostavame bod tzv. frekvencni

charakteristiky. Frekvencni charakteristika l1ze znazornit jako kiivka v komplexni
roving.

1 1 .
Napft. pro systém s pfenosem F(s)=—— mame F(w)=———, coz lze dale upravit
s+3 3+iow

vynasobenim Citatele i jmenovatele komplexné sdruzenym cCislem 3 —iw:

(-iw)=— -2 ;.

Flo)= 940’ 9+’

9+ w?

Soutadnice bodl frekven¢ni charakteristiky v komplexni roviné jsou tedy

i ]
9+’ 9+’ |

Bod frekvenéni charakteristiky lze také ziskat méfenim. Po pfivedeni harmonického
signalu na vstup systému zmétime (po ustaleni prechodovych slozek) amplitudu a
fazovy posun vystupniho signélu. V ptipadé, Ze systém ma poly uvnitf pravé
poloroviny, v§ak nedojde k odeznéni ptechodovych slozek a méfeni nelze provést.
Pak je mozné s frekvencni charakteristikou pracovat pouze matematickymi
prostiedky.

Nyquist Diagram

0.5¢ 8

Imaginary Axis
@
T

-0.5¢

-1 s s .
-1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis
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Na obr. vyse jsou znazornény frekvencni charakteristiky v komplexni roviné soustav

s prenosem F(s) = ﬁ pro k=1,2,3.
S+

Je mozné snadno ukazat, ze pokud n >m, bude F(®)— 0.Smér teCny pro @ — © je

Z(m—n).

2

Amplitudova a fazova charakteristika
Vyjadiime-li pfenos F (@) v exponencialnim tvaru:

F(o)=|F(w)|e”” (12)

ma modul |F (a))| vyznam zesileni slozky s frekvenci @ a argument (@) ma

vyznam ¢asového posunu piislusné slozky po priichodu soustavou.

Samostatnym grafickym zobrazenim hodnot A(w) = |F (a))| a p(w) ziskame tzv.

amplitudovou a fazovou charakteristiku.

Osa @ v obou grafech ma zpravidla logaritmické métitko. Misto hodnoty A4(w) se
vétSinou v amplitudové charakteristice vynasi veli¢ina 20log A(®w) v jednotkach
[dB].
Na obr. niZe jsou zndzornény logaritmické frekvencni charakteristiky soustav
1
s pfenosem F(s)=—— pro k=1,2,3.
(s+1)

Bode Diagram

100} N

Magnitude (dB)

10 10 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)
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U soustavy 1. fadu s frekvencnim pfenosem F(w) = plati:

1+iTw

e Pro w—>0 je F(o)~1 ,t.: 2010g|F(co)|=0, arg F(w)=0.

e Pro w—>xje F(a))z—i.i,tedy:
Tw
2010g|F(a))| =20(logl—-log Tw) =-20(log w) + 2010g% ,

arg F(w) = —% .

Prvni asymptotou logaritmické amplitudové charakteristiky je tedy osa x. Existuje
vSak i asymptota pro @ — . Pii zvyseni logw o 1 (tj. zvySeni frekvence 10x) dojde

k poklesu 2010g|F (a))| 020 dB, (4. |F (a))| klesne 10x). Prisecik obou asymptot je

dan rovnici

1 1
—20(logw.)+20log—=0 = w. =—
(logw,) g =

N x - VR Tr T
Od frekvence @, soucasné dochazi k zpozdéni faze o 7

Systém se tedy chova tak, ze vstupni frekvence w < w_ propousti, zatimco frekvence
® > @, tlumi.

Pozn.: V oblasti zpracovani signalu se takto chovajici soustava oznacuje jako filtr
typu dolni propust.

Obdobn¢ je mozné vysetiit, ze ¢len s prenosem F(w)=1+iT® bude naopak pro

@ > o, zesilovat amplitudu o 20dB na dekadu a posouvat fazi doptedu o %

1

U soustavy F(s)= lati
Y T P

F((()) — |F(C())| .eiw(w) — |FI(CO)||F2(Q))| _ei(rﬂl(w)wz(w))

1
kde Fl(S):(TlS—H)a Fy(s)= Ts+1)

. Potom

20log|F(w)| = 201og|F,(w)|+ 20log|F, ()|

a pro fazi plati:
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p(0) =g (0)+ ¢, ().

Vysledna logaritmickd amplitudova i fazova charakteristika je tedy souctem dil¢ich
charakteristik jednotlivych soucinitelt. To Ize snadno zobecnit i pro libovolny pocet
¢lentl.

Na zaklad¢ ptedchoziho vysledku je mozné ziskat pfedstavu o charakteristikach

soustav vyssich fadl rozloZzenim na jednoduché Cleny, uréenim jejich asymptot a
seCtenim.
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10. Piehled nejcastéjSich typu linearnich soustav

Soustava prvniho rfadu

Staticka soustava prvniho fadu (Clen se setrvacnosti 1. fadu)

Rovnice: y+a,y =byu (a,>0)

b, b 1 K

s+a, _a0 Ts+1 Ts+1’

Ptenos: F(s)=

kde:
1 . ,
T =— ... asova konstanta
a,
b o
K== ... zesileni
aO

t
- .. K
Ptechodova funkce: A(t) = K(1—e 7). Tecna v poc¢atku ma smérnici - V case

t =T ma prechodova funkce hodnotu 4(z) = K(1—¢) ~ 0.63 K (tj. nabyva zhruba 63%
své ustalené hodnoty).

Pokud a, <0, systém je nestabilni (/4(z) narlsta nade vSechny meze).

Priklady: Ohiev kapaliny s tepelnymi ztratami do okoli, elektricky RC ¢len, ventil
s dynamikou.

Uvazujme systém s prenosem 1. fadu . Na obrazcich nize je pfechodova funkce,

2s+1
frekvenéni charakteristika v komplexni roviné, amplitudova a fazova charakteristika.

Step Response

Amplitude

Time (sec)
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Nyquist Diagram

0.2

-0.2

-04

Imaginary Axis

-0.6

-0.8

0 0.5 1
Real Axis

Bode Diagram

N
o

Magnitude (dB)
Y
o

-30

Phase (rad)

2 2 H‘Hmw ‘ H‘Hmo A
10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Astaticka soustava prvého fadu (integracéni ¢len)

Rovnice: y =byu

y b, 1
Pfenos: F(s)=—"t=—,
s TIs
1 . ‘o x .
kde T=— ... tzv. integracni ¢asova konstanta
aO

Ptechodova funkce: A(t) = %

Ptiklady: Elektricky kondenzator, zavislost polohy hfidele na otackach pohonu, vyska
hladiny v nddrzi s napousténim a vypousténim pomoci Cerpadla (tedy rychlost vytoku
nezavisi na vySce hladiny, ale na fidici veli¢ing), ohiev kapaliny bez tepelnych ztrat
do okoli.
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Y . y 1 T . “
Uvazujme systém s pienosem —. Na obrazcich niZe je pfechodova funkce, frekvencni
s

charakteristika v komplexni roving, amplitudové a fazova charakteristika.

Step Response
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£
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10 ; ;
:
PR | i
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> |
§ O 1
£
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©
E 5 .
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S 0
'c
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©
Z 20

o

Phase (rad)
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|
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10

-
o

Frequency (rad/sec)
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Soustava druhého radu
Rovnice: y+a,y+a,y =byu

y b 1
Pfenos: F(s)=——— =K— .
s“+as+a, a,s” +as+1

b, . C
kde K =- je statické zesileni.
a,

Existuji tii varianty pfenosu podle toho, jestli dvojélen a,s® + a,s + &, ma realné nebo
komplexni kotfeny:

A) Dva realné koteny (aperiodicky dé;)

F(s)=K !
(Ts +1)(Ty5+1)
T _t T _t
ht)=K|1l+——e T +—2—¢ "
=T, L-T,

Vyskytuje se napt. u tepelnych soustav — vymeénikii.

: 1 .
Uvazujme systém s pienosem ——— . Na obrazcich nize je ptechodova funkce,
(s+D(s+2)

frekvenc¢ni charakteristika v komplexni roviné, amplitudova a fazova charakteristika.
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Step Response
0.8

0.6 J

0.4 J

Amplitude

0.2 1

Time (sec)

Nyquist Diagram

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

Imaginary Axis

0.4

-05L. 1 s
-0.1 0 01 02 03 04 05

Real Axis

Bode Diagram

50} ,

Magnitude (dB)

-100
0

Phase (rad)
)

4 ‘ ‘ ‘
10 10 10 10 10°

Frequency (rad/sec)

B) Jeden dvojity realny koten (mezni aperiodicky d¢j)

1

FE& =Ky
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Loy L
ht)=K|l+eT+—e T
o-r[ieteter]

Ve srovnani s pfipadem A ma mezni aperiodicky d&j rychlejsi nabeh (budeme-li
srovnavat déje pro stejny soucet Casovych konstant 7} + 7).

Napf. systém s pienosem

Gil Na obrazcich nize je prechodova funkce,
s+

frekvenc¢ni charakteristika v komplexni roviné, amplitudova a fazova charakteristika.

C) Obecny ptipad

1
T°s* +E2Ts +1

Ptenos lze upravit do tvaru F(s) =K

kde & >0 je tzv. soucinitel pomérného tlumeni a T Casova konstanta.

: 1
Pro & =0 dostavame netlumeny d&j s thlovou frekvenci @, = 7 zatimco pro £ =1

dostavame mezni aperiodicky déj (ptipad B). Uhlova frekvence @, je oznacovand
jako viastni frekvence soustavy. Pro £ >1 je prib¢h aperiodicky (ptipad A).
Soucinitel & predstavuje urcité vyjadieni miry kmitavosti déje.

Jestlize £ <0, je d€j nestabilni (amplituda s Casem nardsta).

Pfechodova funkce:

h(t)=K {1 —e ™ (cos ot + L sin wtﬂ

@

_ 2
kde a)=i, azé.
T T

2 . .. .
Pro £< g ma amplitudova charakteristika maximum v bod& @, = @,/1-2&° (tzv.
rezonacni frekvence). Pro £ =0 je A(w,) —> .

To znamen4, Ze jestlize budime systém harmonickymi kmity s frekvenci blizkou @, , 1

velmi mala amplituda vstupni veli¢iny mize po urcité dob€ plsobeni vyvolat velkou
amplitudu na vystupu — proto je nutné navrhovat soustavy (zejména napf.
mechanické) tak, aby jejich rezonan¢ni frekvence byla dostatecné vzdalena od
ptedpokladanych vyznamnych frekvencnich slozek ptisobicich velicin.

66



J. Cvejn © Rizeni procesii

Jiny ptiklad: elektricka soustava RLC. Obecné se jedna o systémy, kde dochazi
k vyméné mezi dvéma druhy energie. S komplexnimi kofeny se rovnéz setkdvame u
sloZzenych soustav pti zavedeni zpétné vazby (viz ptiklad nize).

Uvazujme soustavu F(s) = pro £=0.2, £=0.8. Na obrazcich nize jsou

S +E2s5+1
piechodové funkce, frekvencni charakteristiky v komplexni rovin¢ a logaritmické
frekvenéni charakteristiky.

Step Response
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Nyquist Diagram
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Na obrazcich jsou jesteé pro srovnani samotné logaritmické frekvencni charakteristiky
pro £=0.1,a £=0.01. Pro

Bode Diagram

50
N

Magnitude (dB)
o

)
(0]

T

= .90

(2]

4]

N

o

-180 ‘ -
10” 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Priklad slozené soustavy druhého Fadu

Uvazujme nasledujici piiklad technologického subsystému.

STHTS

Kotel ohtiva cirkulujici kapalné médium, které se dale vyuziva k udrZzovani obsahu
reaktoru na zddané hodnot€. V reaktoru je plynna slozka o tlaku, ktery je zavisly na
teploté. Soustava je fizena piivodem paliva do kotle u. Pro omezeni narGstu teploty a
tlaku je zavedena zpétnd vazba tak, Ze rostouci tlak v reaktoru ptiskrcuje ventil pro
piivod paliva. Pfedpokladame, Ze ptivod paliva do kotle je tedy popsan vztahem

u=v-K p

kde K, je n¢jaka konstanta a p je pietlak (pfedpoklada se, Ze je vzdy K ,.p <v).
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Uvazujme, Ze ohfev média 1 ohfev reaktoru jsou popsany linearnimi diferencialnimi
rovnicemi 1. fadu (zanedbava se tepelna kapacita potrubi a stén a predpoklada se, ze
médium proudi dostateéné rychle). Abychom zjednodusili popis dynamiky soustav,
budeme vSechny veli¢iny uvazovat relativné vzhledem k absolutni teploté a tlaku
okoli (7,, py), . $=T-T,, p=p,.—P,-

Prvni dynamicka soustava, kterd odpovida vyvoji teploty media v zavislosti na vstupu

Kl

u s tepelnymi ztratami do okoli, je popsana prenosem F|(s) = , kde 7, je n¢jaka

1
Casova konstanta a K| zesileni.

Druhé soustava reprezentuje ohfev obsahu reaktoru a je popsana prenosem

Fy(s)=

m (zde je zesileni rovno 1, protoZe ustalena hodnota teploty v reaktoru je
7,8

rovna teploté media — pfedpokladame nulové ztraty do okoli).
Pretlak v reaktoru je dan stavovou rovnici, kdy misto absolutnich veli¢in dosadime

odchylky: p = %32 ,kde R je molarni plynova konstanta a I, molarni objem

m

plynu v nadobé.

Blokové schéma soustavy je obrazku nize.

1% u > Kl 191> 1 192
_ 7,5 +1 7,5 +1
R
K 7 |
P Vm

Ptenos slozené soustavy je

Kl
 (@sh@ms+) K
Sy T R Ve _ ,
1+ K = | 1 T
Y Gsansen BSTDESHDEK, ]

Vysledny systém je druh¢ho fadu. Zalezi na clenu K K, % , jestli jsou kotfeny

jmenovatele realné nebo komplexni.

V piipadé, Ze neni zavedena zpétna vazba, takZe u =v, jedna se rovnéZ o soustavu
druhého tadu, ale pouze s realnymi koteny:

K

F, = ! .
%y (5 + (7,5 +1)
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Soustavy vyssiho radu

Soustavu vysSiho fadu ziskame jakymkoliv spojenim dynamickych soustav nizsich
radil. Nejjednodussi ptipad nastane sériovym spojenim, kdy vystup jedné elementdrni
soustavy je vstupem jiné. Napi. sériovym spojeni statickych soustav prvniho fadu
dostavame statickou soustavu:

Kl K2 > > Kn >
Ts+1 T,s+1 Ts+1

~ KK,.K, ~ b,
(Ts+D)(Ts+1)..(Ts+1) s"+a, s"" +.+a,

F(s)
Ptechodova funkce je (v ptipadé¢ rtiznych realnych kotenil)

h(t) = b, D e
ao i=1

kde s, jsou koteny charakteristického polynomu a 4, néjaké koeficienty.

Vysoky tad soustavy se projevi opozdénou reakci na skokovou zménu vstupu.

Na obrazcich nize je pfechodova funkce a frekven¢ni charakteristika soustavy

- 1 s con e r__r r 4
s pfenosem W Chovani této soustavy jiz pfipomina systém s dopravnim
s+

zpozdénim.
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Step Response

(]
E
£ 0.5
Q.
g
<
0
0 5 10 15 20 25
Time (sec)
Nyquist Diagram
1
7]
2
Fal
(]
£
(o))
(]
E

-1 -0.5 0 0.5 1

Real Axis

Soustava s dopravnim zpozdénim

U nékterych technickych systémi z diivodu délky prenosové cesty piisobi akéni
veli¢ina na soustavu s ur¢itym zpozdénim. Pak se jedna o tzv. systém s dopravnim
zpozdénim. Napf. pro linearni soustavu

YOO +a, Yy () +...+a,y(t) = bu(t—1)
je =0 dopravni zpozdéni.

Vyskytuje se Casto u hydraulickych a tepelnych systémi, kde dochézi k vedeni media
potrubim. Jestlize vzdalenost regulaéniho ¢lenu (ventilu) od vstupu do soustavy je d,
pak pfii rychlosti proudéni v vznika dopravni zpozdéni 7 =d /v.

—7s
b, e

Ptenos: F(s)=— —
s"+a, s +..+a,

Odpovidajici pfechodova funkce je (v ptipadé riznych realnych koteni)

by Ny ss
h(t):—°+ZAl.e 7D pro t>1
a, =l

kde s, jsou kofeny charakteristického polynomu a 4, né&jaké koeficienty.

—ioT

Samotné dopravni zpozdéni ma frekvencni pfenos e’ a ma tedy ten efekt, ze
zpiisobi pootoceni bodu frekvenéni charakteristiky soustavy bez zpozdéni o tihel 7.
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ve zaporném smeru. Frekvenéni charakteristika samotného dopravniho zpozdéni je
kruZnice o poloméru 1 se stiedem v 0. Amplituda ¢lenu e ™ je konstantni a fazovy

r~r

posun se blizi —o pro @ — .

V tad¢ praktickych ptfipadii model obsahuje vice ¢lentli se zpozdénim. Zpozdéni se
mohou vyskytovat i u ¢lent na levé strané diferencialni rovnice.

-2s

Napt. uvazujme systém s prenosem D Na obrazcich niZe je ptfechodova funkce,

frekvenéni charakteristika v komplexni roviné, amplitudova a fazova charakteristika.

Step Response
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

-100
0

Phase (deg)

-11520L ‘ J
107 10° 10°

Frequency (rad/sec)

Nahrada soustavy vyssSiho fadu soustavou s dopravnim zpozdénim

Dopravni zpozdéni se naopak ¢asto uméle zavadi pro nahrazeni statické soustavy
vys$iho fadu s realnymi kofeny soustavou 1. fadu. Tento model se vyuziva napt. pro
nastaveni parametrt regulatoru.

Pro nahrazeni modelu soustavy je tieba na pfechodové charakteristice vymezit
nasledujici Casové Useky:

e T . tzv. doba pritahu
o T, . tzv. doba nab&hu

e T, . tzv. doba ptechodu
y( T,
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()

T, Ty

Ptimka, ktera useky definuje, se voli jako te¢na v inflexnim bod¢ prechodové funkce.

Potom plati:

B K ~K e’
(Ts+1)..(Ts+1)  Tys+1

F(s)

Ukazuje se vSak, Ze u soustav vySSich ¥adu je pii stejném 7, doba ustaleni zpravidla

podstatné mensi, nez by odpovidalo soustavé prvniho fadu (pribéh je v okoli
inflexniho bodu plossi).

Proto lepsi aproximace je mozné napt. dosdhnout, pokud ¢asovou kontantu 7" zvolime
tak, ze v Case T —T, soustava dosahne 63% sv¢ ustalené hodnoty (63% ustalené

hodnoty odpovida ¢asové konstanté soustavy prvniho fadu).
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11. Automaticka regulace

Problém udrzovani parametrti procesu na pozadovanych hodnotach (konstantnich
nebo ménicich v ¢ase definovanym zptsobem).

Obvody fizeni:

e Oteviené
0 kfizeni je vyuzita pouze apriorni informace o procesu a nekontroluje
se skutecny stav fizeného systému
= tzv. ovladani

e Uzaviené

0 vyuziva rovnéz aktualni informaci o procesu
= zpétnovazebni fizeni

Oteviené Fizeni

Lze pouzit pouze pokud vnégjsi vlivy jsou konstantni nebo se méni podle znamého
prub¢hu.

Napt. je pfedem znamo, ze aby bylo dosaZeno pozadované teploty 7 v nadobé, je
tieba na ohfivac pripojit urité konstantni nap&ti u, .

fidici systém

fizeny systém

pozadovany prubéh vystupu

fidici veli¢ina, vystup fidiciho systému
vystupni veli¢ina, vysledek ¢innosti
vngjsi vlivy (poruchova veli¢ina)

o< e g wnx

Sipky ve schematu odpovidaji ptisobicim vstupnim, poruchovym a vystupnim
veli¢indm. JelikoZ vzajemné piisobeni Ize chdpat rovnéz jako ptfenos informace
(zejména pokud dochazi k prevodu veli¢in), jsou tyto vazby cCasto ozna¢ovany jako
signaly.

V piipadé vyznamnych poruch 1ze schéma rozsitit o méfeni poruch
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e Pro dosazeni zddané hodnoty vystupu je ale tfeba pfesna znalost kompenzace
poruchy, coz v praxi vétSinou neni k dispozici

A 4

Zpétnovazebni rizeni

e Vyuziva aktudlni informaci o procesu

e UmozZinuje dosdhnout poZzadovaného pribéhu vystupni veli¢iny 1 bez piesné
znalosti poruchy a parametrd systému

e Lze rovnéz vylepsit méfenim poruchy a jeji castecnou kompenzaci

w(?) zde predstavuje pozadovany prab¢h vystupni veliciny.

Misto hodnoty vystupu y Casto do fidiciho systému R vstupuje rozdil pozadované a
skutecné hodnoty vystupu e, tzv. regulacni odchylka e=w-y

w(t) ¢
——()—>

=
A4
wn

v

V praxi nejcastéjsi je tloha udrzovani vystupu procesu na stanovené hodnot¢ bez
ohledu na vngj$i vlivy (poruchy), tj. w(#)=konst.

Ridici systém pro udrzovani hodnoty vystupni veli¢iny systému = reguldtor.
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Technicka realizace regulaénich obvodt

Rozdé€leni regulacnich obvodu:

e Bez prevodu veli¢in
0 regulator pracuje pfimo se stejnou velic¢inou jako systém
e napf. mechanické regulacni obvody (Wattliv regulator otacek
parniho stroje)
O dnes uz vyjimecné

e S pfevodem veli¢in
0 dnes nejcastéji — typicky elektronické regulatory

Pro realizaci regula¢nich obvodl je mozné pouzit rizné prostiredky:

e Mechanické
O napt. Wattiiv regulator otacek nebo bimetalovy termostat

e Hydraulické a pneumatické
O stale se vyuzivaji - napt. ve vybusném prostiedi, popt. tam, kde
vychazi levnéji
0 hydraulické pohony maji nejlepsi pomér cena/vykon

e Flektronické
O dnes nejbéznéjsi

s wr

Elektronické ridici systémy

e Analogové
0 hlavné jako analogové regulatory

o Cislicové
0 kompaktni ¢islicové regulatory
0 specializované pocitace
0 v soucasné dob¢ nahrazuji analogové regulatory

e Primyslové pocitace

vvvvvv

Analogovy elektronicky regulaéni obvod

e Pracuje s veli¢inami v elektronické podobé

e Vyzaduje pfevod veli¢in na stran€ vystupu a na strané vstupu do systému:
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O na strané vystupu systému = snimac (napf. teploty, otacek) — dava
informaci o aktualni hodnoté v podob¢ napétového, popi. proudového
signalu

- proudové signaly jsou v praxi vyhodnéjsi, protoze jsou odolné proti
ruseni.

O na strané vstupu = ak¢ni €len (napt. pohon, regulacni ventil)
- provadi pievod elektronického signalu na ptisluSnou akéni veli¢inu
(napf. napé€ti — otacky, napéti — pritok ventilem)

Pii pfenosu veli¢iny y k fidicimu systému dochazi ke zkresleni zptisobenému
ruSivymi vlivy. To mize mit velky vliv na ¢innost regulatoru.

VétSinou se uvazuje aditivni Sum — ndhodna veli¢ina n s nulovou stfedni hodnotou,
ktera se pricita k y. Proto ptfed vstupem y do regulatoru R je vétSinou filtr, ktery
potla¢i nahodnou slozku ». Jako filtr miize slozit linedrni dynamicky systém s vhodné
nastavenymi ¢asovymi konstantami, ktery tlumi vysoké frekvence, popt. ur¢ité znamé
pasmo frekvenci, ve kterém se uplatiiuji rusivé slozky.

V soucasné dob¢ se analogové regulatory vyuzivaji vétSinou jen ve dvou pripadech:

e velmi jednoduché aplikace, kdy vychazi jako cenové vyhodné;jsi
e fizeni velmi rychlych procesii (napf. u mechanickych systémti)

LN weni | ¥ y
akéni
= . —
y |—> R ¢len S |
filtr snimac

y+tn |

Nevyhodou analogovych regulétort je urcita odliSnost redlného chovani od
teoretického a omezend variabilita parametrui.

Cislicovy regula¢ni obvod

Ridici poéitag (&islicovy regulator) v pravidelnych intervalech vzorkuje (tj. sniméa
hodnoty) vystupni veli€iny, urCuje ak¢ni zasah a vysledek pifivadi na vstup systému.
Regulator tedy pracuje s posloupnosti hodnot.

Jelikoz komunikace reguldtoru s okolim probiha ptes celoCiselné rozhrani, je tfeba
provadét prevod vstupnich a vystupnich veli¢in na spojité hodnoty. Ten je realizovan
pomoci elektronickych obvodi - tzv. A/D a D/A pfevodnikl (analogoveé-Cislicovy a
Cislicové-analogovy).

Ptevod probiha s omezenou piesnosti. Hodnoty veli¢in jsou zkreslené tzv. kvantizacni
chybou (nepiimo imérnd poctu bitl pro vyjadieni hodnot veli¢in).
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w y
¥ R | DA |—» i‘kcm — g
|—> ¢len
A/D
¢—‘ filtr |« snimac

Navrh parametrt ¢islicového reguldtoru mize pii dostateCné malé vzorkovaci periodé
vzhledem k ¢asovym konstantdm systému vychazet z analogového ptipadu, coz lze

chapat jako aproximace. Skutecné vlastnosti takového regulétoru pak ale mohou byt
horsi nez u teoreticky ur¢eného.
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12. Casti regulaéniho obvodu
Nejbéznéjsi typy reguldtorti jsou nasledujici:
e Spojité

0 PID regulator a jeho zjednodusené varianty:
= P,I,PLLPD

w e u ()

e Nespojité
0 dvoupolohové
o tfipolohové

Nespojité regulatory

Vyuzivaji se pro realizaci nejjednodussich a nejlevnéjSich regulac¢nich obvodi.

w e u y(t)
> - > o

Prakticka realizace vyzaduje komparacni obvod a spinaci prvek (napf. relé nebo
vykonovy tranzistor)

Dvoupolohovy regulator

Na zakladé porovnani s zddanou hodnotou relé spina kladnou nebo zapornou hodnotu
akeni veli¢iny (napf. piikon topného télesa).

Casto se pouziva i v ptipadé, kdy akéni veli¢ina mlize mit pouze kladnou hodnotu

e toje ale moZné pouze u statickych soustav (jinak by nebylo mozné zptsobit
zapornou zménu hodnoty vystupu).

Typické vyuziti je pro jednoduchou regulaci teploty pii ohfevu nebo pro regulaci
vysky hladiny.
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Jelikoz relé pracuje zpravidla s velmi malym zpozdénim, dochazelo by u soustav
prvniho fadu velmi rychle ke spinani zdroje a opotiebeni relé (u modernich
vykonovych tranzistort tento problém odpada). Proto se ¢asto zavadi uméla
hystereze, ktera zabranuje rychlému spinani:

N Av

A
\ 4

Bez hystereze S hysterezi

Plati, Ze ¢im vétsi hystereze 4, tim vétsi rozkmit regulované veli€iny a tim mensi
frekvence spindni, tj. hystereze zvysSuje nepiesnost

e vétSinou se hystereze nastavuje v fadu nékolika procent rozsahu regulované
veli¢iny.
U soustav vysSich fadi, ptipadné s dopravnim zpozdénim, v§ak mize byt rozkmit
vystupni veli¢iny mnohem vétsi nez by odpovidalo hysterezi, protoze soustava
reaguje na prepinani hodnoty fizeni se setrvac¢nosti.
Na obr. nize jsou pribéhy regulace pomoci dvoupolohového regulatoru s hysterezi

h=0.4 azesilenim » =10 pro soustavy ﬁ ,kde k=1 (modrd), k=2 (zelend)
s+

a k=3 (Servena). Zadana hodnota je w=5.

Ttipolohovy regulator

Na rozdil od pfedchoziho se vyuziva tam, kde je mozné spinat kladnou i1 zapornou
hodnotu akéni veli€iny (napf. ohfev + chlazeni)
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e Lze vyuzit i u astatickych soustav (napf. fizeni polohy stroje, kde fidici
veli¢inou jsou otacky pohonu)

Au

A

d V<->
h

Charakteristika ttipolohového regulatoru s hysterezi

V rozsahu |e| <d je hodnota vystupu u nulova

e dje tzv. pasmo necitlivosti

PID regulator

Ackoliv se nejednd o jedinou moznost, v praxi se nejcastéji vyuziva variant PID
regulatoru, ktery akéni zasah vyhodnocuje na zaklad¢ regulacni odchylky e=w—y a
jejiho integralu, pripadné i derivace. Vyhodou jsou:

e jednoduchost
e univerzalnost
¢ snadnd realizovatelnost elektronickymi obvody

Tento ptistup se osveéd¢il 1 pro regulaci slozitych nelinedrnich systémi, tfebaze
v tomto ptipad¢ kvalita vyslednych regulac¢nich pribéhti neni zarucena.

Obecny tvar PID regulatoru:

u(t) =rye(t)+r j e(t)dt+re(t)

0

kde . jsou parametry, tj. regulator obsahuje 3 slozky:
e proporcionalni (P)

e integracni (I)
e derivacni (D)

Ptenos regulatoru:

1
R(s)=r,+nrn—+ns
s
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— "o
e B u
——— ?‘ >
—> 7S
Specialni ptipady:
r,=r,=0 ... P-regulator (pouze zesilena zdporna zpétna vazba)
=0 ...  PD-regulator (pfidand derivacni slozka)
r,=0 ...  Pl-regulator (pfidand integra¢ni slozka)
ry=r,=0 ... I-regulator (samotn4 integracni slozka)

Ptipad 7, =7, =0 se nevyuZiva (nerealizuje zpétnou vazbu)

V praxi se vétSinou pracuje s tvarem:
1 t
u(t)=r {e(t) o j e(t)di+T, é(t)}
I0

ktery je jednodussi pro praktickou realizaci. 7, a 7, jsou integracni a derivacni

¢asova konstanta.

Ptenos regulatoru je v tomto piipade¢:

R(S)=r[l+L+TDs] (13)
I;s
e 1 u
— > Ts r —>
oS
T,s

Pozn.: Napt. P-regulator v tomto ptipad¢ ziskdme polozenim 7, =0 a 7, — .

&3



J. Cvejn © Rizeni procesii

- i eay . . : 1 .
Misto zesileni » se pouziva téz pojem Pdasmo proporcionality 6 =—.100 [%], které
r

ma vyznam poméru rozsahu hodnoty regula¢ni odchylky a vystupu.

Vyznam slozek PID regulatoru
P-slozka

Zesileni zaporné zpdtné vazby. Cim vétsi zesileni, tim je rychlejsi regulaéni déj, ale
pro piili§ vysoké hodnoty je kmitavy a mize byt nestabilni (rozkmit vystupni hodnoty
nartstd do nekonecna).

U statickych soustav samotna P-slozka vazba nezaruc¢i dosazeni zddané hodnoty,
nebot’ pro nenulovou hodnotu vystupni veli¢iny je nutny nenulovy vystup regulatoru,
tedy nenulova regula¢ni odchylka. Odchylka je tim mensi, ¢im je vétsi zesileni 7, .

I-slozka

Umoznuje dosadhnout nulové regulacni odchylky i pro statické soustavy. Integracni
slozka ale zvySuje fad a prodluzuje regulacni dg;.

Jestlize je pfitomna integracni slozka, regulator obsahuje nulovy pdl, tj. je ve tvaru:

R(s):%s).

Ustalena hodnota regula¢ni odchylky pak je

S

lime(f) =lim F, (s)=lim lim — =0
1= 5—0 520 s+ P(s)S(s)

1
50 P(s -
0. P S(s)
s
U soustav s astatismem muze byt zfejmée integracni slozka vynechéna, protoze nulovy
pol obsahuje uz samotna soustava.

D-slozka

Urychluje regula¢ni pochod, zv1asté u soustav vyssich fadi, popt. soustav

s dopravnim zpozdénim, a pokud je ptitomna i I-slozka. Umoziuje zpétné vazbé
reagovat s urCitym piedstihem. Napf. jestlize R(s)=s, u soustavy 1. fadu jednotkovy
skok zadané hodnoty velikosti zptisobi skokovou zménu vystupu:

S
lim y(¢) = lim —XE) iy Tsol gy 8 1
150+ s> 1+ R(5)F(s) oL S soo (Ts+1)+s  T+1
Ts+1
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Derivacni €len je ale idealizovany a nejde ptimo prakticky realizovat, protoZze jeho
amplitudova charakteristika A(o0) — o pro @ — oo, a proto u praktické

implementace nutné musi dojit ke zkresleni (na rozdil od integra¢ni slozky, ktera
naopak vyssi frekvence tlumi).

WV wew

Nejbéznéjsi praktickd implementace derivacni slozky je zalozena na ¢lenu se
setrvacnosti prvniho fadu ve tvaru

T,s
al,s+1

kde doporucovand hodnota & je cca v rozsahu 0,05—-0,2. Setrvaény clen je spise
vyhodou, protoze potlacuje vysoké frekvence, které Casto odpovidaji ruSivym
slozkdm v signalu.

v
re

islicovy PID regulator

Pti fizeni poc€itaCem se vyuziva tvaru regulatoru, ktery pracuje s posloupnosti hodnot.
Pocitac v pravidelnych intervalech vzorkuje (tj. sniméa hodnoty) vystupni veli€iny,
urcuje ak¢ni zasah a vysledek zapisuje do D/A ptevodniku, ktery pievadi ¢islicovou

informaci na analogovou hodnotu, kterd je ptivedena na vstup systému.

Obvykle se ptfedpoklada konstantni perioda vzorkovani 7' a ze doba zpracovani
vystupni veli¢iny i doba pfevodu na hodnotu akéni veli€iny jsou zanedbatelné malé.

Operatory derivace a integrace je mozn¢ piiblizné nahradit diferenci a sumaci.

Pro PID regulator

1

u(t)= r[e(t) + T

je(z) dt+T, e'(t)}

nahradou ¢asu 7 za diskrétni krok £ =0,1,2,... dostavame

1 J=

u(k)zr{e(k)+%§e(j)+TDW}

Pro pfesnéjsi nahradu integrace je mozné pouZit napft. lichobéznikovou metodu:

1 j=0

Casto se pracuje s fizenim v tzv. odchylkovém tvaru:
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Au(k)=u(k)—u(k—-1)=

= Ae(k)+%e(k—1)+T70(e(k)—2e(k—l)+e(k—2))} =

1

_(T?D+lje(k)+(§—2%— je(k—l)JfT?De(k_z)}

1

I
~

ktery neobsahuje sumaci. Au(k) a Ae(k) vyjadiuji ptirtstky fizeni a regulacni
odchylky od ptedchoziho kroku. Nevyhoda odchylkového tvaru spociva v tom, ze
dojde-li k ustaleni regula¢ni odchylky, tj. e(k) =e(k —1)=e(k—2) =0, pak zména r se
nijak neprojevi (vyraz uvniti zavorky je nulovy). Lepsi je proto pracovat s ptivodnim

MoV

e(k)+e(k+1)

v kazdém kroku e(k), ptipadné (u lichob&éznikové metody) 5

Akéni ¢leny a snimace

Regulaéni ventily

Pro pritok regula¢nim ventilem s linedrni charakteristikou plati (v ptipadé¢
turbulentniho proudéni) vztah

/A
Q=14v 7[?’ Av:AVIOO'Z

kde Ap je rozdil tlakt pfed a za ventilem, z € <O,1> je mira otevieni ventilu, 4, je

prutokovy soucinitel a 4, je prutokovy soucinitel pro 100% otevieni ventilu.

Zesileni akéniho ¢lenu a snimacde

Akeni €len v idedlnim piipad¢€ provadi pouze linedrni pfevod vystupni veli¢iny
regulatoru na vstupni veli¢inu soustavy. Pak je mozné definovat zesileni ak¢éniho
prvku jako

_Au

K =
Ay

(14)

kde Av je zména hodnoty vystupu regulatoru, popt. D/A pievodniku, a Au je
odpovidajici zména hodnoty vstupu soustavy.

Neékdy ma vSak akéni ¢len nelinearni zavislost u na v. Pak vztah (14) se uvazuje
v limité pro A — 0 a mé vyznam linearizovaného zesileni v pracovnim bodé.

Naptf. jestlize zméné vystupu regulatoru o +1 V odpovida zména miry otevieni o
+5%, pak zména pratoku ventilem je (viz vyse)
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AQ=5%.4,,,. | 2L
Yo,

Zesileni ventilu je tedy

K, =22_0054,,. |2 [m's™ ],
Av Y2

V obou téchto ptipadech se vSak predpoklada, ze rozdil tlakli Ap pted a za ventilem
je konstantni a nezéavisi na pratoku Q, coz neni vzdy splnéno (pfipojené potrubi ma
napft. sviyj hydraulicky odpor, ktery zpétn€ ovlivituje priitok ventilem).

Dynamika akéniho ¢lenu a snimace

V tadé¢ praktickych ptipadd ma akéni ¢len svoji vlastni dynamiku. Napt. pneumaticky
regulacni ventil se ¢asto nahrazuje linearni soustavou prvniho fadu se prenosem

KV
T+l

F,(s) =

VétSinou je Casova konstanta 7, alespon o 2 fady mensi neZ jsou ¢asové konstanty

fizeného systému. Pak je moZzné dynamiku ventilu zanedbat a pracovat pouze se
statickym zesilenim K .

Obdobné¢ jako u ak¢nich ¢lentl se pracuje se zesilenim u snimaci. Pti navrhu
regulacniho obvodu se zesileni, popt. pfenos akéniho ¢lenu a snimace zahrne do
pfenosu fizené soustavy.

W:e u y

4
[- F
|

Napt. celkovy ptenos regulaéniho obvodu na obrazku vyse je

P (5) - ROEESE)
"I EORGES)S)
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13. Stabilita dynamickych systému

vvvvvv

Systém se (zhruba fe¢eno) oznacuje jako stabilni, pokud pro omezenou velikost
vstupni veli¢iny a X, (stavu v ¢ase ¢ =0) ma omezenou velikost 1 vektor stavovych

veli¢in X(¢) pro vSechna ¢>0.

Stabilita linearnich systému

Chovani autonomniho linedrniho systému (bez explicitniho vstupu) je popsano
homogenni rovnici

" +a, v+ +ay+a,y=0.

(n-1) (n-2) —

Rovnovazny stav je ddn rovnosti y'"’ =y ...=y =0. Pasobici porucha zpiisobi

zménu stavu, coz odpovida nenulové pocate¢ni podmince
-1 - > v ’ . .
" P(0)=y, 5. 7(0) = y,,. ReSeni rovnice m4 tvar

y(t)=Ce™ +..+Ce™

kde 4. jsou kofeny charakteristického mnohoclenu. Pro nasobné koteny je

n;
v r v i A ’ v 17 v r 4 v
v souctu vyse z C,t'e™" misto kazdého ¢lenu pro nasobny kofen.
J=1

Z tvaru feSeni y(¢) pfimo vyplyva:

e Pokud Re 4 <0 pro vSechna i, y, klesa k 0 z libovolného vychoziho stavu
=> gystém je stabilni.

0 pozn.: u komplexnich kotfenti zavisi na realné slozce, ktera odpovida
pribéhu amplitudy

0 v pripadé nasobnych kofenti pro libovolné k>0 a ReA <0 lze
dokazat, ze plati }Lm t*e* =0, takze faktor ¢* na stabilitu nema vliv.

e Pokud Re 4 >0 pro nekteré i, y, z n€kterého vychoziho stavu narlistd nade

vSechny meze (popt. amplituda y,) => systém je nestabilni.

e Pokud pro n€kterd i je Re 4, =0 a pro ostatni je Re A <0, je regula¢ni
pochod stabilni v ptipadé€, Ze kofeny nejsou vicenasobné.

0 nulovy kofen odpovidé konstanté a ¢ist€ imaginarni kofeny odpovidaji
periodickym pribéhiim A cos wt + Bsin wt
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0 v pripadé€ vicenasobnych kofenil takovych, ze Re 4, =0 vsak
amplituda vystupu naristé a systém je tedy nestabilni

Uvazujeme-li systém se vstupem, feseni se sklada ze slozek stejnych jako v ptipadé
autonomniho systému a slozek odpovidajicich vstupni veli¢ing. Odtud vyplyva, ze
neautonomni systém je stabilni, jestlize v§echny koteny charakteristického
mnohoclenu lezi uvnitt levé Casti komplexni roviny. Charakteristicky mnohoclen je
roven jmenovateli pfenosu.

Pozn.: Obdobné¢ jako u autonomniho systému miZze v ptipad¢ n¢kterych kofenti
takovych, Ze Re A, =0, nastat situace, kdy hodnota vystupu bude pro urcity omezeny

prubéh vstupni veliCiny nartstat do nekonecna (pokud jmenovatel obrazu feSeni ma
nasobné kofeny) — avSak zde to miiZze nastat i v pfipad¢, kdy kofeny jmenovatele
pienosu nejsou nadsobné, protoze nasobny pol mize vzniknout vlivem vstupni funkce.

Ptedchozi vysledky 1ze shrnout do nasledujiciho tvrzeni:
Neautonomni linearni systém je stabilni prave tehdy, kdyz vsechny koreny jeho

charakteristickeho mnohoclenu lezi uvnitr levé poloviny Gaussovy roviny, tj. v
mnoziné takovych s, ze Re s <0.

Stabilita uzavieného regulaéniho obvodu

V piipad¢ linearniho systému a linearniho regulatoru je uzavieny regulacni obvod
sam linearnim systémem, jehoz vstupem jsou pusobici poruchy a fidici veli¢ina w.

Je mozné se omezit na situaci, kdy w=0, protoze w# 0 lze pfevést na predchozi
piipad zavedenim nové vystupni proménné z = y —w. Diky principu superpozice je
mozné ucinek jednotlivych vstupti posuzovat oddélené.

\|/d

w e u y()

Pfi automatickém fizeni mliZe nastat situace, kdy systém je sam o sob¢ stabilni, ale po
uzavieni zpétné vazby se cely systém stava nestabilnim a naopak.

Predpokladejme, Ze na systém plisobi napt. skokova porucha d, ktera zptisobi
vychyleni z rovnovdzného stavu. V principu jsou tfi mozné ptipady:

e Stabilni regulacni pochod

0 po urcité dobé dojde k ustaleni vystupu
0 Zadouci chovani
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e Nestabilni regulacni pochod

0 nedojde k ustaleni a hodnoty vystupni veliCiny nartstaji nade vSechny
meze

0 nezadouci chovani

0 Pro redlné systémy ve skutecnosti i u nestabilniho déje vzdy dojde
k omezeni hodnoty vystupu vlivem fyzikalnich mezi nebo nelinearit,
které se vice uplatnuji pro vétsi hodnoty y. Takovéto prubéhy jsou ale
vétSinou rovnéz nezddouci

e Regulacni pochod na mezi stability
0 hodnoty vystupni veli¢iny osciluji, ale amplituda kmith se nezvétSuje
ani nezmensuje
O pro linearni systémy ve skutecnosti piesné nikdy nenastava. U realnych
systémll mize vlivem nelinearit dojit k tomuto chovani pro urcity
rozsah parametr zpétné vazby

Smyslem automatické regulace je v naprosté vétSin€ pripadi dosazeni stabilniho
regulacniho pochodu pro ptredpokladané typy poruch.

Pozn.: Ustaleny vystup systému teoreticky jesté neznamend, Ze systém je stabilni,
protoze vystup nemusi zahrnovat vSechny slozky stavu (pfipad tzv. vnitini
nestability). Tato situace u redlnych systémi ale vétSinou nenastava a neni zde
diskutovana.

Pro vySetieni stability uzavieného obvodu pracujeme s jeho charakteristickym
polynomem (jmenovatelem pienosu). Pienos uzavieného obvodu je (napt. mezi
regulacni odchylkou a poruchou, ktera ptisobi na vystupu):

_1
e = R

Charakteristicky polynom je vSak stejny pro vSechny uvazované typy vstupt (Zadana
hodnota, porucha na vstupu nebo vystupu soustavy) — tyto piipady se lisi Citatelem
pienosu, ktery na stabilitu nema vliv.

Aby byl uzavieny obvod stabilni, musi tedy lezet vSechny kotfeny jmenovatele F(s)
uvniti levé ¢asti Gaussovy roviny.

Algebraicka kritéria vySetreni stability

Nevyhodou piimé metody vySetieni stability, zaloZené na urceni kofenti
charakteristické rovnice, je nutnost feSeni algebraické rovnice vyssiho fadu, coz je

mozné exaktné pouze pro fad n <4 (pro vyssi n nutno numericky).

Nastésti existuje fada metod, které umoziuji rozhodnout o stabilité bez nutnosti fesit
charakteristickou rovnici. Vyznam téchto metod v soucasné dobé ponckud klesa,
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protoze protoZe pomoci modernich softwarovych nastroji neni problém urcit koteny
mnohoclentl libovolného fadu. Piesto jsou vSak dualezité napt. pro navrh regulétort.

Hurwitzovo kritérium stability

Aby vSechny kotfeny charakteristického polynomu mély zapornou redlnou ¢ast, musi
soucasné platit:

e Vsechny koeficienty charakteristické rovnice musi byt kladné a Zadny
z koeficientll a, aZ a, nesmi byt roven nule (pokud jsou vSechny zaporné,

predpoklada se vyndsobeni -1).

e Vsechny subdeterminanty piislusné prvkim na hlavni diagonale Hurwitzovy
matice sestavené koeficientli charakteristické rovnice musi byt kladné.

Pozn.: Prvni podminka okamzit¢ vyplyva z roznasobeni vyrazu (s+s,)...(s+s,).

Hurwitzovu matici sestavime tak, ze koeficienty charakteristické rovnice rozdélime na
sudé¢ a lich¢ a piseme posunuté do fadkd pod sebou podle schématu:

a,, a,, a, s a, 0 0
a, a,, a,, a 0 0
0 a., a,, 4 4 0
0O a a,, a, a 0
0 0 a,, a, a, a, 0
0 0 a, 2 a, 0
0 0 n-1 4y
0
0

Posledni sloupec ma vSechny prvky nulové kromé posledniho prvku a, .

Podminky pro stabilitu jsou pak:

l.a,>0,i=1.n

a an—S an—S

4| >0, ... atd. az do subdeterminantu fadu n—1

n—1

>0, |a, a

n n-2

0 a

a

a

n—1 n-3

(3)

Napt. Hurwitzova matice pro autonomni systém »"”’ +3y+ y+2y =0 ma tvar:
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N O O

3 2
H=1 1
0 3

Vsechna znaménka koeficientl jsou kladna a plati > 0, takZe systém je stabilni.

Kritérium neni vhodné pro vyssi fad rovnice (n>5).

Pozn.: v pfipad€é n =2 pro stabilitu zfejmé staci, aby znaménka vSech koeficientii
byla kladna.

Oblast stability

Uvazujeme-li uzavieny regula¢ni obvod, umoziuje Hurwitzovo kritérium sestrojit
snadno tzv. oblast stability pro parametry regulatoru, coz patii k hlavnim pfednostem
této metody.

Piedpokladejme, Ze soustavu popsanou rovnici

+3y+y+2y=u chceme
regulovat PD-regulatorem u = r,e + r,é . Mame urcit oblast v rovin€ parametrt (7,,7,),

kdy je uzavieny obvod stabilni.

Pfenos uzaviené soustavy vzhledem k poruse na vystupu je

_ 1 _ 1 B §*+357 +5+2
1+ R(s)S(s) 1+$ 50 +3s? +(1+nr)s+(2+r)
s +3s7+5+2

F(s)

Charakteristicky polynom je Q(s)=s"+3s> +(1+7)s+(2+7,).
Pozn.: Je rovné€z moZné postupovat tak, Ze v ptivodni diferencialni rovnici dosadime
u=—(r,y+ry) (uvazujeme w=0), coz okamZit¢ dava odpovidajici autonomni
systém

YV +35+(1+1)y+(Q2+7,)y=0
se stejnou charakteristickou rovnici.

Hurwitzova matice ma tvar:

3 (2+r) 0
1 (1+r) 0
0 3  (2+r)

Pro stabilni priitbé¢h musi platit tyto podminky:

24+r,>0 =1 >-2
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1+7r>0 =>nrn>-1

h—

3 2+
‘ O Z3(14r)-Q@4r)=143r -1 >0, . r >

I I+n

Tyto 3 nerovnosti definuji v rovin€ parametrt (7,,7) oblast, ve které je uzavieny
obvod stabilni.

Frekvencéni kritéria vysetreni stability

Umoznuji vySetfit stabilitu uzavieného obvodu na zdklad¢ frekvenéni charakteristiky
oteviené smycky. Mohou byt aplikovéna i pro systémy s dopravnim zpozdénim.

Oznac¢me pienos oteviené smycky F(s)= R(s)S(s).

Zjednodu$ené Nyquistovo kritérium

Predpokladejme, Ze ptenos F(s) = R(s)S(s) neobsahuje Zadné poly v pravé
poloroving (tj. fizeny systém je stabilni).

Uzavreny obvod je stabilni, jestlize priisecik frekvencni charakteristiky se zapornou
redlnou poloosou lezi vpravo od bodu [—1,0].

Zdtvodnéni: Pro zvySujici se @ dochazi k posuvu faze. Ozna¢me @, takovou
frekvenci, pro kterou je fazovy posun —180°. Pokud pfi této frekvenci je zesileni
oteviené smycky veétsi nez 1, dojde pti kazdém prichodu harmonické slozky s touto
frekvenci smyckou k jejimu zesileni a uzavieny obvod bude nestabilni.

Bod [—l, 0] je oznacovan jako kriticky bod a @, jako kriticka frekvence.

Napt.: Pro pfenos oteviené smycky r a hodnoty » =10 (modra kiivka),

1
(s+2)(s+1)°
r =20 a r =30 jsou frekven¢ni charakteristiky na obr. niZe v plné velikosti a
v detailu. Uzavieny obvod je stabilni pouze pro » =10, tfebaze fizeny systém je sam
0 sobg stabilni.
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Nyquist Diagram
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14. Nastaveni parametru PID regulatort

Nastaveni parametrit PID regulatoru je mozno provést €isté empiricky napf. na
zéklad€ odezvy soustavy na jednotkovy skok. Regulacni pochod ma mit vétSinou
kmitavy, ale dosti tlumeny priibéh. Zcela aperiodicky déj ¢asto neni vhodny, protoze
se vystup ustali na Zddané hodnoté ptili§ pomalu.

Pti empirickém nastaveni parametrti zpravidla nejprve vyfadime z ¢innosti integracni
a derivacni ¢len nastavenim 7, — oo, 7;) =0 a hleddme optimalni hodnotu
proporciondlni slozky. Jako druhy se vétSinou nastavuje integracni ¢len (pfi zméné
integracni slozky je tfeba zpravidla zpétné korigovat 1 proporcionalni ¢len).

K nejpouzivanéjSim postuptim, které nadvrh regulatoru usnadnuji, patii metoda
Zieglera a Nicholse publikovana jiz v roce 1942, popt. z ni odvozena metoda
nastaveni regulatoru na zaklad¢ prechodové charakteristiky. Praktickou vyhodou
téchto metod je, ze nevyzaduji znalost pfenosu.

Pokud je pfenos soustavy znam, jsou k dispozici postupy, pomoci kterych je mozné
dosahnout kvalitnéjSich regulacnich prubéht. Tyto metody jsou vSak vétSinou rovnéz
komplikovanéjsi, a proto se v praxi mélo vyuZzivaji. V soucasné dobé nabyva na
praktickém vyznamu napt. metoda navrhu vyuzivajici geometrické rozlozeni poli
ptenosu, protoze jsou k dispozici grafické softwarové nastroje, které navrh timto
zpuisobem vyrazné usnadnuji.

Déle uvedené metody jsou pouzitelné pouze pro navrh PID regulatora pro linedrni
systémy. Ackoliv mnoho nelinedrnich systéma miize byt rovnéz tizeno PID
regulatory, neni v tomto piipad€ zaruceno, Ze existuje takové nastaveni parametri,

které garantuje stabilizaci systému. Existuji dva mozné piistupy:

¢ Definovat n€kolik pracovnich bodi, ve kterych se systém povazuje za linearni,
a kterym odpovida rGzné nastaveni parametra regulatoru (tzv. gain
scheduling). Tuto funkci nabizi 1 nékteré PID regulatory, které jsou k dispozici
na trhu.

e Empiricky nebo analyticky hledat takové nastaveni regulatoru, které zarucuje
stabilni chovani v dostate¢n¢ Sirokém rozsahu moznych pracovnich stavi.

Kritéria nastaveni parametra regulac¢niho obvodu

Spravné navrZeny regula¢ni obvod musi soucasné vyhovovat né¢kolika typam kritérii:

ptesnost regulace

dostate¢na rezerva ve stabilité
ucinnost regulace

robustnost

95



J. Cvejn © Rizeni procesii

Piesnost regulace

V piipadé PID regulatoru je velikost trvalé regula¢ni odchylky obecné ddna zesilenim
regulatoru, po¢tem nulovych poli otevieného obvodu a tvarem trajektorie w(z).

Pro statické soustavy je integracni slozka schopna zarucit nulovou regula¢ni odchylku
pfi regulaci na konstantni hodnotu w = konst .

U nespojitych regulétorti je regulacni odchylka dana hysterezi a dynamikou soustavy
(vystup osciluje okolo zaddané hodnoty).

Dostateéna rezerva ve stabilité

Parametry regulatoru musi byt nastaveny tak, aby nemohlo dojit k nestabilité¢. Mozna
kritéria jsou:

e poly uzavieného regulacniho obvodu jsou vlevo a dostate¢né daleko od
imagindrni osy, tj. plati:

ReAd <—-y, y>0

o frekvencni chararakteristika otevieného obvodu prochdzi dostate¢né daleko
od kritického bodu [—l, 0] (viz Nyquistovo kritérium stability)

JestliZe je tfeba zesileni zvySit « - krat, aby byl systém pravé na mezi stability, pak o
je tzv. amplitudova bezpecnost (doporuceno o > 2).

Jestlize frekvencni charakteristika pro amplitudu 1 méla fazi 180°— S, pak S je tzv.
fazova bezpecnost (doporucuje se S > 60°).

l/a
«—>

Ucinnost regulace

Posuzuje se schopnost:

e uc¢inné kompenzovat ptisobici poruchy
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e rychle reagovat na zménu zadané hodnoty
Obéma témto kritériim Casto nelze vyhovét soucasné. Regulacni obvod nastaveny pro
rychlé vyrovnani poruch pisobicich na vystupu ¢asto reaguje podstatné hiife pti
skokovych zménéach Zadané hodnoty a naopak.
Existuje fada moZznosti, jak posoudit u€innost regulace:
A) Podle tvaru odezvy, zpravidla pfechodové funkce

Zde je mozné posuzovat:

e rychlost nabéhu (doba, kdy je poprvé dosazeno ustalené hodnoty)
o velikost prekmitu (v % ustalené hodnoty — napt. max. 5%)

B) Podle rozmisténi kofent v Gaussove roviné

Kromé rezervy ve stabilit¢ mizeme napt. pozadovat dostatecné vysoky soucinitel
relativniho tlumeni £ kmitavych slozek.

C) Podle integralnich kritérii v asové oblasti

Je mozZné hledat nastaveni regulatoru, které pii skokové zmén€ minimalizuje
vhodné integralni kritérium, napf.

J = T|y(t) —y,|dt = T|e(t)| dt — min
0 0
kde e(¢) je regulacni odchylka, nebo
J:T|y(t)—yw|2 dt — min.
0

D) Podle tvaru frekven¢ni charakteristiky otevieného obvodu
Krom¢ amplitudové a fazové bezpecnosti je mozné pozadovat napi. co nejvyssi
tlumeni vysokych frekvenci a vysoké zesileni pro nizké frekvence (to odpovida
schopnosti regulatoru rychle reagovat).

E) Podle tvaru frekvenéni charakteristiky uzavieného obvodu

Z tvaru frekvencni charakteristiky uzavieného obvodu je mozné zjistit rozsah
frekvenci poruch, které je regulator schopen G¢inné tlumit.

Vrcholky frekvenéni charakteristiky uzavieného obvodu odpovidaji frekvenénim

slozkam, které regulator neni schopen dobie kompenzovat. Proto je vhodné, aby
frekvencni charakteristika uzavien¢ho obvodu byla co nejplossi.
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Robustnost

Casto je tieba brat v ivahu odchylky chovani regulaéniho obvodu zptisobené
zménami nebo neznalosti nékterych parametrt.

Spravné navrzeny regulacni obvod by mél byt dostatecné robustni vici témto

zmeénam, tj. mel by zaru€ovat dostate¢nou rezervu ve stabilité a G¢innost regulace 1 pfi
téchto neurcitostech.

Metody nevyzadujici znalost prenosu

Metody nastaveni parametri PID regulatoru nevyzadujici znalost pfenosu soustavy
jsou v praxi vyhodné, protoze pienos Casto neni znam. Piednosti je rovnéz jejich
jednoduchost. Na druhé strané, ziskané vysledky nemusi byt vzdy kvalitni.

Metoda kritického zesileni (Ziegler-Nicholsova metoda)

Polozime integracni a deriva¢ni slozku rovnou 0 a hledame takové proporciondlni
zesileni r, Ze uzavieny obvod kmita s ustalenou amplitudou. Piislusné zesileni se

oznacuje jako 7, - kritické zesileni (frekvencni charakteristika prochazi pravé
2

kritickym bodem [—1,0]). Oznagme periodu ustalenych kmitd 7, ==—.
Wy

Z hodnot 7, a T, jsou ur¢eny doporuc¢ené hodnoty parametri regulatoru:

Regulator r T, T,

P 0,57, - -

PI 0,457, 0,857, -

PD 0,4r, - 0,057,
PID 0,67, 0,57, 0,1257,

Konstanty byly urceny experimentalné z podminky, aby amplituda regula¢ni
odchylky se v kazdé dalsi periodé€ zredukovala na Y4 . Toto pravidlo se v praxi
ukdzalo jako pfiblizn€ optimalni pro G¢inné vyrovnani poruchy. Na druhé stran¢ v§ak
nemusi byt vyhovujici pro vyrovnani skokové zmény zadané hodnoty (v prvni
pulperiod¢ dojde k 50% piekmitu pies ustalenou hodnotu). Proto je v tomto ptipade
zpravidla nutné zvolit ponékud mensi r.

Pozn.: Metoda je ur¢ena predevsim pro soustavy fadu n >3 . V piipad¢ soustavy 2.
fadu lze urcit pouze kritické zesileni (aplikaci analytického postupu popsaného nize
vyjde kriticka frekvence nulova) a lze tedy urcit pouze P-regulator. Pro stabilni
soustavu 1. fadu dokonce vyjde kritické zesileni zdporné — zapornou zpétnou vazbou
nelze tento systém destabilizovat.
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Pokud je znam pienos soustavy, je mozné tuto metodu vyuzit k nastaveni parametri i
bez experimentu - hodnoty 7, a 7, je mozné urcit analyticky.

Napft. hledejme nastaveni PID reguldtoru pro soustavu
(3) . . _
743+ y+2y=u.

Uzavienim zaporné zpétné vazby se zesilenim r (tj. u =—r.y ) dostdvame autonomni
systém popsany rovnici

P 435+ 9+ (2+r)y=0.

Uhlovou frekvenci kmitfi na mezi stability uréime dosazenim () =™ do
diferencialni rovnice, coz je totéZ jako dosazeni s = i@w do charakteristické rovnice:

(io) +3(iw)’ +(i0)+2+r)=0
.
—iew’ =30’ +io+(2+r)=0.

Oddélenim realné a imaginarni ¢asti dostadvame 2 rovnice, které obé musi byt splnény:

30’ +(2+r)=0
~0+0=0.

Jedinym kladnym feSenim druhé rovnice je o, =1. Kritickd perioda je 7, =27 .
Z prvni rovnice dopocitame r =1.

Dosazenim do tabulky ziskdme nastaveni:

r,=0.6, T, =3.14, T, =0.785.

Praktické uréeni kritické frekvence a zesileni

Hledéni kritické frekvence zkusmo zménou zesileni zpétné vazby Casto neni v praxi
pohodlné. Existuje vSak jednodussi pfiblizna metoda s vyuzitim relé ve zpétné vazbé
(dvoupolohovy regulator bez hystereze).

Fs) F—eo>
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Relé na zakladé znaménka regulaéni odchylky pfepina hodnoty u =+M . Takto
zapojeny obvod bude kmitat okolo zddané hodnoty w =0 s amplitudou 4. Na vystupu
relé jsou periodické obdélnikové impulsy. Kritické frekvence je ptiblizné rovna
frekvenci kmita.

Je mozné odvodit vztah pro ptibliznou hodnotu kritického zesileni:

_AM

vy, =——.
k
A

Sefizeni na zakladé pfechodové charakteristiky regulované soustavy

Experimentalni urceni zesileni 7, mize byt u fady redlnych systémi obtiZné¢
realizovatelné (v blizkosti kritického zesileni hrozi napt. poSkozeni systému).

Z Ziegler-Nicholsovy metody 1ze snadno odvodit ptibliznou metodu pro uceni
parametra regulatoru pomoci pfechodové charakteristiky.

. I, . . , T
Definujme © = FM je tzv. normalizované dopravni zpozdéni.

n

. 2
Dosadime-li 7, = <6 do ptedchozi tabulky, dostdvame doporucené vztahy:

Regulator r T, T,

P 1/(K©) - ]

PI 0,9/(K0) 37, -

PID 1,2/(K®) 2T, 0,57,

Tato metoda je doporucena pro hodnoty normalizovaného zpozdéni ® zhruba
v rozsahu 0.1-0.5.

Navrh na zakladé frekvenéni charakteristiky

Zékladnim pozadavkem je dostate¢na vzdalenost frekvencni charakteristiky oteviené
smycky od kritického bodu [—1,0] (tj. amplitudova a fazova bezpecnost). VEétsinou se
vSak pracuje s amplitudovou a fazovou charakteristikou v logaritmickych

soufadnicich. Rozhodujici je pak prisecik amplitudové charakteristiky s osou
20log A =0 a jemu odpovidajici fazovy posun.

Regulator predstavuje kompenzacni Clen, ktery modifikuje charakteristiku soustavy
tak, aby byly splnény pozadavky na stabilitu a G¢innost. Vyhodou logaritmickych
soutadnic je, ze amplitudové charakteristiky soustavy a regulatoru se s¢itaji, takze
pomoci parametrt regulatoru lze vyslednou charakteristiku snadno tvarovat.
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Kromé¢ dostate¢né amplitudové a fazové bezpecnosti se uvazuji jesté dodatecné
pozadavky — napfi. aby bylo dostatecné tlumeni vysokych frekvenci (potlaceni Sumu —
alespoil 40dB/dek.) a aby amplitudové charakteristika v okoli priiseciku s osou log @
- tj. okolo zesileni 1 - klesala pod thlem cca 20dB na dekadu (oblast stfednich
frekvenci). Nizké frekvence reguldtor ma naopak zesilovat — ty odpovidaji schopnosti
rychle reagovat na zménu Zadané hodnoty.

Ptednosti tohoto ptistupu je, Ze ho lze pouzit i pro systémy s dopravnim zpozdénim.

Ptiklad: Na obrazku niZe jsou frekvencni charakteristiky systému s pfenosem

1
F(s)=——s—0fr
(s+D7(s+3)
(zelena kiivka). Soucet obou kiivek (Cervena kiivka) je frekvenéni charakteristikou
otevieného regulacniho obvodu.

(modr4 kiivka) a PI-regulatoru s pfenosem R(s) =2 (1 + %j
S

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phaze (deqg)

Ll i S

=270
107 107 10" 10 10°
Freqguency (radfzec)

Fazova bezpecnost je cca 80° a amplitudova bezpecnost cca 20 dB, tj.  =10. Pro
zvySeni kvality regulace je mozné zvolit vyS$si hodnotu .

Metody vyuzivajici znalost prenosu soustavy

Pokud je znam pienos soustavy (ktery 1ze ziskat napt. identifikaci), je mozné provést
navrh parametri analyticky. Teoreticky je takto mozné dosdhnout lepSich vysledki
nez v predchozim ptipadé, ale zpravidla velmi zalezi na kvalit¢ modelu.

Podle miniméalniho absolutniho tlumeni regulaéniho pochodu

e Zvolime urcitou konstantu « >0 a pozadujeme, aby pro kofen 4 s nejvétsi
realnou Casti platilo Re 4, = -« .
e Tim je zarucena stabilita a soucasn¢ dostatecné tlumeny regulacni d¢j
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e Pro ndvrh parametrl je mozné pouzit algebraick kriteria stability tak, Ze
dosadime do charakteristické rovnice s = ¢ —« . Tim dostaneme novou rovnici

pro g, kterd musi odpovidat pravé mezi stability.

e Pokud takové parametry regulatoru nelze nalézt (napt. néktery z koeficientd
ziskané rovnice vyjde zaporny), je tfeba zvolit mensi « .

Je také mozné také vychazet z tzv. rozsitené frekvencni charakteristiky, ktera vznikne
dosazenim s =-a+iw, we [O, oo) . Parametry regulatoru se ur¢i tak, aby rozsifena

frekvenéni charakteristika prochazela bodem [-1,0].

Napt. hledejme nastaveni P-regulatoru pro soustavu

y(3)+j}+y+2y=u

tak, aby minimalni absolutni tlumeni bylo a =1.

Uzavienim zaporné zpétné vazby se zesilenim » (tj. u = —r.y ) dostdvame autonomni
systém popsany rovnici

Y +5+9+2+r)y=0
Charakteristicky mnohoclen po dosazeni g =s+1 je

(I+g) +(1+q) +(A+q)+2+7)
Po roznéasobeni:

(q3 +3¢° +3q+l)+(q2 +2q+1)+q+r+3=q3 +4q° +6q+(4+7)
Hurwitzova matice ma tvar:

4 (4+r) 0
1 6 0
0 4  (4+r)

Pro stabilitu musi platit tyto podminky:

4+r>0 =r>-4

4 4+
‘ G0 g (41150 = r<20

1 6
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Odtud vyplyva, Ze viechny podminky stability jsou splnény pro r € (—4,20). Kriticky

stav transformované rovnice pti zdporné zpétna vazbe nastane pro » =20, cozZ je
hledané nastaveni regulatoru.

Podle minima linearni regula¢ni plochy

J= _T(y(t)—yw) dt = Te(t) dt — min

0
kde e(?) je regulacni odchylka.

Podle véty o konecné hodnoté¢ Laplaceovy transformace (za predpokladu, Ze limita
existuje, tj. musi byt splnéno lime(£)=0) :

J—hms—E(s)—hmE(s)—hm by +_'1"+b0 _h
-0 g" +a, +..+a, aq,

Pro minimalizaci J je tfeba maximalizovat ¢len g, charakteristické rovnice regulacni
odchylky uzaviené¢ho obvodu.

Kritérium mé vSak vyznam pouze pro aperiodicky prubéh (pro kmitavy prubéh se
kladné a zaporné odchylky od y_ vyrusi). Proto se piidava dodate¢né omezeni, Ze
prubéh je aperiodicky.
e To je ekvivalentni pozadavku, aby kofeny charakteristické rovnice byly
vSechny realné

e Aperiodicita je v nékterych pfipadech vyhodna, ale vede na pomalejsi
regulaéni pribeh

Mnohem lepsi vysledky poskytuje kritérium J = J'|e(t)| dt — min , které zahrnuje i
kmitavé d&je. Reseni je viak nutné provést numericky.

Podle minima kvadratické regula¢ni plochy

J:I|y(t)—yw|2 dt — min.
0
Regulacni pribéh je sice vétSinou mirn€ kmitavy, ale rychle se ustali na zddané
hodnotg.

Aby prub¢h nebyl ptili§ kmitavy, je mozné do integrandu zahrnout derivaci y :

J= T[ (»(®)-,) +k.y2(t)}dt—>min.
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Pro konkrétni typy regulatorti je mozné ziskat vztahy pro uréeni parametrd. Pfitom je
nutno testovat stabilitu.

Podle optimalniho modulu frekvenéniho pfenosu uzavieného obvodu

Pozaduje se, aby amplitudova charakteristika uzavieného obvodu byla v poc¢atku co
nejplossi a monotonné klesala.

Regulator se pak chové jako filtr potlacujici vyssi frekvence, které odpovidaji
vstupujicim poruchdm (pokud amplitudova charakteristika uzavieného obvodu neni
monotonni, pak ma obvod ziejmé sklon zesilovat frekvencni slozky blizké argumentu
maxima amplitudové charakteristiky a netlumi dobte nékteré typy poruch).

Vyjadiime kvadrat modulu pienosu uzavieného obvodu:

B.q"+..+Bq+B
G(q) = F(io)F (i) =1 7%
Aq"+..+A4q9+ A4,

kde g = .

Hledame parametry 4, B, takové, aby platilo:

d"G(q)
qu

=0, k=1,...,s, kde s je co nejvyssi.

Toto kritérium déva vétsinou kvalitni vysledky, které jsou ur¢itym kompromisem
mezi metodou linearni a kvadratické regulacni plochy.

Oznacme E(s) = _ pienos regulacni odchylky uzavieného regulacniho
1+ R(s)S(s)

obvodu (tzv. citlivostni funkce).

Jelikoz amplitudova charakteristika otevien¢ho obvodu je klesajici, plati
lim |E (ia))| =1.Regula¢ni odchylka je pro nizké vstupujici frekvence mala, plati proto

lim|E(ia)| ~ 0.

Modul citlivostni funkce v§ak miize mit uvnitf intervalu (0, oo) maximum s hodnotou

vétsinez 1. V tom piipadé v urcitém frekvencnim pasmu regulacni obvod poruchy
dokonce zesiluje. Proto je pfirozené hledat parametry takové, aby

rnax|E(ia))| — min
nebo alespon aby max |E (ia))| bylo dostate¢n¢ malé. Zpravidla se pozaduje

max |E (ia))| <2, coz odpovidd amplitudové bezpecnosti vEtsi nez 2, nebot’ modul

citlivostni funkce je pfevracena hodnota vzdalenosti frekvencni charakteristiky od
kritického bodu [-1,0].
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Jedna se o moderni ptistup k navrhu regula¢niho obvodu. Pro nédvrh podle tohoto
kritéria je ale vétSinou nutno pouzit softwarové nastroje.

A 1 . . C 1
Frekvence @, pro kterou plati |E (za))| =——, se nazyva Sirka pasma a odpovida

NG

horni frekvenci poruch, které je regulator schopen G¢inn¢ tlumit.

|E(io)|

log @
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15. Logické Fizeni

Ulohy logického tizeni predstavuji nejcastéjsi okruh problémi, které se fesi pii
automatizaci vyrobnich procest. Logické fizeni Casto rovnéz piedstavuje vyssi vrstvu
fidiciho systému, kterd je hierarchicky nadfazena regulaci spojitych veli¢in.

Ukolem logického tizeni je napt. spousténi dil¢ich procesii v definovaném portadi,
oSetieni havarijnich stavii, vytvotfeni rozhrani pro korektni obsluhu technologie
Z pozice operatora.

U logickych systémii hodnoty veli¢in nejsou &iselné, ale jedna se o symboly. Cas
muize byt uvazovan jako diskrétni nebo spojity. Nejcastéji veli¢iny nabyvaji pouze
dvou hodnot oznacenych ,,0“ a ,,1* (tzv. dvouhodnotova logika).

Stejné jako u fyzikélnich systému je mozné u logickych systémil definovat vstupni,
vystupni a stavové veli¢iny. Poc¢et moznych stavil je v tomto piipadé vzdy konecny.
Stav oznacuje napt. i urcitou probihajici Cinnost.

Ukolem logického fizeni je zarucit, aby systém piechazel mezi stavy pozadovanym
zpusobem v zavislosti na vstupnich informacich.

Chovani logického systému je mozné formalné popsat pomoci aparatu matematickeé
logiky. ,,1 oznacuje aktivni hodnotu - napft. platnost n¢jakého tvrzeni, dosazeni
urcitého stavu, zapnuti akéniho ¢lenu. Naopak ,,0“ je neaktivni hodnota a méa vyznam
neplatnosti, vypnuti.

Logické funkce

Pomoci souboru logickych proménnych je mozné rozlisit jednotlivé stavy systému.
Pozadované chovani fidiciho systému je pak mozné popsat pomoci tzv. logickych
funkci, kterym je mozné piifadit napi. zapnuti nebo vypnuti ak¢énich prvkda,
signalizaci havarijnich situaci, apod.

Logické funkce lze definovat pomoci tzv. pravdivostni tabulky, kdy pro vSechny
kombinace hodnot argumentt ptifadime vyslednou hodnotu. Napft. funkce
Y = f(X,,X,) mize byt zadana nasledovné:

X,

——|o|o|

»—t»—a»—to%

0
1
0
1
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Proménné X, X, mohou reprezentovat stav 2 vstupnich tlacitek (logicka 1 pro

stisknuto) a vystup y rozsvéci Zarovku pomoci spinaciho prvku (napf. relé nebo
vykonovy tranzistor)

1

s B o

Jinou moznosti je zadat logickou funkci algebraickym zapisem pomoci elementarnich
funkeci (funktort, resp. operatortt) jako jsou:

O
0

@)
o

e Logicky soucet (disjunkce), anglicky ,,OR*
O znaceni A+ B, ptipadné 4Av B
0 ma hodnotu 1 pokud alespoii jeden z argumenti 4 a B ma hodnotu 1
(alespoii jeden z vyrokl 4 a B je pravdivy)

e Logicky soucin (konjunkce), anglicky ,,AND*
O znaceni A.B piipadné¢ 4A B,
0 ma hodnotu 1 pokud oba argumenty 4 a B maji hodnotu 1

e Logicka negace, anglicky ,,NOT*
O znaceni V , ptipadné¢ —V
O negace vyrazu V' (ma opacné ohodnoceni nez V)

Jsou definovany priority operatorti obdobné jako u bézné algebry — logicky soucin ma
prednost ma pied souctem. Negace ma nejvyssi prioritu. Priority lze upravit pomoci
zavorek, napf.:

A+B.C=A4+(B.C)
(A+B).C

Pomoci téchto elementarnich operaci (pfipadné rozsitenych pro vice argumenti) je
mozné vyjadiit libovolnou logickou funkci. Napt. funkei z tabulky vyse je mozné
okamzit¢ vyjadfit jako

Y =X,.X,+X,.X,+ XX,
(tzv. uplna normalni disjunktivni forma funkce — disjunkce ¢lent, které¢ jsou
konjunkci v§ech proménnych a jejich negaci). Toto vyjadieni vyplyva ze skutecnosti,
ze y ma pravdivostni hodnotu 1 pokud ma ohodnoceni 1 alespon jeden z fadka 2 - 4
tabulky.

Rovnéz ale plati:

7-X.%,
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protoze Y nastava pravé kdyz je platny prvni fadek. (Druhy postup miize byt

vyhodné;jsi, jestlize ma tabulka mén¢ nulovych hodnot V).
Vyjadieni logickych funkci pomoci vyrazii ziejmé neni jednoznacné.

Logické funkce (X, +X,) a (X,.X,) a (X,) maji nasledujici pravdivostni tabulku:

X, X, X, +X, | X.X, X,
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

Pozn.: Soubor elementdrnich funkci neni jediny. Napi. pomoci kazdé z tzv.

univerzalnich funkei X,.X, a X, +X, lze vyjadfit libovolnou logickou funkci.

Napt.: Uvazujme jednoduchy systém fizeni hladiny v reaktoru, ktery vyuziva dvé
¢idla pro detekci pozadované vysky hladiny /. Prvni ¢idlo indikuje, ze & > A, a druhé
ze h2h,,kde h, > h, jsou znamé hodnoty. Do nadrze pfitékaji 2 latky ptes vstupni
ventily V| a V, a z nadrze vytéka smés pies ventil V. PoZadujeme, aby v nadrzi byla
pfi michdni udrzovana hladina v rozmezi 4 € <h, h2> a latka V, byla pfivadéna pouze

pokud je hladina ve sprdvném rozmezi. Vytokovy ventil ma byt rovnéz otevien,
JestliZe obsluha stiskne tlacitko 7.

Logickymi veli¢inami X, X, ozna¢me vystup prvniho a druhého ¢idla, veli¢inami
Y,Y,.Y tidici vstupy regulacnich ventill. Chovani jednotlivych ventilii 1ze popsat
pomoci nasledujicich sloZzenych vyrazl (logickych funkci):

Y, ="neni aktivni X,"
Y, =" je aktivni X, a soucasné neni aktivni X,"
Y =" jeaktivni X, nebo T, (nebo oba)"

Pomoci logickych operatorti 1ze totéz formalné zapsat nasledovné:

Y, =X,
YZ:XI'Z
Y, =X +T]

Takto zapsané vyrazy jsou zaklad pro praktickou realizaci pomoci logickych obvodi,
popt. pomoci programovatelnych logickych automati.
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Booleova algebra

Booleova algebra je soubor pravidel pro manipulaci s logickymi vyrazy definovanymi
pomoci funktori konjunkce, disjunkce a negace. Pomoci téchto pravidel je mozné
slozité vyrazy, ziskané napft. z pravdivostni tabulky, zjednodusit. Cilem tprav je
vétSinou nalezeni minimalniho tvaru funkce (tvar, ktery obsahuje nejmensi pocet
operaci). Platnost pravidel je mozné snadno ovéfit napi. pomoci pravdivostni tabulky.

Plati zakladni vztahy:
X=X
X+0=X X+1=1
X.1= X.0=0
X+X= X.X=0
X+X=X X.X=X

Komutativnost (nezavislost na zméné potadi argumenti):

X+Y=Y+X
XY=Y. X

Asociativnost (nezavislost na potadi vyhodnocovani)

X+Y+2)=(X+Y)+Z
X.Y.Z2)=(X.Y).Z

Distributivnost

X.(Y+2)=XY+X.Z
(X+Y).Z=X.Z+Y.Z

De Morganovy véty (pfevedeni konjunkce na disjunkci a naopak):

Napi.: Vyraz ¥ = XX, + X,.X, + X,.X, ziskany z pravdivostni tabulky v predchozi
kapitole lze s vyuzitim pravidel vyse upravit nasledovné:

XX, + X, X,+X,. X, =X, X, + X,.(X,+ X,) =X, X, + X,. 1= X, X, + X,

Tento vysledek Ize dale upravit vyndsobenim pravého argumentu vyrazem (X, +1),
ktery je jednotkovy:
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XX, +X, =X, X, + X, (X, +D) =X, X, + X,. X, + X, =
=(X,+ X)X, + X, =X, + X,

Jinou mozZnosti je k piivodnimu vyrazu (jesté jednou) pricist X,. X, :

XX, + X, X, + X, X, =(X,. X, + X, X)) +(X.X, + X,.X,) =
=(X,+ X)X, + (X, +X,)X, =X, + X,

Stejny vysledek lze okamzité ziskat i z druhého ziskaného tvaru aplikaci De
Morganovych vét:

XX, =X +X,

Spravnost vysledku je patrna i z porovnani pravdivostnich tabulek funkci f(X,,X,) a
X, +X,.

Sekvenéni logické obvody

Dosud bylo uvazovano, ze vystupni logické proménné jsou zavislé pouze na
hodnotéch logickych vstupti. Takovéto chovani maji tzv. kombinacni logické obvody.

V tadg situaci vSak novy stav logického systému zavisi nejen na aktualnich hodnotach
vstup, ale 1 na stavu v pfedchozim kroku, obdobné jako u dynamickych systémi.
Takové obvody se nazyvaji sekvencni.

Jednotlivé kroky (tj. vlastné diskrétni ¢as) jsou dany okamziky, kdy dochazi ke
zpracovani vstupnich hodnot, pfipadné kdy dochazi ke zménam vstupd.

Chovani sekvencniho obvodu je mozné popsat obdobné jako u kombina¢niho obvodu
(tabulkou, vyrazem), pouze ptibyvaji dalsi vstupy, které odpovidaji stavu
v ptedchozim kroku.

Elementarnim ptikladem je systém, ktery pii kazdém stisknuti tlacitka na vstupu
obraci hodnotu vystupu. Systém lze popsat nasledujici tabulkou:

X Yk Yk+1
1 0 1
0 0 0
1 1 0
0 1 1

kde X = X, je aktudlni hodnota vstupu, ¥, hodnota vystupu nastavena v pfedchozim

kroku a Y,,, novéa hodnota vystupu.
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Tabulce odpovida nasledujici vyraz:
Y;H—] = XYk + )_(Yk

Ptiklad: Mame fidit hladinu vody v nadrzi v rozmezi / € <h, h2> , kde na trovnich 4,
a h, jsou umisténa ¢idla X, a X, . Logicky vystup y fidi pfitok do nadrze. Ventil se
ma oteviit, kdyz h < h, a zavtit kdyz h > h,. Takto je zavedena hystereze, aby

nedochdazelo rychle k otevirani a zavirani ventilu (jedna se vlastné o realizaci
dvoupolohového reguldtoru s hysterezi). Chovani soustavy je mozné popsat tabulkou:

XZ Xl Yk )/;H—l
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 -
1 0 1 -
1 1 0 0
1 1 1 0

Situace odpovidajici vystupu ,,-“ nemize nastat (nemtize byt aktivni X, bez X,) a
proto je mozné zvolit hodnotu libovolnou — napt. 0, popf. signalizovat poruchu
zafizeni. 3. a 4. fadek naznacuji, Ze se jedna o sekvencni obvod (vystup neni urcen
pouze vstupy X, X,).

Odpovidajici algebraicky zapis logické funkce je:

Y, =X X, +X,. X, Y, + X, X, Y, =X,.(X,+ X,.\,)

111



J. Cvejn © Rizeni procesii

Pouzita literatura

Hanus, B., Balda, M. a kol., Zaklady technické kybernetiky I, Skriptum VSST
v Liberci, 1989.

Hanus, B., Balda, M. a kol., Zéklady technické kybernetiky II, Skriptum VUT v Brn¢,
1989.

Komiirka, J., Gemza, E., Hutla, E., Koropecka, H., Technicka kybernetika I, Skriptum
VSCHT v Pardubicich, 1979

Komurka, J., Gemza, E., Matematické mgdelovéni procest chemické technologie —
deterministické modelovani, Skriptum VSCHT v Pardubicich, 1976.

Hanug, B., Zikes, F., Balaté J., Svarc, 1., Teorie automatického tizeni I, Skriptum
VSST v Liberci, 1982.

Noskievi¢, P., Modelovani a identifikace systémi, Montanex, Ostrava, 1999.
Hlava, J., Prostiedky automatického fizeni, Skriptum CVUT v Praze, 2000.
Pirko, Z., Veit, J., Laplaceova transformace, SNTL, Praha, 1970.

Rektorys, K. a kol., Pfehled uzit¢ matematiky, Prometheus, Praha, 2000
Ajzerman, M.A. a kol., Logika, automaty a algoritmy. Praha, Academia, 1971.
Coughanowr, D. R., Process Systems Analysis and Control. McGraw-Hill, 1991

Smith, A. C., Principles and Practice of Automatic Process Control. 3rd Edition. John
Wiley & Sons, 2006

Kotek, Z., Vysoky, P., Zdrahal, Z., Kybernetika. SNTL, Praha 1990

Skokesdat, S., Poslethwaite, 1., Multivariable Feedback Control (2nd edition). Wiley,
2005

112



	Řízení procesů
	Předmluva 
	 Obsah 
	 1. Úvod  
	Řízení výrobních procesů 
	Automatické řízení 

	 2. Systémy  
	 3. Matematické modely dynamických systémů 
	Získání matematického modelu 
	Tepelné soustavy 
	Hydraulické systémy (potrubí a nádrže) 
	Chemické reaktory 
	Směšování látek   
	Složené soustavy 

	 4. Tvary popisu dynamických systémů   
	Výstupní popis 
	Stavový popis 
	Lineární systémy 
	Ustálená hodnota  
	Statická charakteristika  
	Odchylkový tvar popisu lineárních systémů 
	Linearizace modelu  

	 5.  Vlastnosti časově invariantních lineárních systémů  
	Přechodová charakteristika 
	Impulsní charakteristika 

	 6. Fourierova a Laplaceova transformace 
	Harmonický rozklad periodického signálu 
	Fourierova transformace 
	Laplaceova transformace 
	Základní vlastnosti Laplaceovy transformace 
	Slovník Laplaceovy transformace 

	 7.  Využití Laplaceovy transformace 
	Určení časové odezvy lineárních systémů 
	Řešení stavových rovnic  

	 8. Obrazový přenos 
	Obecné vlastnosti přenosu 
	Počáteční a ustálená hodnota výstupu 
	Algebra přenosu a bloková schémata 
	Zpětná vazba 

	 9. Frekvenční přenos 
	Frekvenční charakteristika 
	Amplitudová a fázová charakteristika 

	 10. Přehled nejčastějších typů lineárních soustav 
	Soustava prvního řádu 
	 Soustava druhého řádu 
	Příklad složené soustavy druhého řádu  
	Soustavy vyššího řádu 
	Soustava s dopravním zpožděním 
	Náhrada soustavy vyššího řádu soustavou s dopravním zpožděním 

	 11. Automatická regulace 
	Otevřené řízení  
	Zpětnovazební řízení 
	Technická realizace regulačních obvodů  
	Elektronické řídicí systémy 

	 12. Části regulačního obvodu  
	Nespojité regulátory 
	PID regulátor 
	Význam složek PID regulátoru 
	Číslicový PID regulátor  
	Akční členy a snímače 

	 13. Stabilita dynamických systémů 
	Stabilita lineárních systémů 
	Stabilita uzavřeného regulačního obvodu 
	Algebraická kritéria vyšetření stability 
	Frekvenční kritéria vyšetření stability 

	 14. Nastavení parametrů PID regulátorů   
	Kritéria nastavení parametrů regulačního obvodu 
	Metody nevyžadující znalost přenosu 
	Metody využívající znalost přenosu soustavy 

	 15. Logické řízení  
	Logické funkce 
	 Booleova algebra 
	Sekvenční logické obvody 

	 Použitá literatura 


