6 TEORIE NELINEARNIHO RIZENI

6.1 Nelinearni systém

Linearni systémy fizeni jsou popsany lineadrnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto systémy
dovedeme pomérné jednoduse fesit, ale ve skuteénosti jsou jen urfitou aproximaci, nebot kazdy
fyzikalni systém je v podstati nelinedrni. Mnohé nelinearni systémy je vSak moZno v uréité
oblasti a za uréitych podminek vySetfovat jako linearni s dostateénou pfesnosti. Ale neni to
mozné u vsech systémi. Proto se musime také seznamit alespoit se zaklady teorie pro
vySetfovani nelinedrnich systémui.

S linearnosti a nelinearnosti prvkii systémii i systémi samych jsme se jiz seznamili
v kapitole 3.3: Statické a dynamické vlastnosti regulaénich élenti. Pfipomefime: Je-li staticka
charakteristika regulaéniho €lenu nebo obecné prvku systému pfimka, jednd se o linearni £len &i
prvek systému. Neni-li pfimka, jednd se o nelinedrni €len. Linearni systém ma vSechny prvky
linedrni; jeden nelinearni prvek znamena nelinearnost celého systému.

Nelinearni systém je soubor jednotlivych prvkii, z nichZ alespori jeden je nelinearni.
Nelinearni regula¢ni obvod je takovy, kdy alespofi jeden z jeho prvkii je nelinearni.

Vitsina regulaiénich £lenii ma nelinedrni statickou charakteristiku. OvSem nékteré z nich
je mozno uvazovat jako podstatné nelinedrni a jiné slab& nelinearni. P¥i matematickém rozboru
se slab& nelinearni charakteristiky nahrazuji pfimkami a élen se Tesi jako linedrni £len. Prakticky
nevykazuji £leny pfi takovéto nahradé odchylek od linearnich £lenti.

Za podstatné nelinearni charakteristiku pokladame takovou, kterou nelze matematicky
popsat v celém rozsahu zmén vstupni velifiny jednou rovnici pfimky. Takova charakteristika
milze pouze sestavat ze dvou anebo vice pfimkovych usekil. Existuje jeStd jedna zvlastnost
nikterych nelinearnich charakteristik — nejednoznaéna zavislost vystupni veli¢iny na vstupni.
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Obr. 6.1

Statické charakteristiky nelinedrnich regulaénich £lenti mohou byt bud' kfivky s obecnym
priibdhem anebo se vyskytuji ve tvaru tzv. typickych nelinearit (velmi fasty pfipad). Typické
nelinearity jsou znazornény na obr. 6.1 — to jsou zakladni typické nelinearity a na obr. 6.2 — to
jsou kombinace téchto zakladnich typickych nelinearit.
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V nelinearnich obvodech neplati princip superposice. Z toho divodu nemiize byt
nalezena odezva na libovolny vstupni signal jako suma reakci na posloupnost skokii nebo
impuls. Odezva nelinearniho obvodu na skokovou zménu jej necharakterizuje, nebol neni
nezavisla na velikosti skoku.

Nasledkem neplatnosti principu superpozice je také nepouZitelnost extrapolace. Zndmé
chovani nelinearniho obvodu pfi daném jednotkovém skoku nedovoluje délat zavéry o
charakteru reakce na skok v&tsi £ mensi velikosti. Dokonce u nékterych nelinearnich obvodii
miize zména velikosti vstupniho skoku zménit stabilni pfechodovy d&j v nestabilni nebo naopak.

Frekvenini metody, které byly vyvinuty pro linearni systémy jsou pro nelinearni systémy
nepouzitelné. Je-li totiz na vstupu sinusova &i obecni harmonicka funkce, neni sinusova funkce
na vystupu. Tim neni mozno pouzit frekveniniho pfenosu, ktery pro linearni systémy
pfedpoklada sinusové vstupni i vystupni kmity. A frekvenéni pfenos je vychodiskem vsech
frekvenénich metod, poéinaje frekvenénimi charakteristikami.

U nelinearnich systémi nelze pouzit Laplaceovy transformace, nelze zavést pojem
obvodii. Pro feseni nelinearnich obvodii neexistuje ani ,,universalni“ metoda, ani ,,zcela pfesna®
metoda. Pro jejich TeSeni existuje vice metod, z nichZ kazda je vhodnd pro jiny typ obvodu, pro
jinou nelinearitu a pro riizné cile vypoétu. VSechny metody jsou pfiblizné, jejich pFesnost zavisi
na velikosti kroku vypoétu, délce volenych intervalii, ...

Obecn# muzeme rozdélit metody feSeni nelinearnich obvodii na numerické, simulatni a
grafické 1 graficko-analytické.

Numerické metody jsou v podstat? numerické metody feSeni diferencidlnich rovnic.
V matematice existuje celd fada numerickych metod pro feSeni diferencialnich rovnic, které se
zhruba daji rozdélit na jednokrokové a vicekrokové (jednokrokové pozitaji funkéni hodnotu
v daném bod¢ z jedné pledchazejici, vicekrokové z nékolika piedchézejicich funkénich hodnot).

U téchto metod je zcela lhostejné, jestlize se jedna o linearni &i nelinearni diferencialni
rovnice. Dnes existuje celd Fada softwarovych produktii, které umozituji feSeni diferencialnich
rovnic. UzZivatel nemusi vilbec ovladat numerické metody pro feseni diferencialnich rovnic,
pokud je timto software vybaven. Co vSak umét musi, jsou zdklady FeSeni neline4rnich
regulaénich systémui, aby pochopil zvlastnosti, které se u nelinearnich systémi vyskytuji a které
nemaji zddnou analogii u systémii linedrnich. Nevyhodou numerickych metod je skutetnost, Ze
davaji feSeni pouze pro jedny parametry a jedny poéateéni podminky a neumoziuji celkovy
pfehled o tom, pro které parametry je obvod stabilni a pro které nestabilni a proé se nékdy chova
tak a jindy pravé opaéndé.

Simulaéni metody maji sviij zaklad také v numerickém FeSeni diferencialnich rovnic, ale
pracuji typicky simulafnim zpUsobem na pofitadi. Na poditadi se sestavuje simulaéni model
regula¢niho obvodu z blokil pfislusného simulafniho jazyka, na jeho vstup se pfivadi vstupni
funkce a sleduje odezva.

Nejznaméj$im simulaénim jazykem pro modelovani regulaénich systémi je produkt
MATLAB a jeho simulaéni doplnik SIMULINK plus tzv. toolboxy pro fizeni, identifikaci atd.,
které jsou pouzivany v celém sviété. Tyto programy jsou samoziejms jak pro nelinearni, tak i pro
linedrni systémy a také pro fuzzy fizeni a pro mnoho dalSich aplikaci. O nich bude jesté mluveno
v dalSim.

Zakladem grafickych metod je metoda stavové roviny. Ma sice nedostatek v tom, Ze je
pouZitelna pouze pro obvody druhého fadu (pfejdeme-li do prostoru, piejde v metodu stavového
prostoru, umozitujici FeSit obvody tfetiho Tadu). Ale vysledky TeSeni dédvaji celkovy obraz
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chovani systému a miizeme je obdrzet pro celou fadu pogateénich podminek, pro riizné vstupni
funkce, pro riizné nelinearity & parametry nelinearit. Zakladem metody je grafické FeSeni
nelinearni rovnice prvniho Tadu. VySetfuje vlastnosti obvodu v tzv. stavové roving, jejimiz
soufadnicemi jsou vySetfovana veliéina (nejéastiji regulovand) a jeji derivace. Vysledky se daji
rozsifit i na obvody vy$sich fadii nez je druhy.

Mezi grafické &i graficko-analytické metody mizeme zafadit i frekventni metody
feSeni nelinearnich systémui, pfedevsim metodu ekvivalentniho pienosu. Tato metoda rozsifuje
pouziti frekvenénich charakteristik i na nelinearni systémy. Ekvivalentni pfenos pTedpoklada
linearizaci ve frekvenéni oblasti. Dostaneme ho za pfedpokladu, Ze vstupni velifina nelinearniho
tlenu je sinusova a vystupni miize byt nahrazena prvni harmonickou rozkladu ve Fourierovu
fadu. Pfi pouziti metody ekvivalentniho pfenosu se vyuziva linearnich frekvenénich metod, ale
v jejich pouziti jsou nikteré zvlastnosti. Nezastupitelné misto mé metoda ekvivalentniho pFenosu
pfi vySetfovani autooscilaci v nelinedrnich obvodech.

6.2 Metoda stavové roviny

6.2.1 Zakladni vztahy metody
Kdybychom méli line4rni systém o pfenosu Tizeni podle (3.101)

Gw{s} Yis) b,s" +..+bs+b,
Wis) as"+.+as+a,

a rovnici fizeni (3.103)
a, v+ . +ayl+ayle) b w™{ k.. +bw'ie)+bwir)

byla by to rovnice buzeného systému, kde vstup je samoziejms Fidici veli¢ina w. Kdybychom ji
polozili rovnu nule, dostaneme rovnici autonomniho linearniho systému

a,y "+ +ay{t)+a,yl) -0 (6.1)

Zde jsou koeficienty ay, a;, ...a, konstantnimi koeficienty. Budou-li ale misto tichto koeficientd
funkce y, napf.

Y+ Oy )+ pe M)+ 250 0

dostaneme rovnici autonomniho nelinearniho systému — autonomniho nelinearniho regulaéniho
obvodu.

Nelinearni obvody uvazujeme vesmés autonomni s nulovou budici funkci a buzeni pak
nahrazujeme nékterou nenulovou po£ateéni podminkou.

V matematice se pievadi nelinearni diferencidlni rovnice (6.1) substituci

Xy
X, b { x;)

(6.2)
x, y"" ( x.)

na soustavu diferencialnich rovnic prvého Fadu
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................ (6.3)

Tuto substituci lze také chéapat jako zavedeni stavovych velifin. Prvni stavova veliéina x; je
vystupni velifina systému y , dalsi stavové velifiny x», x3, ..., X, jsou derivace vystupni velifiny
y,y", .... Timto jsme pTevedli nelinedrni diferencialni rovnici autonomniho obvodu (6.1) n-tého
fadu, kde ay, a;, ...a, jsou funkce y, na n diferencialnich rovnic prvého Fadu.

Této soustave Ize pfifadit jednoduchou geometrickou interpretaci. Proménné x; , xz, ...x,
budeme povazovat za soufadnice tzv. zastupujiciho bodu M

t |X3 zastupujici v n — rozmiérném prostoru. Kazdému bodu tohoto prostoru
Mo[X1,%2,X3] bod odpovida urfity stav systému. Proto se tento prostor nazyva
M[x;,%2,X3] stavovy prostor. Prom¢nné x; , x>, ...x, maji v kazdém

Xy tasovém okamziku urtité hodnoty a urtuji tedy polohu

zastupujiciho bodu M v kazdém &asovém okamziku — obr.

st.avovél. 6.3. Podle toho, jak se proménné s £asem méni, méni s i
X2 trajektorie poloha zastupujictho bodu. Kfivka, kterou pfitom bod
opisuje, se nazyva stavova trajektorie.
Obr. 6.3 Stavovy prostor

Stavovou trajektorii rozumime kiivku ve
stavovém prostoru, ktera spojuje vSechny body /x;, x,, ...x, / , jimiZ systém postupné pii svém
pohybu prochézi. Cas systému se v této interpretaci stava nezavisle proménnou parametrického
vyjadfeni stavové trajektorie.

Pfejdeme-li zn — rozmérného stavového prostoru do n = 2-rozmérn¢ho prostoru,
pfejdeme do stavové roviny. Rovnice (6.1) piejde do jednoduché rovnice

a,y"{t)+a,y'(t)+a,y(t) 0 (6.4)

ktera se nejtastdji vyskytuje ve tvaru

y +gly’)+fly) 0 (6.5)

kde f(y), g(v) jsou nelinearni funkce proménnych y a y* Touto rovnici jde popsat velmi mnoho
nelinearnich systémil, a proto ji budeme povazovat za vychozi rovnici pro demonstraci metody
stavové roviny. Zdliraznéme, Ze v této rovnici neni explicitn& vyjadfen Zas.

Substituci zavedeme podle (6.2)

X
v ¥ (6.6)
X, Yy
a touto substituci pfevedeme rovnici (6.6) na soustavu rovnic prvniho Fadu
. odx,
Y a T
d’ (6.7)
' X A
Xy 7; _g{xzj_f{xl)
a podélenim druhé rovnice prvni dostaneme
dx, g{xz}"'f{xJ
(6.8)
dx, X,
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Toto je rovnice stavové trajektorie v diferencidlnim tvaru.

X2 Kdybychom ji dovedli vyfesit, ziskali bychom skuteénou rovnici
/— \ kfivky ve stavové rovinZ a touto kiivkou by byla stavova
e X1 trajektorie. Rovnice (6.8) neni sice obecné analyticky feSitelna,
k / Mo 1ze ale pouzitim nékterych grafickych konstrukei jeji feSeni ziskat

a timto TeSenim je pravé stavova trajektorie.
Podle obr. 6.4 je stavova trajektorie kfivka ve stavové

rovind. Jak souvisi stavova trajektorie s FeSenim piivodni rovnice

Obr. 6.4 Stavovd trajekiorie (6.5)? Cely postup feseni rovnice (6.5) je na obr. 6.5.

nelinedrnl' Systém 2. ,‘-’ddu Substituce: soustava rovnic ].F"adu.‘

rovnice: = XY , — % X, |:))
y

y'+gly’)+fly)=0 X,
. dx,

X, —= X X
pfimé FeSeni > T gl 2} f{ )
neni mozné

stavova

fasovy pribeh fevod do . . . i iGini ;
; y P e . p : trajektorie:  grafické dlferencz’alm 'tvar rovnice
regulované veliciny y(t):  Casové konstrukce  Stavové trajektorie:
domény: X3

X dx, gix,)+f{x,)

|y/\ Ut <:| <_' dx, - X,
N

moznost posouzeni | |
stability

Obr. 6.5 Postup pii teSent nelinearniho systému metodou stavové roviny

ProtoZe neni mozné piimé analytické ani grafické feSeni vychozi nelinearni diferencialni
rovnice druhého Tadu (6.5), pievedeme tuto rovnici substituci (6.6) na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu (6.7). Ty byvaji zakladem numerického reSeni systému. PIi FeSeni
metodou stavové roviny pfevedeme tuto soustavu na jednu diferencialni rovnici prvého fadu
(6.8). Tuto rovnici dovedeme fesit graficky a to tak, Ze grafickymi konstrukcemi nakreslime jeji
TeSeni a to je prava stavova trajektorie. Ta je ovSem v soufadnicich x; — x,, £ili ve stavové rovini.
Stavova trajektorie ndm sice umozni uréit stabilitu daného nelinearniho systému, ale to je
vitsinou malo. Obvykle chceme feSeni ve tvaru £asového priibshu regulované veliiny y(1), které
je mozné ze stavové trajektorie ziskat. Timto problémem se zabyvaji metody vyjadieni £asu ve
stavové roving.

6.2.2 Konstrukce stavové trajektorie
a) Metoda izoklin

Metodou izoklin miiZeme obecni Tesit nelinearni diferencialni rovnice prvniho fadu

v ) (6.9)

Touto rovnici je urfeno, Ze libovolnému bodu [x,)] je pfifazena smérnice y; tj. smérnice tefny
k Feseni rovnice (6.9), kdyby toto feSeni danym bodem [x,y] prochéazelo.

65



Podle metody izoklin volime postupné za y °~ konstanty &, &y, ... &, a vroving x —y
nakreslime kiivky

Ko flxy) (6.10)

podle obr. 6.6. Tyto kfivky nazyvame izoklinami, nebot jsou to geometricka mista bodi o stejné
smérnici (k feSeni dané diferencidlni rovnice). Kazdé feseni rovnice (6.9) — tedy partikularni
feSeni — které prochazi nikterym bodem izokliny, musi mit vtomto bodZ smérnici, ktera
odpovida dané izokliné a je na ni vyznagfena kratkymi useky. Proto na kazdou izoklinu
nakreslime kratké useky o dané smérnici

y R-i Q (61 1)
dy h dx
dx *1

(je-li napf. &; = 2, je smérnice vedena pod thlem

kde tgu % 2,atedy w arctg2 ~63,5°.
X

Mame-li sestrojit feSeni rovnice (6.9),
prochazejici bodem A uréenym pofateéni podminkou,
postupujeme  nasledovné: bodem A4 vedeme
rovnob&zku snejbliz§i smérnici (na nejblizsi
izoklin) a to az do bodu B, ktery lezi ,,uprostfed*
mezi dvéma izoklinami. Z tohoto bodu vedeme
rovnobizku se smérnici odpovidajici dalsi izokliné atd. Jsou-li izokliny dostateénd husté, je
lomend &ara nahraditelnd plynulou kfivkou a ta je partikularnim feSenim diferencidlni rovnice
(6.9).

Obr. 6.6

Aplikujme nyni tuto matematickou metodu izoklin na TeSeni rovnice (6.8)

dv, _glx,)+ flx)

dx, X,
dx,
Je zfejme, Ze TeSeni provadime v soufadnicich x; —x;, tj. ve stavove roving. Za derivaci
1
poklddame postupné konstanty &7, 43, ..., &, a kreslime izokliny o rovnici
X, )+ X
Xa

Poéateénim bodem sestrojujeme popsanym zpiisobem feSeni rovnice (6.8) a to je stavova
trajektorie.

Piiklad 6.1: Reste nelinearni regulaéni obvod podle

obr. 6.7, kde dvoupolohovym reguldtorem typu ( 1,25 y
idedlni relé regulujeme integraéni regulovanou Ggls) s{1,255 +1)
soustavu. Sestrojte odezvu regulované velifiny na i
jednotkovy skok fidici velifiny na vstupu obvodu. Au
w 2 pr—
ReSeni: Z pfenosu regulované soustavy ziskame jeji { — € W
rovnici —-2
1L25y"+y" 1,25u Obr. 6.7

Ze vztahu e =w—y vyplyvd y = w — e, coZ dosadime do rovnice soustavy, abychom ziskali
rovnici regulaéniho obvodu (rovnici délime hodnotou 1,25)
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{w e}” + O,S[W e}I u
Protoze je w(t) =1,je w'=w"”=0 atedy
e" + 0,86I -u
Zavedenim substituce x; = e, x; = e’ dostaneme rovnice
X%
x, —0.8x,—u
a jejich podélenim dostaneme rovnici stavové trajektorie v diferencialnim tvaru
dx, 0,8x, +u
d_xl ) Xy

Akéni veliéinaje u =2 pro e =0 (£ili x; =0) a u=-2 pro e «0 ({ili x; < 0). Tim pddem
se rovnice stavov¢ trajektorie rozpadne na dvé rovnice

dx 0,8x, +2 dx, 2
x; =0 2 22 — — x
: dx, X, 1 —— P x+08
2
x; 0 a, _08x — 2= X, 2
dx, X, dx, ¥ +0,8

Resime samostatné v pravé a levé poloviné stavové roviny. Izokliny jsou polopFimky
rovnob&zné s osou x; a celd konstrukce stavové trajektorie je na obr. 6.8 pro pogateéni bod [1;0]
(podle zadani feSime odezvu na jednotkovy skok Tidici velidiny w a proto musi byt regulaéni
odchylka e(0) = x;(0) =1 a e{0) =x2(0) =0 ... je to vidét z obr. 6.8). Zjistime, ze kiivka, kde

regulator piepind je osa x, (pfepinaci kiivka). Na ni dochédzi vzdy k ostrému zlomu stavové
trajektorie.

X, pfepinaci

kfivka
}
k=12 1
-‘t—\— K=-3
_ 10.8
2 0.6
=3 A“—\-—‘r};:-s
= Oi4 =-10
w10 H—HR T

=-= -0,6 -0.4 -6,2 00.2 0,4 0,6 0,8

¥=-10 '0’2,r
. [-0.4 3
-0.6 /]
-0,8
K=- Lo
7 w=12 Lo
K=-2.4 1-1,2 x=0.8 0,6

Obr. 6.8
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(ffasovy priibéh regulaéni odchylky e(?) 1ze zkonstruovat metodami, které budou uvedeny
v dalsi kapitole, ale na obr. 6.8 jiz tento priibéh je. Zname-li priibéh e(?) je snadné ziskat priibéh
regulované veliiny y(z) podle vztahu
y=w—-e=1[-e

protoze jsme sestrojovali odezvu na jednotkovy skok Fidici veli¢iny w(z). Priibéh y(2) je rovniéz
sestrojen na obr. 6.8.

b) Metoda pomocnych kfivek

Rovnici izoklin nelze vzdy tak jednoduse vyjadtit jako v pfedchozim pfikladu. Zejména
jestlize jsou funkce g(v) a f{y) slozit¢é anebo jsou dany experimentdlni ziskanymi
charakteristikami. Pak je pro konstrukci stavové trajektorie vyhodny nasledujici graficky zpiisob.
Jeho vyhoda spoiiva také v tom, Ze nemusime kreslit celé pole izoklin jako u metody izoklin, ale
v podstaté kreslime jenom ty izokliny, kudy stavova trajektorie prochézi.

Metoda izoklin nam ukazala, Ze nelinedrnimu systému popsanému rovnici (6.8) mizeme
ve stavové rovinf sestrojit pole izoklin. V kazdém bodé stavové roviny tedy existuje smérnice
k stavové trajektorii, kdyby tudy stavova trajektorie (pfi vhodné poéateéni podmince)
prochazela. Metoda pomocnych kfivek je pravé metoda, kterd ndm tuto smérnici v libovolné
bod@ stavové roviny umozituje sestrojit.

Ve stavoveé roviné sestrojime dvE pomocné kfivky o rovnicich
X —8 (xz )
x, f (xl}

kde funkce g(x;) a f{x;) vezmeme z {itatele pravé strany rovnice (6.8). Smérnici stavové
trajektorie v libovolném bod& [x;4 . x29] stavové roviny pak sestrojime takto — obr. 6.9:

(6.13)

Danym bodem vedeme rovnobizky se

X2 X=f(x,) soufadnymi osami x;, x,. PoTadnici a = f{x;y)

naneseme od 0osy X, na rovnobgézku s osou Xx;

a dostaneme bod 4. Zprisefiku této

rovnobgzky s pomocnou kfivkou x, gl:x2 ),

ozna&ime ho jako bod B, spustime kolmici na

osu x; — oznafime jako bod C. Kolmice ke

\ spojnici AC pak udava smérnici stavoveé
trajektorie v daném bod# [x ;¢ . x20].

Spravnost konstrukce vyplyne ze
vztahu

f{xlo) [g{xzo)] f{xlo}"'g(xzo}

X20 X20

tgix

kde g je smérnice stavové trajektorie a ta
odpovida rovnici (6.8). Znaménko smérnice je
kladné proto, ze pro pfipad na obrazku 6.9 je

Jx1)=20, g(x3z) 0.

Lienard ukézal vyhodu této metody pro plipady, kdy v rovnici (6.5) je f{y) linearni
funkci, coz byva pomérné £asto. Tuto rovnici pak znamou substituci pfevedeme na tvar

Obr. 6.9
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xi=gx) a  |x, dr, _glo)ry (6.14)

dx, X,

Budeme-li aplikovat uvedenou
metodu sestrojeni smérnice stavové
trajektorie na tento pFipad zjistime, ze
pomocna kfivka x, ffx} je zde

pfimkou x, x, jdouci pogitkem pod

Obr 6.10 uhlem 45°. Konstrukce smérnice se zde

redukuje na sestrojeni pravouhlého

trojihelniku a pfimku x, x;, neni vibec zapotiebi sestrojovat. Uvedena konstrukce pro
linearni funkce f{y) se nazyva Lienardovou konstrukei.

Nyni dovedeme sestrojit v libovolném bodé stavové x1=-g(x2) |X2 xp=f (x1)
roviny smérnici k stavové trajektorii (bud’ obecnou metodou B N\ D
nebo Lienardovou konstrukci). Jak nyni sestrojit stavovou C
trajektorii?

Resme wlohu sestrojit stavovou trajektorii obvodu /
popsané¢ho rovnici (6.5) a vyhovujici pocateéni podmince, \

zobrazené bodem A ve stavové roviné. Sestrojime pomocné
k¥ivky o rovnicich (6.13). V pfipadé, Ze f(y) je linearni funkce,
druhou k¥ivku nekreslime. V bodg A sestrojime smérnici stavové trajektorie (obecnou metodou
nebo Lienardovou konstrukeci). V blizkém bod2 na této smérnici (oznaéme ho B) znovu
sestrojme smérnici stavové trajektorie. Na ni zvolme blizky
bod (oznaime ho C) a vném ... Jestlize body 4, B, C,
...volime dostateéng blizko sebe, je obdlka smérnic v téchto
bodech stavova trajektorie — obr. 6.11.

Obr. 6.11

Nékdy je vyhodné, zvlasté je-li f(3) linearni funkce,
nahrazovat smérnice kruhovymi oblouky, jak je to
naznaieno na obr.6.12. Stavova trajektorie se sklada
B” C" A" z kratkych kruhovych oblougkil, opisovanych z bodii 4% B,
... jako stfedl, pfimo v bodech 4, B, ... Body A" B" ...
vSak nejsou stfedy kfivosti, metoda je jen pfiblizna a jeji
plesnost opiit zavisi na hustots bodui.

Piiklad 6.2: Regulaéni obvod podle obr. 6.13 se sklada

z nelinearniho regulatoru daného statickou G () 202 y
charakteristikou typu nasyceni a z linedrni regulované § sls +1)
soustavy dané pFenosem Gg(s). Nakreslete stavovou
trajektorIu tohoto obvodu pro poéateéni podminky y(0) = 20 . w=0
0,8 a y(0)=0. jéo'z e
ReSeni: Rovnici regulované soustavy ziskame z jejiho
prenosu Obr. 6.13
y'+y" 0,02u

Rovnice regulétoru je dana nelinearni funkci, uréenou statickou charakteristikou

u fle)
a proto je
'+ y'=0,02f1e) 0
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Jelikoz je statickd charakteristika lichou
funkeci, je f(e) = -f(-e) a rovnice ma tvar

Y+ +0,02f/{—¢} 0

Protoze tento obvod neni buzen (w = 0) je
e =w—y = -y a dosazenim tohoto vztahu
obvod  vlastni#  uzavirame.  Rovnice
uzavieného regulaéniho obvodu je tedy

Yy +0,021{y) 0

Zavedenim substituce x; =y, x; = y’
pfevedeme tuto rovnici na tvar

dx, x, + O,O2f|';x1 J
Obr. 6.14 dx, X,

K obvodu, danému touto rovnici, budeme sestrojovat stavovou trajektorii metodou
pomocnych klivek. Nelze pouzit Lienardovy konstrukce, ponivadz 0,02.f(y) neni linearni
funkci. Stavova trajektorie pro poéateéni podminku x;(0) = 0,8 a x,(0) = 0 je zkonstruovana na
obr. 6.14.

c) Metoda &
Metoda pFedpoklada, Ze lze rovnici (6.5)

y e+ ) o
pfevést na tvar
y'+y+D(y,y) 0 (6.15)

Funkce D(y,y) je obecna nelinearni funkce proménnych y, y 7 Pro blizké okoli zvoleného bodu
P ji nahradime konstantou &

D(y,y') & (6.16)
jejiz hodnotu spofitame jako funkéni hodnotu dané funkce D(y,y ) v bod& P. Rovnice (6.15) pak

ma tvar
Yi+y+d 0 (6.17)

Zavedenim substituce x; =y, x; =y’ pfevedeme tuto rovnici na tvar

d o xe (6.18)
dx, X,

To, jak uz bylo fefeno, je diferencialni tvar
rovnice stavové trajektorie a pfimo udava jeji smérnici.
Pfedchozi metodou pomocnych kfivek jsme dovedli tuto X1, X2]
smérnici v libovolném bod@ stavové trajektorie sestrojit.

A toto je také cil metody &. Konstrukce celé stavové

trajektorie pak uz bude stejna jako u metody pomocnych

kfivek. <
. . . : Q,/a

Na obr. 6.15 je zpusob sestrojeni smérnice
v obecném bod# P stavové roviny. Tato smérnice je I<
vyjadiena pomoci vyrazu &, ktery je spofitan ve
vypoiétovém bodd P [x; x,/. Na ose x; je realizovan Obr 6.15
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vyraz x; + & tak, ze za pfedpokladu & (0 je na opaénou stranu jak x; nanesen Usek &
Dostavame tak bod Q , na jehoZz spojnici QP je prave kolma hledana smérnice.

Spravnost konstrukce dokaZzeme vypoétem smérnice piimky, kterou vydavame za
smérnici stavové trajektorie:

1 1 g
({90 +a) - - _hFe (6.19)
g« ) Xy
X, +oF

a to je podle rovnice (6.18) skuteéné smérnice stavové trajektorie.
Piedpokladame-li pro nejblizsi okoli bodu P konstantni  1ze rovnici (6.18) upravit
x, dx, —{xl + 4 )dx,
a mtegrovat
X+ +8F 7 (6.20)

To je rovnice kruznice o poloméru » = QP astfedu Q /- 0]. Stavovou trajektorii sestrojime z
kratkych kruhovych oblouktl tak, Zze zafneme z daného potatetniho bodu. Urfime hodnotu & a ze
stfedu [- 0] opiSeme kratky oblougek. Na ném zvolime dalsi blizky bod a k nému ur{ime znovu
& opiSeme dalsi oblouek a tak postupujeme dale a postupn# sestrojujeme stavovou trajektorii.
Vyhodou této metody je to, Ze oblouky o stfedu [-+ 0] jsou skuteéné oskulaéni kruznice.

Priklad 6.3:  Sestrojte stavovou trajektorii
nelinedrniho regulaéniho obvodu popsaného
diferencialni rovnici

y 033y +(1+0,58y% )y 0

pro po&ateéni podminky y(0) 0, y'{0) 2.

Refeni: Rovnici upravime na tvar (6.15)
Y +y+033y'+0,58)° 0

Funkci D{y,y’} 0,33y'+0,58)° pokladame

vzdy pro kazdy vypoétovy bod za konstantu 4.
Ta je po zavedeni proménnych x; , x>

& -0,33x, +0,58x;

Konstrukce stavové trajektorie je na obr. 6.16
a to pro po&ateini podminky
X, I[O} 0, x, I[O} 2. Vypotet pro prvnich Sest
vypoétovych bodii je v tabulce tab.6.1.

~
Obr. 6.16

& X/ X2 ) & X X2 &

1 0,0 | 2,00 | 0,66 4 1,0 | 1,28 | 1,00

2 04 | 1,81 | 0,63 5 1,2 1094 | 1,31

3 0,6 | 1,52 | 0,80 6 1,3 1 0,68 | 1,50
A Vyporiet ¢
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6.2.3 Vyjadreni ¢asu ve stavové roviné

Parametry systému se méni v £ase, po&inaje €asem ¢ = 0.
UvaZzujeme-li jako systém regulaéni obvod, méni se v £ase jeho
jednotlivé velidiny, nds obvykle nejvice zajimd, jak se méni
s tasem regulovand veli€ina y. U nelinearniho systému, ktery
feSime metodou stavové roviny a sestrojujeme stavovou trajektorii
nam chybi udaj o £ase, ve kterém se systém popisovany polohou
zastupujiciho bodu na stavové trajektorii nachéazi — obr. 6.17. Pouze

ve kterém pfejde obvod z bodu 4 do bodu B na stavové trajektorii?

Vyjdéme ze substituce (6.6)

t=At

X2

Obr. 6.18

je jasny pogateéni bod, d&j zafina v £ase ¢ = (.Jak vyjadfime &as ¢, \
Obr. 6.17
Xoysox Y
odkud miZeme vyjadrit
dx,
X, — 6.21
2 (6.21)
a jestlize chceme vyjadfit £as, dostaneme nejdiive
d.
dr = (6.22)
Xy
a potom integraci
Xp 1
ty t, |—adx, (6.23)
Xy

X4

Podle tohoto vztahu bychom mohli spoéitat £as, ve kterém piejde systém z bodu 4 do bodu B.

N . . 1 L .
Graficky by to znamenalo sestrojit kfivku pfevratné hodnoty — v zavislosti na x; a

X,

planimetricky uréit plochu pod touto kfivkou z x4 do xpz To je spiSe teoreticka varianta nez
prakticka.

malym
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Obr. 6.19

Nékdy se ve vztahu (6.22) pfejde od hodnot nekoneénZ malych k hodnotdm koneéné

At — @ (6.24)
Xy
Tato rovnice udava pfiristek £asu % v daném intervalu, kde
X, je stfedni hodnota x, na tomto intervalu, jak je naznageno
na obr. 6.18. Stouto metodou se dd pomérné jednoduse
stavova trajektorie okotovat fasem.

Pokud se nam podaii okotovat stavovou trajektorii
{asem, neni uz problém ji pfevést na £asovy pribéh regulované
velifiny. Stadi si uvidomit, ze soufadnice stavové roviny jsou
vlastn& y —y; regulovana veliina y a jeji derivace y © To nam
fikad substituce (6.6). A stimto pozndnim uz neni Zadny
problém pfevést stavovou trajektorii, kde je vyznagen {as, do
fasového priibdhu y(?) — obr. 6.19. A je dobré si ujasnit priibch
fasu ve stavové rovind. Pfipomefime, ze geometricka
interpretace stavové trajektorie je pohyb zastupujicitho bodu
v této roviné. Zastupujici bod zde zastupuje systém respektive
jeho stav.



Je ale mozné a v praxi velmi pouzivané pfevést na
fasovy pribdh regulované velidiny stavovou trajektorii,
kterd neni okotovand {asem (Gloha na obr. 6.19 byla
pfeuréena — hodnoty x;, jsme vibec nepouzivali). Pouzijeme
k tomu metodu, kterd by se také dala nazvat metodou
izoklin, protoze tam opét budou vystupovat geometricka
mista bodil o konstantni smérnici. V tomto pfipadd to ale
bude smérnice £asového priibéhu y(z) a nikoli smérnice
stavové trajektorie. Aby se to nepletlo s piedchdzejici
metodou izoklin, tak zde radédji tento ndzev nepouZzivejme.

Vyjdeme ze skuteénosti, ze kazdy bod stavové y
trajektorie je dan hodnotami x; a x, neboli y a y’ PHi ‘
pfevadéni ze stavové roviny do soufadnic ¢ — y nebudeme
sice znat hodnoty ¢ a y jako na obr. 6.19 (s vyjimkou ¢ = 0),
ale budeme znat hodnoty y a y © Pro volené hodnoty y si na
vodorovnou pfimku (to je izoklina!) kratkymi useky
vyznaéime smérnici, odpovidajici y* (v =dy/dx=dy/Ax).
Pak zaéindme v bod# ¢ = 0 a prokladame kfivku y(?) tak,
aby stale byl jeji smér shodny se smérnicemi y’ Postup 3
bude Iépe patmy z pfikladu 6.4.

=)
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Piiklad 6.4: Sestrojte stavovou trajektorii nelinearniho 4%
systému, kterym je nelinedrni regulaéni obvod o rovnici | ;?
|
¥ +05y +{1+0,5 )y 0 /A5T t[s]
pro pogateini podminku danou bodem [-2; 0]. Tuto Obr. 6.20

trajektorii  sestrojte  metodou  grafické  konstrukce
s pomocnymi kfivkami. Potom pievedite sestrojenou stavovou trajektorii na £asovy priibéh
regulované veliginy y.

HeSeni: Substituci (6.5) pfevedeme rovnici obvodu na rovnici stavové trajektorie

ﬁ _0,5x, + [1 +0,1x] )xl

dx, X,

Pomocné kiivky budou mit rovnice
x, —0,5x,

X, {1+0,1xzz)xl
Musime pouzit obecnou metodu, nelze pouzit Lienardovy konstrukce. Vyslednd stavova

trajektorie pro dané potateéni podminky je na obr. 6.20. A na tomto obrazku je také uvedena
plna konstrukce #asového priib&hu regulované velidiny y podle uvedené metody.

.....

smeéru ruéiéek hodinovych a nikdy naopak. Je to proto, Zze v horni poloviné stavové roviny je

podle rovnice (6.21)

dx,
dt

a proto ma stavova trajektorie smér zleva doprava, nebol srostoucim £asem se musi x;
zvitSovat. Naopak v dolni poloviné je

e O

X,
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dx,
dt

. 0

Xa
a stavova trajektorie ma smér zprava doleva.

Podobn# je mozno konstatovat, Ze v okamziku, kdy stavova trajektorie prochazi osou x;,
musi ji prochézet kolmo, smérnice musi byt kolma na osu x,, protoZe na ose x; je x, = 0 atudiz

ﬁ_ _g{x2]+f{xl}__g{xz}‘ff(xl}_,r
dxl X, 0

6.2.3 Singularni body
Vyjdéme z rovnice nelinearniho obvodu druhého fadu (6.5)
y e+ ) o
z niz dostaneme rovnici stavové trajektorie (6.8) v diferencidlnim tvaru

dx, _g[x2)+f[x1)

dx, X,

PFipomefime si grafické feseni této rovnice metodou izoklin. Derivaci na levé strang
rovnice jsme polozili rovnu konstant? x; a rovnice byla rovnici izokliny. Pro riizna &; jsme
dostali celou fadu izoklin a na nich byla vzdy vyznaéena smérnice, ktera platila na celé izoklina.
Takze jsme mohli konstatovat, ze kazdému bodu stavové roviny je plifazena jedna urfita
smérnice. Samozfejmi myslime smérnice ke stavové trajektorii, kdyby ta danym bodem
prochazela za danych poéateénich podminek.

Neni tomu tak pfesné. Existuji body, ve kterych neexistuje Zadna smérnice a body, ve
kterych je smérnic nekoneéng mnoho. Jsou to takové body, kdy je Eitatel i jmenovatel v rovnici
(6.8) soucasng roven nule

gl )+ flx) 0

6.25
0 (6.25)

Takovychto bodii miize mit systém koneény i nekoneiny poget, miize mit jeden takovy bod
anebo 1 Zadny. V téchto bodech neni jednoznainé definovdna hodnota smérnice dx, /dx;
k stavové trajektorii, a tim padem miize timto bodem prochazet nekoneénd mnoho trajektorii
anebo zadna trajektorie. Tyto body se nazyvaji singularni body systému. V okoli singularnich
bodil jsou mozné nejriizn&jsi pfipady, pokud se tyfe existence a jednoznainosti feSeni a tvaru
stavovych trajektorii. Z hlediska pozdg&jsiho vysetfovani stability systému a chovani systému
maji tyto body velmi dilezity vyznam.

Singularni body, odpovidajici systému popsanému rovnici (6.5) a tim padem i (6.8) musi
samozfejmé lezet na realné ose, ponévadz pro né plati x, = (. OvSem pro obecny nelinearni
systém druhého Ffadu tomu tak neni a singularni body mohou lezet obecné i mimo realnou osu.

Rovnici (6.8) jsme ziskali podélenim obou rovnic v soustavé rovnic (6.7)

X & X

1 dt 2

. d

g B ) )

a to znamenad, Ze v singularnich bodech bude souéasné také
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,dx, ) . dx,
X 5 X,

dt dt (6.26)

To znamena, ze jsou vném rychlosti zmén v jednotlivych osach nulové — systém je
v rovnovazném stavu. V singularnich bodech jsou splnény podminky rovnovahy systému. Bude
ovSem zalezet na tom, zdali stavova trajektorie ma smér do singuladrniho bodu — v tom pfipads
bude tento rovnovazny stav stabilni a systém se bude chovat v okoli tohoto rovnovézného stavu
jako stabilni systém. Anebo bude mit stavova trajektorie smér od singularniho bodu a v tom
pfipadé se bude jednat o nestabilni rovnovazny stav a nestabilni systém v okoli tohoto
singularniho bodu. Na toto navazeme v kapitole o stabilité nelinearnich systémiui.

Singularni body jsou tedy takové, kde neni uréena smérnice stavové trajektorie.

uzel uzel uzel
(stabilni) (nestabilni) X2 (nestabilni) |y )
X1 X1 X1
sedlo
stfed (vzdy
X
X2 (stabilni) X (nestabilni) X2 nestab %

“ “ ) #
@ ¢ rEd

Neprochazi jim jedna, ale vétSinou nekoneéné mnozstvi stavovych trajektorii. Podle prib&hu
stavovych trajektorii singularnim bodem se nazyvaji singularni body uzel, sedlo, stied a ohnisko.
Ohnisko mitizeme definovat jako singularni bod, ke kterému sméfuji spiralni trajektorie (nebo se
od ného vzdaluji), uzel jako bod, ke kterému smifuji asymptotické £ary, sedlo, kolem néhoz jsou
hyperbolické trajektorie, které jim neprochazeji a stfed, kolem nihoz jsou trajektorie kruznice
nebo elipsy. Znazornéni je na obr. 6.21.

Priklad 6.5: Urgete singularni body systému, popsaného rovnici
L r". 10 r 3 r
Vo[ O1=2y [yt yt 0
s N
ReSeni: Zavedenim substituce x; = ¥, X, =y  ptejde rovnice v soustavu dvou rovnic

r
XX

cof o 10 5
x| 0l——x) |x,—x,— X
\ 3 7,
Pro singularni body musi sougasné platit x; =0, x, =0, tedy
i 10 ©
x, 0; 01 —x; x, x x 0
3%,
Této soustavi rovnic vyhovuji dva body, které jsou feSenim soustavy, a to [0. 0] a [-1, 0]. To
Jjsou singularni body systému.
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6.3 Stabilita nelinearnich systému
6.3.1 Obecné o stabilité

VVVVVV

Stabilita je nejdiilezitdj$i vlastnosti regulaénich obvodi, al’ uZz linearnich nebo
nelinearnich. Stabilita nelinearnich obvodi je Siroky pojem, ktery se odliSuje od stability
systémil linearnich.

Stabilita linedrnich systémii je vlastnost tichto systémii a nezavisi na jejich okamzitém
stavu ani na vstupnich signalech & poéateénich podminkach. VétSinou se stabilita linedrniho
systému definuje jako jeho schopnost vratit se do rovnovazného stavu, jestlize skon&ilo piisobeni
signalu, ktery jej z tohoto stavu vyvedl.

Pro nelinearni systémy je tato definice jiz nepostacujici a to z mnoha diivodii, které budou
v dal§im uvedeny (napf. rovnovaznych stavii je u nelinearnich systémi vice — odpovidaji jim
singularni body).

Nejdfive o rozsahu platnosti stability u nelinearnich systémii. Linearni systém je stabilni
nebo nestabilni pro jakékoliv pogateéni podminky. Toto miize za jistych okolnosti platit i pro
nelinearni systém. V tomto pfipadd pak mluvime o globalni stabilité (nkdy téz o stabiliti ve
velkém). Systém je globalnt stabilni, je-1i stabilni pro vSechny poéateéni podminky.

U nelinearnich systémii se vSak £astdji setkdvame se stabilitou pfi malych vychylkach, pfi
malych poéateénich podminkach, pouze v jistém okoli rovnovéazného stavu. V tomto pfipadé pak
mluvime o lokalni stabilité (nikdy o stabilitd v malém). Systém je stabilni lokaln&, je-li stabilni
pro pogateéni podminky uvnitf libovolni malé oblasti kolem rovnovazného stavu.

Jeli systém stabilni globalni, je automaticky stabilni i lokdlnéd. Naopak to neplati.
Pozadavek na lokalni stabilitu je slabsi.

Ted si v§imnéme ustalenych stavii nelinedarnich systémii, to je stavi systému pro ias
jdouci k nekoneénu (¢ — ). Na rozdil od linearnich systémui, které maji pouze jediny ustaleny
stav (anebo se viubec neustaluji a jsou nestabilni), mohou u nelinearnich systémii vzniknout dva
typy ustalenych stavii:

* rovnovazné ustalené stavy (také zvané klidové stavy)
+ periodické ustalené stavy (periodicka feseni reprezentovana meznimi cykly)

Rovnovazny ustialeny stav se vyznafuje nulovymi rychlostmi v jednotlivych osach — je
to stav klidu, jednotlivé veliiny se neméni.

Periodicky ustileny stav se vyznafuje kmity o konstantni amplitudé a frekvenci
(nezaméfiujme tento stav se stavem na hranici stability u linearnich systémii — to neni ustaleny
stav, jakoukoliv malou zménou parametrii se obvod dostane do stabilniho nebo nestabilniho
stavu).

Jestlize vySetfujeme stabilitu nelinedrniho systému, pak vétSinou
nemluvime o stabilitd systému, ale o stabilité jeho rovnovaznych stavii,
které mohou byt buil stabilni anebo nestabilni.

Casto se stabilita systému v rovnovazném stavu vysvétluje na
prikladu kyvadla. Kyvadlo podle obr. 6.22 ma dvé klidové polohy — jednu,
je-li tézisté kyvadla v klidu kolmo pod bodem upevnéni a druhou, je-li tézistc
kyvadla kolmo nad bodem upevnéni. Prvni poloha je stabilni, druha
nestabilni, nebot’” p¥i malém vychyleni nastava pohyb kyvadla doli z této
polohy. Mluvit o stabilit& jiné polohy kyvadla nema smysl, nebot’ v ni kyvadlo nemtize zistat. Je

Obr. 6.22
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tedy zfejmé, ze ma smysl mluvit pouze o stabilité klidovych stavii, ve kterych systém bez
plsobeni vngjsich podnétli mize ziistat. Toto jsou tzv. rovnovazné stavy systému.

U rovnovaznych stavii jsou derivace stavovych veliéin nulové. To jsme konstatovali

v kapitole o singularnich bodech — rovnice (6.26) — a toto tvrzeni pochopitelné miizeme zobecnit
na systémy 1 vysSich fadu

,dx ,dx, o,

xx — 0; x; — 0; x; —

dt dt dt

a témto staviim odpovidaji singularni body systému.

0; .. (6.27)

Nelinearni systém ma tolik rovnovaznych stavii, kolik existuje eSeni soustavy rovnic
(6.27). U linearnich systémdi je soustava (6.27) linearni soustavou, ma jedno TeSeni a proto u
linearnich systému existuje pouze jeden rovnovazny stav. U nelinearnich systémii jich miize byt
nula ¢ili z&dny, jeden, dva i vice a také nekoneéné mnozstvi.

Tedy napt. systém druhého fadu je v rovnovaze — je v ustaleném stavu — jsou-li rychlosti
v jednotlivych osach nulové, tj. plati-li rovnice (6.26)

. d . d
xI%O; X, ;Ctz

Témto ustalenym staviim odpovidaji body stavové roviny, ve kterych nejsou definovéany
smérnice stavové trajektorie. T&mito body miize prochazet az nekoneén& mnoho trajektorii a jsou
to tedy singularni body.

Maji-li stavové trajektorie v okoli singularniho bodu smér dovnit¥, sp&je systém ke
stavu klidu a tento rovnovazny stav — tento singularni bod — je stabilni. Naopak, jestlize
stavové trajektorie opousti singularni body, dostavaji se ze stavu klidu a tento rovnovazny
stav - tento singularni bod — je nestabilni. Samoziejmé toto miiZeme konstatovat téZ o

systému nebo regulafnim obvodu, ale bude

to jenom lokalni stabilita systému ¢&i
X2 obvodu, protoZe tento miiZe mit jeSt& jiné
singularni body — jiné rovnovazZné stavy.

uzel
(nestabilni)

X1 Jako piiklad si zobr. 6.21 vyberme
dva singuldrni body — dva rovnovéazné stavy a
to dva typy uzlii — stabilni a nestabilni. Mame
je znovu uvedeny na obr. 6.23. Jestlize se pTi
feSeni systému vyskytne singuldrni bod
stabilni uzel, jdou vSechny stavové trajektorie
do tohoto bodu, rovnovazny stav je stabilni, systém je lokdlné stabilni pro okoli tohoto
singularniho bodu. Pokud se vyskytne singularni bod typu nestabilni uzel, vychézeji vSechny
trajektorie z tohoto singularniho bodu, rovnovazny stav je nestabilni a systém je lokalné
nestabilni pro okoli tohoto singularniho bodu.

Druhym typem ustalenych stavii nelinearnich systémil jsou periodické ustalené stavy
(periodicka feSeni). Jsou to ustalené vlastni kmity neboli autooscilace. Ve stavové roviné jsou
reprezentovany uzavienymi trajektoriemi, které s nazyvaji mezni cykly.

Mezni cykly mohou byt stabilni, nestabilni nebo téz polostabilni a polonestabilni — obr.
6.24. U stabilniho mezniho cyklu sméfuji trajektorie z blizkého okoli k tomuto cyklu, u
nestabilniho se z obou stran od ného vzdaluji. U polostabilniho mezniho cyklu se trajektorie
z vnij$i strany piiblizuji a z vnitini vzdaluji k po&éatku a pfesné naopak je to u polonestabilniho
mezniho cyklu.. Vysetfeni meznich cyklii v systému je velmi diilezité pro praxi. V regulaéni
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typy meznich cyklu - -

stabilni nestabilni polostabilni polonestabilni

i) A)) A 5
(I Y

technice neni zpravidla zaddny mezni cyklus Zadouci (vyjimkou jsou zde pliklady dvoupolohové
regulace — zehliéka), 1 kdyz l1ze nfkdy pfipustit kmity s malou amplitudou, které nejsou na
zavadu Zinnosti systému. U nékterych mechanickych systémii zlepSuji tyto malé kmity celkové
chovani, napf. snizuji vliv suchého tfeni. Naproti tomu se tichto kmitl vyuziva v oscilatorech,
kde pozadujeme mezni cyklus s dostateénou (a proménnou) amplitudou.

9

Oba typy ustalenych stavii (rovnovdzné stavy a ji odpovidajici singuldrni body i
periodické ustdlené stavy) tedy mohou byt stabilni nebo nestabilni. U nelinedrniho systému je
proto tfeba rozliSovat stabilitu rovnovazného stavu a stabilitu periodického Teseni.

Obecnou myslenku stability rovnovaznych stavii

——nestabilni formuloval rusky matematik Ljapunov.

0,
Podle Ljapunova je rovnovazny stav stabilni,

stabilni kdyz stavova trajektorie zaéinajici v n&jaké oblasti O;
0, \ stavové roviny zistane uvnitl n&jaké oblasti O;

| y (libovolné velké) — obr. 6.25.
asymptoticky ZJ Dale je podle Ljapunova rovnovazny stav
stabilni asymptoticky ~ stabilni, kdyz je stabilni podle

predchazejici definice a navic se stavova trajektorie

ustdli ~ vrovnovazném stavu (daném  nékterym
singularnim bodem).

Je-1i oblast O; po&ateénich stavii ohranigena, pak
hovofime o stabilité lokalni (v malém), je-li neohranifend — o stabilité globélni (ve velkém).
Totéz plati o stabilitZ asymptotické.

U linedrniho regulaéniho obvodu, pokud je stabilni, jde vzdy o globalni asymptotickou
stabilitu jediného rovnovazného stavu.

Piiklad 6.6:  Metodou stavové roviny s pribiéhem stavové trajektorie vysetfete stabilitu
nelinearniho regulaéniho obvodu podle obr. 6.26 pro skokovou zménu Fidici veliéiny w.

Reeni: Rovnice regulované soustavy je
2y"+y" u

Protoze y =w—e aprotoze u = ¢’ je

2(w—e)"t(w-e) ¢

Pro jednotkovy skok w=1 pfi t= 0 je w'=w" =0 a
rovnice regulaéniho obvodu je

2" +e'+e' 0
Zavedeme-li
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jsou rovnice systému
X X,
x,  —0,5x, -0,5x;

a rovnice stavové trajektorie a z ni ziskana rovnice obecné izokliny

dx X, +x x
2 "2 1 — dx :> X _ 1

2

dx, 2x, 20 +1

Priibéh izoklin je na obr. 6.27.
Pogateéni stav jsme uréili z Givahy, Ze
pro t=0jey=0,w=1

o) x{0) 1
azpribidhu y(?) je

e'f0) x,{0) 0

k=-5

Z pribcthu stavové trajektorie
pro pogateéni stav [/, 0] plyne, Ze se
dostava do rovnovazného stavu,
kterym je poiatek soufadnic, tj. bod
[0; 0] . Je tedy tento rovnovazny stav
asymptoticky stabilni.

=20

K=Z X2

Rovnovézny stav odpovidajici
singularnimu bodu [0; 0] je jedinym
rovnovaznym stavem systému, jak
plyne z TeSeni rovnic

x, 0

-0,5x,-0,5x] 0

které ukazuje, Ze systém nema dalsi -1
singularni bod mimo [0; 0]. Protoze
pro libovolné poéateéni stavy se
stavové trajektorie vzdy dostanou do
rovnovazného stavu daného singularnim bodem [0, 0], je tento globalné asymptoticky stabilni.

®=-0,5 k=0 1
Obr. 6.27

O stabilité daného nelinearniho obvodu tedy udé¢lame tento zavér: Obvod ma jediny
rovnovazny stav dany singularnim bodem [0; 0] a tento rovnovazny stav je globalni
asymptoticky stabilni.

6.3.2 VySetfovani stability

VySetiovat stabilitu nelinearnich systémi sestrojovanim stavové trajektorie by bylo stejni
obtiznym ukolem, jako poéitat kofeny charakteristické rovnice u linearnich systémi. My
potfebujeme rychlejsi a méné pracné metody pro uréeni stability nelinearnich systémui.

a) Metoda linearizace

V pFedchazejici kapitole bylo ukazano, ze rovnovazné stavy nelinearnich systémi mohou
byt stabilni nebo nestabilni podle toho, budou-li se stavové trajektorie ve stavové roviné s £asem
t — = blizit k pfislusnému singularnimu bodu nebo se od n&j vzdalovat.
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Stabilitu rovnovaznych stavii ve smyslu Ljapunova miizeme pro dany nelinearni systém
vySetlit tak, ze jeho rovnice linearizujeme v okoli kazdého rovnovazného stavu a zjiStujeme
stabilitu nahradniho linearniho systému.

Budeme opétné uvazovat pouze jednoduchy nelinearni regulaéni obvod, ktery jsme
uvazovali pfi feSeni metodou stavové roviny o rovnici (6.5)

y'+g)+ ) 0
a ktery substituci (6.6)
Xy
x, )
pFevedeme na rovnici (6.8)
dx, __g[xz)"'f(xl}

dx, X,

Bez odvozeni — viz napf.[23] — uvedeme, Ze tento obvod miizeme v kazdém jeho
singularnim bod& [x;y ,x29 ] linearizovat. P7i této linearizaci nahradime jeho rovnici line4rni
rovnici

o E[g(x23+ £ )] y +r[g{xzz+f (x, )] y o0 (6.28)
- N

r. r.
x2 1 J X10-%20 |

Chovani systému a typy singularnich bodii (pritbEh stavovych trajektorii) jsou stejné. Vysetieni
stability zlinearizovaného obvodu plati i pro nelinearni obvod. Ovsem pouze v okoli singularniho
bodu, je to tedy lokalni stabilita. Je to vySetfeni stability dané¢ho rovnovazného stavu.

Stabilitu zlinearizovaného obvodu budeme uréovat jako u linedrniho systému. To
znamend, ze koleny charakteristické rovnice musi mit zdpornou redlnou gast a to uréujeme
kritérii stability platnymi pro linearni obvody. Ze stability zlinearizovaného obvodu usuzujeme
na stabilitu pfislusného rovnovéazného stavu systému a také na chovani nelinearniho systému a na
pribih stavovych trajektorii v blizkém okoli pfislusného singularniho bodu, ve kterém byla
linearizace provedena.

Zdiraznéme: Rovnovazny stav nelinearniho systému bude stabilni jen tehdy, budou-li
kofeny charakteristické rovnice lezet v levé komplexni polorovini.

Ma-li charakteristickd rovnice kofeny s kladnymi redlnymi astmi, je rovnovazny stav
systému (singularni bod) nestabilni. Ma-li néktery koFen nulovou redlnou £ast, neni mozné podle
linearniho pfiblizeni stanovit, zda pivodni nelinearni systém ma uvazovany rovnovazny stav
stabilni anebo nestabilni.

Piiklad 6.7: Vysetfete stabilitu rovnovaznych stavi
nelinedrniho obvodu podle obr. 6.28.

ReSeni: Z rovnice soustavy
0,1y"+y" u

dostaneme dosazenim pro w = 0

u 0,5e+025¢° ?%
e

y

a z toho plyne rovnice obvodu

0,1y"+y"+0,5y+0,25y° 0
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Zavedeme substituci x; =y, x, =y apak je
XX
x,  10x, 5x, 2,5x]
a rovnice stavové trajektorie
dx, 10x, +5x, +2,5x;

dx, X,

Pro singularni body, respektive rovnovazné stavy (RS) plati

x, -0
~10x, = 5x, —2,5x> 0 |10x, +2,5x, 2 +x2)-0 |
Z tichto rovnic uréime singularni body
1. x, 0 x, 0
2.-3. x, tjiv2; x, 0

Singularni body 2.-3. neodpovidaji realnym rovnovaznym stavim. V tomto piipad® ma
proto vysetfovany nelinedrni obvod pouze jediny rovnovazny stav [0, 0]. Jeho stabilitu uréime
linearizaci nelinearni diferencidlni rovnice v tomto bod<.

Spoéitame parcialni derivace a dosadime do nich soufadnice singuldrniho bodu [0, 0]

Aste)erted)  Ahosasssase]

_ fix, loo] - o, ool "
Asto)rrt)]  Aomesyease] e
_ 2, loo] - o ~ool "

Tyto derivace dosadime do rovnice (6.28)
Yy +10y"+5y 0

a dostali jsme zlinearizovanou rovnici dan¢ho nelinedrniho obvodu v singularnim bodé [0, 0] —
rovnovazném stavu tohoto systému.

Mame za kol vysetfit stabilitu tohoto rovnovazného stavu. Rovnice je linearni, a proto

sestavime charakteristickou rovnici
s +10s+5 0
a uréime jeji koTeny
-9,47
s, St2ds

b2 0,53
Kofeny jsou redln¢ zaporné. Rovnovéazny stav je stabilni. Bliz§im rozborem bychom mohli
zjistit, Ze se jedna o rovnovazny stav typu uzel. ProtoZe je to jediny singularni bod systému,
jedna se o globaln asymptoticky stabilni rovnovazny stav. (Samozfejmé jsme kofeny nemuseli
ani poéitat, protoZze byla splnfna nutnd a pro rovnici druhého stupni postaéujici podminka
kladnosti koeficientii.)
Priklad 6.8: VysetTete stabilitu nelinearniho obvodu z pfikladu 6.5, jehoz rovnice je

& 1 "‘\, .
0,1 —Oyz y+y+y?t 0
3 3 J

ReSeni: V piikladu 6.5 byla sestavena soustava rovnic prvniho fadu
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r

X X

.10 L)
X, 0l-—x; :xz—xl—xf
| 37 R
0.5
h nestabilni

a z ni byly urfeny singularni body nelinearniho “
systému a to [0, 0] a [-1, 0]. Spoditejme jestd
rovnici stavové trajektorie

ohnisko

7 10 , " 5
0] —x; x, +x, +x
dx, '\ 3 "

dx, X,

a miizeme provad¥t linearizaci. Zalnme
singularnim bodem [0, 0]. P¥islusné derivace jsou

710 A 5
r\‘ —x, —0,1x, [+x +x J
¥ 3 -
Aglr)+ /s ) . _ 102 -01, -0l
X, [0:0] tix, 0:0
losol
710 k )
r:|: —x;, 0,1x, +x, +x;
¥ L 3
| r[g{x22+f{xl)] — d - 1+2x1 1
fix, Fx, - ~lool

J_O;OI

Zlinearizovana rovnice nelinedrniho systému v singularnim bod& [0, 0] dosazenim do (6.28) je
¥y 01y'+y 0 [ char. rovn.: s> 0ls+1 0]

Charakteristickd rovnice ma zaporny koeficient, a proto nejsou vSechny kofeny v levé komplexni
poloroviné. A proto je pfisluSny singularni bod — rovnovazny stav — nestabilni.

Tytéz derivace jak v pTfedchozim spogitame pro singularni bod [-1, 0]

T I:.&xS 0,1x l\+x + x?
flglx, )+ fix,)] | 3 T l10x2 -01] -0
- - 2 > >
X, ||_1;0| X, o
[-1:0]
- 'flo 3 k ZJ
Al —x—0,lx, [+x +x
Plglx, )+ £1x, )] L 3 T 14 2x
fix, X, ) [

- _|_—1;0]
-l-1;0]

Zlinearizovana rovnice nelinearniho systému v singularnim bod¢ [-/, 0] dosazenim do (6.28) je
y'=0ly'—y 0 [ char. rovn.: s> —01s—1 0]

Charakteristicka rovnice ma zdporné koeficienty, a proto nejsou vSechny kofeny v levé

komplexni poloroving. A proto je plislusny singularni bod — rovnovazny stav — nestabilni.

Podrobnéjsim rozborem bychom zjistili, Ze singuldrni bod [0, 0] odpovida nestabilnimu
ohnisku a singularni bod [-1, 0] odpovida sedlu (to je nestabilni vzdy). A p¥i jestd podrobnijs$im
rozboru bychom mohli vysetfit pribshy stavovych trajektorii v celé stavové roving, kde oba

82



singularni body maji dominantni postaveni. Na obr. 6.29 je stavovy obraz skuteéného
nelinedrniho systému, abychom s nim mohli nase vysledky konfrontovat.

b) Ljapunovova metoda

Tato metoda umozituje posuzovat stabilitu i asymptotickou stabilitu v malém i ve velkém
(lokalni nebo globalni) u obecného nelinearniho systému a f£asto se zaiind pouZzivat i pro
vySetfovani stability linearnich systémd.

Princip metody je ve vyhledani Ljapunovy funkce k danému systému. Jestlize ji pro dany
systém nalezneme, je tento stabilni anebo nestabilni. Pokud ji ale nenalezneme, neznamena to, Ze
je systém nestabilni — pouze jsme neuspili s vySetfovanim stability. Vyhledani Ljapunovy
funkce je komplikovana zalezitost a zde ji obejdeme pouzivanim ztabelovanych funkci.

Nejdfive si uvedeme zakladni potfebné pojmy o definitnosti funkei.

Rikame, ze funkce f{x) je pozitivn& definitni v intervalu a = f{x) = a , kdyz v tomto
intervalu plati f{x) >0 . Obdobn& je v tomto intervalu negativn# definitni, kdyZz v ném plati
f(x) <0. Ptitom v po&atku miize funkce nabyvat i nulové hodnoty. Jestlize jsou funkéni hodnoty
f(x) vtomto intervalu nékdy kladné a jindy zaporné, je funkce f{x) indefinitni (nedefinitni)
v daném intervalu.

negativni pozitivné negativné indefinitni
definitni semidefinitni semidefinitni
f(x) f(x) x fx) f(x) x f(x)
A X
X
f(x) 0 (mimo po=atek) f(x) 0 (mimo potatek) f(x)jO f(x) =0

Pokud by pro funkci f{x) platilo v daném intervalu f{x) >0 anebo f{x) <0, bude dana
funkce pozitivn# semidefinitni ancbo negativné semidefinitni. Schématicky je to znazornéno

na obr. 6.30 pro interval (-2 + ).
RozSitme tyto pojmy na funkce vice proménnych.

Funkci  f(x;, x5 ...... ,X,) nazyvame pozitivné definitni, jestlize ma nulovou hodnotu
pouze v pofatku a mimo poiatek nabyva pouze kladnych hodnot.

Funkci  f{x;, x,,...... ,X,) nazyvame negativn€ definitni, jestlize ma nulovou hodnotu
pouze v pofatku a mimo pofatek nabyva pouze zapornych hodnot.

Funkci f{x;, x,...... ,Xn,) nazyvame pozitivnd (negativnd) semidefinitni, jestlize nabyva
pouze kladnych (zapornych) hodnot anebo nulovou hodnotu.

Definitnost funkce f{x;, xa,...... ,x,) mize byt bud’ v uréité oblasti kolem poéatku anebo
mize platit v celém prostoru. Pokud uvedeme pouze, ze funkce f(x;, xa,...... ,X,) je tak nebo
onak definitni, pfedpokladdme definitnost v celém prostoru (globalni).

Piiiklad 6.9: Urgete definitnost téchto funkci
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a) fix, xz) xl2 + 2x;1 d) f{xl , xz) xl2 (xj + 1)
b) f[xlaxz] {xl +X, )2 e) f[xl’xz] x12
C) f[xl’xz] X X f) f(xlaxz) xl2 +3x§ _x;

ReSeni: a) pozitivné definitni
b) pozitivnd semidefinitni, nebot kdyz je x; = -x, je f{x;, x;) = 0, tedy i mimo po&atek
¢) indefinitni
d) negativné semidefinitni, nebot kdyz je x; = 0 je f(x;, x;) = 0 pro jakékoliv x;
e) pozitivné semidefinitni, nebot kdyz je x; = 0 je f(x;, x;) = 0 pro jakékoliv x;
f) na prvni pohled nelze rozhodnout; snad feSenim nerovnosti.

Nyni k vlastni Ljapunovovi metodi. Metoda je naprosto obecnd, pro systémy jakéhokoliv
fadu. Budeme tedy pfedpokladat obecny nelinearni systém »n — tého fadu popsany soustavou
rovnic prvniho fadu

x; fl{xl’x2""’xn)
X {X,, %5000 X,
2 f2 1 2 ] (629)
xl"l fl‘l(xl’xz""’xn
Pokud by byl popsan jednou nelinearni rovnici vyssiho Fadu, je nutné jej substituci (6.2)

X
x,
X, =y in-1

pievést na tuto soustavu rovnic prvniho fadu (6.29).

Daéle pfedpokladejme, Ze tento nelinearni systém ma singularni bod (rovnovazny stav)
v poiatku soufadnicového systému, tzn. Ze pro x; "= x,'=...= x, = 0 je feSenim bod [0, 0, ...
0]. Kdyby obvod nemél singularni bod v pogatku (to je obecni pouze vlastnosti linearnich
obvodii), je mozné pouzit vhodné transformace a do po&atku ho posunout. V dalsim budeme
zkoumat stabilitu tohoto rovnovazného stavu.

Ljapunovova metoda pFedpoklada nalezeni vhodné spojité funkce (tzv. Ljapunovovy
funkce)

v(x1’x2""’xn)

(6.30)
proménnych xj, x,, ..., x,, které jsou zdrovef proménnymi daného systému (6.29). Tato funkce
musi byt pozitivné definitni a mit spojité prvni parcialni derivace.

Podle definitnosti funkce V a jeji derivace dV/dt podle £asu lze pak posuzovat stabilitu
rovnovazného stavu systému (rovnovazny stav odpovida podle piedpokladu singularnimu bodu
v poiatku).

Derivaci funkce V(x,,x,,...,x,) podle £asu ziskame jako derivaci slozené funkce

o dV iV dx,  FV dx, iV dx,
v — Ll Ty

— = - B (6.31)
e ix dt x, dt tx, dt

e : dx ' , , : .
pliéemz za derivace 7’ x; dosadime pravé strany z rovnic systému (6.29).
t
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dv iV £+ :;V f,+. 'V

— —f, (6.32)
dt ix, X, '

VETY:

Asymptoticka stabilita:  Existuje-li Ljapunovova funkce V takova, Ze jeji derivace
podle ¥asu V" je negativné definitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Stabilita: Existuje-1i Ljapunovova funkce V takova, ze jeji derivace podle &asu V'’ je
negativné semidefinitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Nestabilita: Existuje-li Ljapunovova funkce V takova, ze jeji derivace podle casu V" je
pozitivné definitni nebo semidefinitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Symbolicky zapsano: V'<0 — RS asymptoticky stabilni
V o=0: V'=0 — RS stabilni
V'=0 » RS nestabilni

Ljapunovovy véty o stabilit? ddvaji pouze postacujici podminky, nikoliv nutné a
postagujici. JestliZe pro né&jakou funkci Vje jeji derivace V'’ indefinitni funkce, pak to
neznamena, Ze obvod je nestabilni. Lze jen konstatovat, Ze pokus o urfeni stability se
nezdafil a Ze je nutné volit jinou funkei V.

Uvedené véty o stabilité jsou bud splnény v uréité oblasti kolem poéatku a pak je
rovnovazny stav lokalné stabilni, asymptoticky stabilni & nestabilni v dané oblasti. Nebo plati
podminky pfedchézejicich vét vcelém prostoru a rovnovazny stav je globalné stabilni,
asymptoticky stabilni &i nestabilni.

Dané¢ vity davaji postaéujici podminky stability, ale neukazuji cestu k nalezeni funkce V.
Neexistuje pro nelinearni systémy obecny zpiisob, jak funkci V' nalézt. Jde o to, abychom uréili
V tak, aby ona sama i jeji derivace dV/dt byly definitni funkce.

c rovnice systéemu omezeni funkce V
1 |ay by H+cy=0 -
y oy ey Vv £xl2 +X;

2 ay "—Fbyr(y)q +cy=0 r sudé q liché

3 [ ay by’ (0 )7 +cy'=0 r sudé g.t liché
— c 1 .

4 | ay "+b(my +ny’)(y )? +cy'=0 r,s sudé g.t liche 4 2_mx1t X,

a
5| ay"tb(my"ny)[e(y)* +y )] +ey'=0 | rs sudé | kg liché
T Tabulka Ljapunovovych funkci pro obvody 2. Fadu

Obecné pro nelinearni systémy existuje vice matematickych metod, které umoziuji
generovani Ljapunovovy funkce vzdy pro uréitou skupinu systémii. VSechny jsou vSak slozité a
teoretické naroi¢né. Proto zde uvadime vtab. 6.1 ztabelované Ljapunovy funkce V' pro
nejobecnijsi skupinu regulagénich obvodii 2. fadu. V podstaté by staiilo uvést rovnici £.5, nebot’
systémy £.1-4 jsou zjednodusenim tohoto systému. Uvedenim vSech péti funkci je prace
s tabulkou prehledndjsi.
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Piiklad 6.10: Pro dany konkrétni nelinearni systém 2. Tadu zvolime pozitivnd definitni
Ljapunovu funkci ve tvaru
Vix.x) x+x;

a jeji fasové derivace V'{x1 ,X, ) ndm po dosazeni pravych stran rovnice systému vyjdou ve tvaru
a) V'lx,x,) (xf +x2) o) V'ix,x,) x (x22 +1)
b) Vl{xlaxz} XX d) Vr[r\xl’xz) +x12 (xj +1}

Rozhodnéte o stabilité rovnovazného stavu, kterym je poéatek soufadnic.

Releni: a) asymptoticky stabilni (V' ‘je negativni definitni)
b) podle zvolené Ljapunovy funkce ¥ nelze rozhodnout o stabilité (7 “je indefinitni)
c) stabilni (¥ "je negativni semidefinitni)
d) nestabilni (¥ “je pozitivné semidefinitni).

Tyto vlastnosti rovnovaznych stavii jsou globalni.

Piiklad 6.11: Rozhodnite o stabilitd nelinearniho regulaéniho obvodu popsaného rovnici
Yy ey 0
ReSeni: Znamou substituci (6.2) pfevedeme rovnici na soustavu rovnic prvniho fadu
XX
X, —(1 +x; }xz -Xx,
Soustava ma evidentné jeden singuldrni bod — jeden rovnovazny stav, a tim je pocatek soufadnic
[0, 0]. Podle tab. 6.1 zvolime Ljapunovu funkci €. 4 (a=b=c=m=n=q=t=1; r=0; s=2)
V{xl,xz) X, +x;
a spo&itdme jeji derivaci podle £asu s dosazenim pravych stran systému
iV

, v RV ; ; i
V{xl’xz} LITfl +Ef2 2x,x, +2x2[ I'\]+x12 1)'2 xl] 2{1+x12.1x22
1 2

Funkce V'’ je negativné semidefinitni (protoze pro x; = 0 je pro libovolné x; rovna nule) a
rovnovazny stav je globalng stabilni (nikoliv asymptoticky stabilni).

Priklad 6.12: Uriete stabilitu nelinearniho obvodu podle obr. 6.31.

ReSeni: Rovnice linearni #asti obvodu je

Yty om s+1

Dosadime m = ¢’ ; e = -y (w = 0) a ziskame rovnici

obvodu 1
yi+y'+yt 0 5

Pouzivanou substituci pfevedeme rovnici na soustavu

=]

)

¢ Obr. 6.31
XX

' 3
X, X, X

Rovnovazny stav je evidentné pogatek soufadnic. Podle tab. 6.1 zvolime Ljapunovu funkei €. 3
(a=b=c=q=1; r=0; t=3)
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X
Vix,x) ““+x?
2
a spofitdme jeji derivaci podle £asu s dosazenim pravych stran systému
. . OV H4 (
V {xl’xz} —h+—1 2x13x2 +2x2{_x2 _xIS} _23622
dx, dx,

Funkce V' je negativné semidefinitni (protoze pro x, = 0 je pro libovolné x; rovna nule) a
rovnovazny stav je globalné stabilni (nikoliv asymptoticky stabilni).

¢) Popovovo kritérium

V roce 1959 uvefejnil rumunsky viédec A. M. Popov nové kritérium stability nelinedrnich
systémi, které je velmi vyhodné pro praxi, protoze k vysetfeni
stability se pouzivda béznych frekvenénich charakteristik
linearni £asti obvodu. Kritérium je dnes rozpracovano pro
systémy se spojitymi i diskrétnimi systémy, pro systémy
s vitSim poétem nelinearit a pro dal$i systémy. My se
sezndmime s nejjednodussi verzi tohoto kritéria pro obvody
s jednou nelinearitou a s linearni &asti, kde lze do jednoho
pfenosu zahrnout vSechny linedrni {leny. Na tento typ lze
pfevést velkou £ast nelinearnich systémii. Obr. 6.32

G{S} ~

Podle obr. 6.32 uvazujme autonomni systém s linearni €asti danou pfenosem G(s) a
neline4rni £asti, popsanou statickou charakteristikou, ktera
lezi v 1. a 3. kvadrantu a prochazi pocatkem.

Podle obr. 6.33 najdeme piimku prochazejici
potatkem o rovnici u = ke , kde kje smérnice této
piimky tak, aby cela statickda charakteristika leZela pod
touto pfimkou. Jinak staticka charakteristika miize byt
statické zcela obecna klivka, kterd lezi ve vysrafovaném sektoru.
N To je velkd vyhoda Popovova kritéria — staticka

charakteristika mtize byt obecna kfivka. V dalsim budeme

pfedpokladat, Ze statickd charakteristika nelinearniho
Obr. 6.33 prvku je dana hodnotou k, coZ je smérnice uvedené
primky a touto hodnotou je zadan nelinearni ¢len.

Popovovo kritérium: Nelinedrni systém s linearni £asti danou pfenosem G(s) a jednoznaénou
nelinearitou, leZici pod pfimkou o smérnici kje globalnid asymptoticky stabilni, existuje-li
libovolné redlné &islo ¢ pro néz je pro vSechna ¢ >0 splnéna nerovnost

1
Ref1+ jeg)Gljen]+-- >0 (6.33)
Toto je analyticka verze Popovova kritéria. VitSinou se vSak pfevadi do grafické verze a

stabilita fesi graficky. Odvozeni pfevodu je mozno nalézt v [23].

Popovovo kritérium — graficka verze: Nelinedrni systém, respektive nelinearni regulaéni
obvod je globalné asymptoticky stabilni, mizeme-li vést bodem [-1/k, 0] libovolnou ptimku, aby
cela modifikovana frekvent{ni charakteristika G*(jo) linearni ¢asti lezela vpravo od této
primky — viz obr. 6.34.
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asymptoticky
Im  stabilni

--1Im- -nestabilni

[
R

DI

G*(jra)

Obr. 6.34

Modifikovana frekvenéni
charakteristika G*(jw) linearni é#asti
se sestrojuje stejnd jako mnormalni
frekvenéni charakteristika
v komplexni roviné, jenom imaginarni
¢ast je pro kazdy bod vynasobena
plislusnou odpovidajici hodnotou .

Priklad 6.13: Uréete, zda obvod
podle obr. 6.32 spfenosem linearni
¢asti

1

G{S}

s{2s +1)s +17{0,55 +1)

je stabilni, kdyZ statickd charakteristika nelinearniho &lenu lezi v 1. a 3. kvadrantu vSude pod

primkou o smérnici k = 0,5.

ReSeni: V komplexni roviné sestrojime modifikovanou frekvenéni charakteristiku linearni £asti

asymptoticky stabilni.

podle daného pfenosu G(s) — obr. 6.35.

Charakteristiku G*(j«3) sestrojujeme tak,

ze vSechny imaginarni &4sti nasobime

pfisluSnou hodnotou . V tabulce

k hodnotdm v poéitime hodnoty Re a

wIm. Jak je zobrazku vididt, bodem
1 1 . L e

—— —— -2 mizeme vést piimku,
k 0,5

aby G*(j=) lezela pro vSechna & vpravo

od této pfimky. Obvod je proto globalné

Piiklad 6.14: Stanovte, pro jaky sklon kpfimky ohranifujici nelinearni reléovou
charakteristiku podle obr. 6.32 je regulaéni obvod stabilni. Pfenos linedrni £asti je
Gs) )
(0,55 +1)(0,25 +1X0,15 +1)

ReSeni:  Normdlni frekvenéni pfenos G(ji) rozdiélime na redlnou a imaginarni slozku.
Modifikovany frekvenéni pfenos G*(j:s) pak ma imagindrni slozku ¢ - krat vitsi

1 0,17ew°

G*(jw}

Jestlize je imaginarni £ast G*(j) rovna nule, protiné frekvenéni

(1+0,2507 N1 +0,040> 1 +0,01%) 7%

) 0,8 0,01’

(10,2520 1 +0,042” N1 +0,01207)

charakteristika realnou osu, a to je pfi 0,8 — 0,01«° =0 — G*(jes)  (Im
of =80 (&= 895). Dosadime-li tuto frekvenci do realné &asti
G*(j«s), dostaneme usek na redlné ose, ve kterém frekvenéni — =8,95 Re
h i A tsek i A
charakteristika protina redlnou osu a tento.us’e ]6’0, 08. by
podle obr. 6.36 byl obvod asymptoticky stabilni, musi platit Re=-0.08
1 « =0,08 — k12,5
k
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