
Kapitola 4

Linearizace

Reálné fyzikálńı systémy lze matematicky popsat diferenciálńımi rovnicemi. Diferenciálńı

rovnice, které definuj́ı vztahy na reálném systému, mohou být obecně nelineárńı. Tento ne-

lineárńı popis charakterizuje dynamiku systému v širokém rozsahu pracovńıch podmı́nek.

Regulované systémy však často pracuj́ı v okoĺı definovaného pracovńıho bodu, kde je ob-

vykle můžeme nahradit modelem lineárńım. Lineárńı model je ovšem použitelný pouze

v takovém okoĺı pracovńıho bodu, pro které splňuje požadavky na přesnost. Proces na-

hrazeńı nelineárńıho modelu v daném pracovńım bodě modelem lineárńım je založen na

Taylorově polynomu prvńıho stupně (viz př́ıloha A) a nazýváme jej linearizaćı.

4.1 Teoretický úvod

Dynamické systémy s neproměnnými parametry se nazývaj́ı stacionárńı (t-invariantńı)

a lze je popsat soustavou nelineárńıch rovnic

ẋ(t) = f
(

x(t), u(t)
)

,

y(t) = g
(

x(t),u(t)
)

,
(4.1)

kde prvńı diferenciálńı rovnice se nazývá stavovou rovnićı a druhá algebraická rovnice

výstupńı rovnićı. Vektor u(t) je vektor r vstup̊u, x(t) je vektor n vnitřńıch stav̊u a y(t) je

vektor m výstup̊u. Vektory lze vyjádřit jako

u(t) =
[

u1(t) u2(t) . . . ur(t)
]T

,

x(t) =
[

x1(t) x2(t) . . . xn(t)
]T

,

y(t) =
[

y1(t) y2(t) . . . ym(t)
]T

.
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O linearitě či nelinearitě systému rozhoduje jen charakter vektorových funkćı f a g. Pokud

je alespoň jedna z těchto funkćı nelineárńı, jedná se o nelineárńı systém. Jde-li o nelineárńı

systém a chceme-li použ́ıt lineárńı teorii, aproximujeme nelineárńı funkci funkćı lineárńı

(viz př́ıloha A). Linearizaci (aproximaci) provád́ıme vždy v pracovńım bodě, pro který

plat́ı, že všechny derivace vnitřńıch stav̊u jsou rovny nule. Pracovńı bod charakterizuj́ı

vektory x0 a u0, jenž lze zapsat jako

u0 =
[

u10 u20 . . . ur0

]T
,

x0 =
[

x10 x20 . . . xn0

]T
.

Výstupńı vektor y0,

y0 =
[

y10 y20 . . . ym0

]T
,

je určen vektory x0 a u0, viz rovnice (4.1).

Lineárńı funkci lze źıskat pomoćı Taylorova rozvoje prvńıho řádu. Z definice A.1

vyplývá, že se v podstatě jedná o tečnu nelineárńı funkce v daném pracovńım bodě.

Vektorové funkce f a g můžeme rozepsat podle následuj́ıćıho schématu

fi

(

x(t), u(t)
)

≈ fi(x0, u0)+
n

∑

k=1

∂fi

∂xk

∣

∣

∣

∣

x0,u0

(xk − xk0) +
r

∑

k=1

∂fi

∂uk

∣

∣

∣

∣

x0,u0

(uk − uk0), (4.2)

gj

(

x(t), u(t)
)

≈ gj(x0, u0)+
n

∑

k=1

∂gj

∂xk

∣

∣

∣

∣

x0,u0

(xk − xk0) +
r

∑

k=1

∂gj

∂uk

∣

∣

∣

∣

x0,u0

(uk − uk0), (4.3)

kde i = 1, 2, . . . , n a j = 1, 2, . . . , m. Linearizovaný model je modelem odchylkovým,

vztaženým vždy k pracovńımu bodu, pro který byl odvozen. Odchylkový model lineari-

zovaného nelineárńıho systému můžeme zapsat podobně jako stavový model lineárńıho

systému ve tvaru

ẋ(t) = A∆x(t) + B∆u(t),

∆y(t) = C∆x(t) + D∆u(t),
(4.4)

kde vektory odchylek jsou

∆u(t) =
[

u1(t) − u10 u2(t) − u20 . . . ur(t) − ur0

]T
,

∆x(t) =
[

x1(t) − x10 x2(t) − x20 . . . xn(t) − xn0

]T
,

∆y(t) =
[

y1(t) − y10 y2(t) − y20 . . . ym(t) − ym0

]T
.
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Matice v rovnićıch (4.4) představuj́ı

A =













∂f1

∂x1

. . .
∂f1

∂xn
...

...
∂fn

∂x1

. . .
∂fn

∂xn













, B =













∂f1

∂u1

. . .
∂f1

∂ur
...

...
∂fn

∂u1

. . .
∂fn

∂ur













,

C =













∂g1

∂x1

. . .
∂g1

∂xn
...

...
∂gm

∂x1

. . .
∂gm

∂xn













, D =













∂g1

∂u1

. . .
∂g1

∂ur
...

...
∂gm

∂u1

. . .
∂gm

∂ur













,

kde A je matice systému rozměru (n × n), B je matice ř́ızeńı rozměru (n × r), C a D

jsou výstupńı matice rozměru (m × n) a (m × r).

4.2 Př́ıklady

Př́ıklad 4.1: Vodńı nádrž (Noskievič, P., 1999, strana 62) s jedńım př́ıtokem a jedńım

S2

S1

q(t)

h(t)

Obrázek 4.1: Vodńı nádrž

výtokem je popsána rovnićı

dh(t)

dt
= −S2

S1

√

2g
√

h(t) +
q(t)

S1

, (4.5)

kde h(t) [m] je výška hladiny v nádrži, q(t) [m3 s−1]

je objemový př́ıtok, S1 = 0,03 m2 je pr̊uřez nádrže,

S2 = 0,0008 m2 je pr̊uřez výtokové trubice a g [m s−2]

je t́ıhové zrychleńı.

Linearizujte systém pro výšku hladiny 10 m a po-

rovnejte linearizovaný a nelineárńı model. Za výstup

považujte výšku hladiny h(t) v nádrži.

Řešeńı: Nejprve zavedeme substituci

S2

S1

√

2g = a ,
1

S1

= b .

Dále zavedeme substituci pro vstupńı, stavové a výstupńı veličiny

u = q , x = h , y = h = x .
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Pracovńı bod je charakterizován hodnotami u0 a x0. Hodnota x0 představuje ustálenou

hladinu v nádrži (ze zadáńı 10 m) a u0 konstantńı př́ıtok potřebný pro udržeńı hladiny x0.

Př́ıtok u0 dopoč́ıtáme z rovnice (4.5). Pro ustálený stav plat́ı

dh(t)

dt
= ẋ(t) = 0 ,

odkud dostaneme

u0 =
√

2 S2

2
g x0 .

Po dosazeńı dostaneme pracovńı bod

x0 = 10 m, u0

.
= 0,0112 m3 s−1.

Stavovou rovnici (4.5) a výstupńı rovnici y(t) = x(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar

ẋ(t) = −a
√

x0 + b u0 −
a

2
√

x(t)

∣

∣

∣

∣

∣

x0, u0

(

x(t) − x0

)

+b
(

u(t) − u0

)

, (4.6)

y(t) = x0 + 1
(

x(t) − x0

)

. (4.7)

Je zřejmé, že součet prvńıch dvou člen̊u na pravé straně rovnice (4.6) je z definice pra-

covńıho bodu nutně roven nule. Rovnice (4.6) a (4.7) využijeme pro sestaveńı matic

stavového popisu. Pro obecný pracovńı bod maj́ı matice tvar

A =

[

− a

2
√

x0

]

, B =
[

b
]

, C =
[

1
]

, D =
[

0
]

.

Simulinkové schéma nelineárńıho a linerizovaného modelu je znázorněno na obrázku 4.2.

Nelineárńı model systému je nutné nastavit do pracovńıho bodu. To obnáš́ı nastaveńı

všech počátečńıch podmı́nek v souladu s pracovńım bodem. V tomto př́ıpadě je u0

počátečńı podmı́nkou vstupńıho bloku a x0 je počátečńı podmı́nkou integrátoru. Po-

rovnávat nelineárńı model s linearizovaným je možné pouze v okoĺı pracovńıho bodu.

Z tohoto d̊uvodu na vstup linearizovaného modelu přivád́ıme signál ∆u a výstup ne-

lineárńıho modelu porovnáváme se signálem ∆y + y0. Toto je d̊usledkem skutečnosti, že

linearizovaný model je modelem odchylkovým, vztaženým vždy k jednomu zvolenému

pracovńımu bodu.
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x ’ x 

- K - 

b

- K - 

a

x ’ = A x + B u 
y = C x + D u 

s q r t 

1 / s 

u 0 x 0 

Obrázek 4.2: Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu

nádrže

Následuj́ıćı obrázky porovnávaj́ı odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu na

skoky o r̊uzné velikosti přivedené na vstup v čase 50 s. Chyba odezvy linearizovaného

modelu je zp̊usobena odchýleńım od pracovńıho bodu. Z graf̊u vyplývá, že při použit́ı

větš́ıho vstupńıho skoku docháźı k větš́ı chybě, tj. linearizovaný model se v́ıce odchyluje

od pracovńıho bodu.
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Obrázek 4.3: Odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu nádrže na

skok o velikosti 1,1u0
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Obrázek 4.4: Odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu nádrže na

skok o velikosti 1,15u0 X

Př́ıklad 4.2: Kyvadlo s volným závěsem upevněné na pohyblivém voźıku (Roubal, J.,

2002), jenž je tvrdým zdrojem polohy (kyvadlo zpětně neovlivňuje pohyb voźıku), popi-

suje rovnice

d2ϕ(t)

dt2
= −2 δ

dϕ(t)

dt
− ω2

0
cos ϕ(t) +

2

3 l
a(t) sin ϕ(t), (4.8)

Obrázek 4.5: Kyvadlo na voźıku

kde ϕ(t) [rad] je úhel vychýleńı kyvadla od osy závě-

su, δ = 0,1 s−1 je koeficient útlumu, ω0 = 2,5 rad s−1

je úhlová frekvence vlastńıch kmit̊u, l = 1 m je délka

kyvadla a a(t) [m s−2] je zrychleńı dodávané systému

vněǰśı silou.

Linearizujte model systému pro kyvadlo v horńı

poloze x0 = [π/2, 0]T a porovnejte linearizovaný

a nelineárńı model. Za výstup považujte úhel vy-

chýleńı kyvadla.

Řešeńı: Nejprve zavedeme substituci

2 δ = b , ω2

0
= c ,

2

3 l
= d .

Dále zavedeme substituci pro vstupńı, stavové a výstupńı veličiny

u = a , x1 = ϕ , x2 = ϕ̇ , y = x1 .



4.2. PŘÍKLADY 29

Pomoćı substituce přeṕı̌seme diferenciálńı rovnici druhého řádu (4.8) na následuj́ıćı dvě

diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

ẋ1(t) = x2(t), (4.9)

ẋ2(t) = −b x2(t) − c cos x1(t) + d u(t) sin x1(t). (4.10)

Pracovńı bod je dán hodnotou u0 a vektorem x0 ve tvaru

x0 = [x10 x20]
T ,

kde x10 je úhel vychýleńı kyvadla a x20 je úhlová rychlost v poloze dané x10. Vektor x0

je znám ze zadáńı. Pro výpočet u0 vyjdeme z rovnice (4.10). Pro ustálený stav plat́ı

ẋ1(t) = 0 a ẋ2(t) = 0 ,

odkud dostaneme pracovńı bod

u0 = 0 m s−2 , x0 = [π/2 rad 0 rad s−1]T .

Rovnice (4.9), (4.10) a výstupńı rovnici y(t) = x1(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar

ẋ1(t) = x20 +1
(

x2(t) − x20

)

,

ẋ2(t) = − b x20−c cos x10−d u0 sin x10−b
(

x2(t)−x20

)

+ c sin x1(t)|x0, u0

(

x1(t)−x10

)

+

+ d u(t) cos x1(t)|x0, u0

(

x1(t) − x10

)

+ d sin x1(t)|x0, u0

(

u(t) − u0

)

,

y(t) = x10 +1
(

x1(t) − x10

)

.

Tyto rovnice využijeme pro sestaveńı matic stavového popisu. Pro obecný pracovńı bod

maj́ı matice tvar

A =





0 1

c sin x10 + d u0 cos x10 −b



 , B =





0

d sin x10



 ,

C =
[

1 0
]

, D =
[

0
]

.

Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu je znázorněno na obrázku 4.6.

Nelineárńı model je opět nutné nastavit do pracovńıho bodu. Hodnota u0 je počátečńı

podmı́nkou vstupńıho bloku, x10 je počátečńı podmı́nkou integrátoru stavu x1 a x20 je

počátečńı podmı́nkou integrátoru stavu x2.
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Obrázek 4.6: Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu

kyvadla
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Obrázek 4.7: Odezva nelineárńıho a linearizovaného modelu kyvadla na

skok o velikosti 1

Obrázek 4.7 zobrazuje odezvu nelineárńıho a linearizovaného modelu na jednotkový

skok přivedeného na vstup v čase 1 s. Zamyslete se nad d̊usledkem použit́ı linearizovaného

modelu. X


