Programovy modul pre modelovanie, riadenie a simulaciu

vyukového modelu Gulocka na tyci

Nelinearny dynamicky systém gul'dcka na ty¢i (Ball & Beam) sa vyuziva prevazne vo vyuke
za ucelom praktického overenia nadobudnutych poznatkov z modelovania a riadenia nestabilnych
nelinedrnych dynamickych SISO systémov. Pre tento model je typickd nestabilita v otvorenej slucke
a existencia viacerych metod navrhu riadenia, ktoré st aplikovateI'né na tento model.

S podobnymi problémami pri riadeni sa mdézeme stretnit’ napr. pri Starte rakety (popr.
raketoplanu), kde je potrebné aktivne riadenie na zabezpecenie stability pred prevratenim alebo pri
stabilizovani a optimalizovani spravania lietadla pri jeho dizajnovani.

1. Charakteristika vyukového modelu Gul’6¢ka na tyci

Na Obr. 1 je zndzornend jedna z alternativ konStrukcie modelu Gul'6¢ka na ty€i. Servomotor,
ktory naklana ty¢, moze byt tiez umiestneny aj na jednom z koncov tyce.

U _/
—» Servomotor

Obr. 1: Model Gul6cky na tyci

Popis fyzikalnych veli¢in a parametrov modelu Gul'6¢ka na tyci je:

* U, ()- vstupne napdtie privadzane do servomotora,

* a (t) —uhol natoCenia tyce,

* X (t) — poloha gul’'6¢ky na tyci,
o [—dizka tyce,

* m —hmotnost’ gul'6¢ky,

* r—polomer gul'6cky.



2. Matematicko — fyzikalny opis systému

Nelinedrny dynamicky systém Guldc¢ka na ty¢i mozeme dekompoziciou rozdelit na
subsystém Servomotor a subsystém Gul'6¢ka na tyci, ktoré st zndzornené na Obr. 2

Gulicka na tyci

; : Subsystém
Ua (1)|| Subsystém | a (1) Gulicka na x(1)
—2||Servomotor|——> Py —

Obr. 2 Rozdelenie modelu na subsystémy

2.1 Subsystém servomotora

Ty¢ je naklanana pomocou krokového servomotora, ktory mdzeme nahradit’ linearnou
obrazovym prenosom 1. radu

Ku
= . (1)

F, =
o T T s+ 1

2.2 Subsystém gul’6¢ky na tyci

Na odvodenie matematického modelu subsystému Gul'd6¢ka na ty¢i pouzijeme Lagrangeove
rovnice druhého druhu, ktorych zakladny tvar je

d oL, OL .
—(=—=)—=——=0,,i=1,2,...,
dt<6cjl.) oq, 2 " (2)
kde
. L - Lagrangeova funkcia predstavujuca rozdiel celkovej kinetickej a potencialnej
energie (tzv. kineticky potencial),
. qi — i-ta nezavisla zovSeobecnena suradnica,
. q, - derivacia i-tej zovieobecnenej suradnice,

. O, —i-ta zovieobecnena sila podla.

Subsystém Gul'dcka na ty¢i ma jeden stupen vol'nosti (pohyb gul'6€ky po ty€i), Co znamena,
Ze subsystém ma jednu nezavisli zovSeobecnenu suradnicu  ¢;,=X

Ak pre zjednoduSenie modelu neuvazujeme zovseobecnenu silu  Q; , potom rovnica (1)

ma tvar

d oL, OL

—(=—)——=——=0,i=1,2,...

dt(aq'i) og " YiTL2m (3)
kde

L=E,—~E, . 4)

Pricom celkovl kinetickll energiu tvori kineticka energia rota¢ného pohybu s momentom
zotrvacnosti J auhlovou rychlostou w okolo osi prechadzajtcej stredom gul’'6¢ky a
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kinetickej energie posuvného pohybu gul'ocky, hmotnosti m  arychlostou v

_1 5 1.5
Ek—zmv (t)+2Jw(t) ) (5)

Y _Vv ,
Po substiticiiza w= . apouprave dostaneme

E=5m Vi) ©)

[\

Celkova potencidlna energia subsystému je dana vzt'ahom
E, =mgx(t)sino(t) . @)
Po tuvahe, Ze rychlost’ je rovna prvej derivacii polohy , po dosadeni rovnic (6), (7) do
rovnice (4) a po uprave dostaneme kineticky potencial v tvare

L:%(m-i-%)x(t)—mgx(l‘)sin(x(t) ) (8)

Dosadenim rovnice (8) do rovnice (3) a naslednou tpravou dostaneme vyslednu pohybovu

rovnicu subsystému Gul'6¢ka na ty¢i v nasledovnom tvare
J . :
(m+=)%(t)—mgsina(t)=0 (9)
r

2.3 Matematicky model Gul’6¢ky na ty¢i

Model Gul'6¢ky na ty¢i je mozné opisat’ vo forme nelinearneho stavového opisu v afinnom
tvare

x=f(x)+g(x)uy,
yMU:h(x> . (10)

Uvazujme model Gul'6¢ky na ty¢i ako model 3. radu, kde vektor x je definovany ako

X X4
X=[x|= ‘x2 ) (11)
¢ \x,

kde x; reprezentuje poziciu gul'ocky na tyCi, x, predstavuje rychlost’ gul'ocky a x; uhol naklonenia
tyCe o .

Potom nelinedrny dynamicky systém modelu Gul'6¢ky na tyCi v afinnom tvare je definovany
nasledovne

x1:f1(x1,x2,x3):x2 5

. mgsin( x,)
xzzfz(xl,xz,%):i(]3
(m+—2) ’
' x
x3:f3(x1,x2,x3):_T_3 ) (12)

a

alebo v stavovom priestore



X,

mgsin(xs)

. J
X, = (m+—2)



3. Nelinearny simula¢ny model
Uloha 3.1:

Na zéklade rovnic (1) a (9) vytvorte simulaény model v programovom prostredi
MatLab/Simulink. Nezabudajte, ze do simulacného modelu subsystému Guldcky na tyci
implementujte aj odrazenie gul'6cky od okrajov tyce (s dlzkou tyce / a konStantou odrazu b).

Uloha 3.2:

Otestujte model v otvorenej slucke na tieto signaly
* pulzny signal,
* sinusoidny signal
a vysledky graficky zobrazte. Nezabudajte, ze vstup u privddzany na servomotor musi byt v

rozsahu (—1,1) .



4. Linearna syntéza
Uloha 4.1:

Pre zjednodusenie linearizacie uvazujme, ze pri vel'mi malych uhloch o plati sinax~«
Potom na zaklade rovnic (1) a (9) uréte vysledny obrazovy prenos modelu Gul'6¢ky na tyci, priCom vezmite
v Gvahu aj prenos K, statického snimada.

Uloha 4.2:

Rozvojom nelinedrneho modelu (9) do Taylorovho radu v pracovnom bode x=(g) a

pridanim 3. stavu reprezentujuceho uhol naklonenia servomotora (1) zostavte linedrny model v
stavovom priestore v tvare

X=Ax+Bu ,
y=Cx . (14)

Uloha 4.3:

Na obrazovy prenos ziskany po vypracovani ulohy 4.1 navrhnite PID reguldtory metodou
Standardnych tvarov podl'a Butterwortha a Graham — Lathropa. Ciel'om riadenia nech je sledovanie
referencnej trajektorie. Overte navrhnuté algoritmy riadenia na nelinedrnom simulaénom modeli
Gul'6¢ky na ty¢i.

Uloha 4.4:

Na linearny model (14) navrhnite stavové LQ riadenie do ustaleného stavu (stavova spitna
vizba K, zosilnenie riadiacej veliCiny N), s vyuzitim funkcie /gr v MatLab-e. Ciel'om riadenia nech
je sledovanie referen¢nej trajektorie. Overte navrhnuté algoritmy riadenia na nelinearnom
simulacnom modeli Gul'6¢ky na tyci.

Uloha 4.5:

Na linearny model (14) navrhnite stavové riadenie s integracnou zlozkou (LQI). Najskor je
potrebné rozsirit’ stavovy opis linedrneho modelu (14) o dalsi stav (odchylku e vystupu y od
pozadovanej hodnoty r), ktory je definovany

e=r—y . (15)

Vektor x tak nadobudne 4. stav, a linearny stavovy model pouzity pre ndvrh stavového LQI riadenia

e

i =(C 0(;‘) . (16)

Na linearny model (16) navrhnite stavové riadenie s integratnou zlozkou (LQI) do
ustaleného stavu (stavova spitna vizba K, zosilnenie riadiacej veli¢iny N), s vyuzitim funkcie lgi v
MatLab-e. Ciel'om riadenia nech je sledovanie referen¢nej trajektorie. Overte navrhnuté algoritmy
riadenia na nelinearnom simulaénom modeli magnetickej levitacie v riadiacej Strukture podla
Obr. 3.
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Integrator - -K = sys

Obr. 3 Schéma zapojenia LQI stavovéeho regulatora



5. Nelinearna syntéza — metoda spatnoviazobnej exaktnej
linearizacie

V tejto Casti si ukdZeme ako aplikovat metddu spdtnovidzobnej exaktnej linearizacie v
riadeni SISO systémov. Tato metdéda spociva vo vypoCte Lie derivacii, avSak najskor si
zadefinujeme niektoré zakladné pojmy.

5.1 Lieho operator

Pre skalarnu funkciu A(x)=A(x, x,...,x,) vektorovej premennej x(x; x,...,x,) a

n — rozmernu vektorovu funkciu
filx x, .x,)
f(x)= falx x,0nx,) | s (17)

e foulx xy )

definujme novu skalarnu funkciu premennej x nazyvanu Lieho operator, ktora sa zvy¢ajne oznacuje
L,A(x) , pricom
- OA

LfA(x):LfA(xl,xzj...,xn):; 8x-f"(xl’x2"“’x”) ) (18)
P eni 2o=(Z0 CL Oh) o funkeiu L,A(x) jednoducho vyjadrit
0 oznaeni Z ox 0x, " ox, mozno funkciu L, A(x) jednoducho vyjadrit
ako
0A
L= (19)

nova funkcia L f?\(x) sa nazyva aj derivacia A(x) pozdiZ f{x). Mozné je aj opakované pouzitie
tejto operacie. Napriklad derivovanim A(x) najskor pozdiz f{x) a potom pozdiz g(x) je mozné
skonStruovat’ funkciu

OL,A

L,LA(x)= P g(x) . (20)
Derivovanim A(x) k— krat pozdiZ f{x) moZeme rekurzivne definovat’ funkciu
oL A
Lia(x)=——f(x) . 1)
: 0x

5.2 Relativny rad systému

Pomocou Lieho operatora si zadefinujeme pojem relativneho radu systému. Dany nelinearny
systém (10) ma relativny rad » v bode x,, ak pre vSetky x z okolia x, a pre vSetky k < r-1 plati vyraz
L,LSA(x)=0 ,pricomprek=r-Iplati L,L7'A(x)#0 .

5.3 Lokalna transformacia suradnic

Predpokladajme, Ze nelinearny systém ma relativny rad » v bode x, a » = n, kde n je rad
nelinearneho systému. Potom vieme rekurzivnym vypoctom Lieho operatorov ziskat' lokalnu
transformaciu stradnic ¢ (x) , ktora je definovana nasledovne



¢ (x)= =l . (22)
b, (x)| L7 'A(x)

Zobrazenie ¢ (x) ma regulérnu Jaccobiho maticu v bode xj, a preto mozno toto
zobrazenie povazovat’ za lokélnu transforméciu suradnic v okoli bodu x;.

Nech prva nova suradnica je rovna z,=y=h(x), potom opis systtmu v novych
stiradniciach je v tvare

s _9(x) adx _0h(x) adx _
: ox odt 0Ox Ox

L_fh(x):(l)z(x)zzz(t),

.

z,,=L, L;flh(x)uZd),.(x):Z,,
Z=L)h(x)+L, L "h(x)u. (23)

5.4 Implementacia metody exaktnej linearizacie

Na ziskanie linearnej formy nelinearneho systému su potrebné dva kroky
* lokalna zmena suradnic podla rovnice (22),
* 7 poslednej rovnice sustavy rovnic (23) vieme definovat’ spédtni vézbu potrebnl na
vypocet vstupu u(?) nelinearneho systému v tvare

L
u_LgL;-_lh(x)(v Ly h(x)), (24)

kde v predstavuje novy vstup do systému opisané¢ho ststavou rovnic (23). Novy transformovany
systém, ktory sme dosiahli spdtnou vizbou (24) sa sprava ako séria integratorov zapojenych za
sebou. Tento transformovany systém vieme zapisat’ v tvare

01 0 ... 0 0
0O 01 ... 0 0
z=| b etz e
0 0O o1 0
0O 00 ... 0 1
y=(1 0 .. 0z (25)

Na linedrny riaditel'ny systém v tvare (24) mozeme aplikovat’ metody linearnej syntézy, ako
su napriklad stavové LQ, LQI riadenie, metdda umiestnenia pélov apod. Vysledky spédtnoviazobne;j
linearizacie a nasledny navrh linearnej spitnej viazby implementujeme do riadiacej Struktiry podla
Obr. 4.
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u=g(x,v) > x=f(x,u)

z=T(x)

Obr. 4 Implementacia spdtnovizobnej exaktnej linearizacie v
riadacej Strukture

5.5 Simulécia riadenia Gul’0¢ky na ty¢i s vyuZitim metédy exaktnej
linearizacie a stavovych LQR, LQI regulatorov

Linearne stavové LQR, LQI regulatory navrhneme rovnakym sposobom ako na linearny
systém ziskany rozvojom do Taylorovho radu avSak na systém popisany rovnicami (25). Pokial’ boli
nelinedrna syntéza, LQR a LQI stavové riadenia transformovaného systému navrhnuté spravne,
vystup nelinedrneho systému bude verne sledovat’ referencnu trajektoriu. Na Obr. 5 je zndzorneny
graficky vysledok simulacie riadenia linearneho systému (25) LQR reguldtorom a na Obr. 6 je
zobrazeny vysledok simuldcie riadenia linedrneho systému (25) LQI regulatorom.

Odozvanelinedrneho simulaéného modelu
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Obr. 5 Vysledok simuldcie riadenia metodou exaktnej linearizacie spolu
so stavovym LOR regulatorom
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Odozva nelinedrneho simulaéného model
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Obr. 6 Vysledok simuldcie riadenia metodou exaktnej linearizacie
spolu so stavovym LQI regulatorom
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