Tutorial pre modelovanie, analyzu a riadenie modelov

hybridnych systémov

Tutoridl objasnuje zakladné pojmy z oblasti modelovania a analyzy hybridnych systémov, poukazuje
na ich rozlicné spravanie v jednotlivych mdédoch hybridného systému a zapis ich matematického
modelu do prostredia MATLABu vo forme S-funkcii. Hlavnym modelom je hybridny systém
hydraulického systému dvoch nadob s jednym pritokom do prvej nadoby a s jednym odtokom v
druhej nddobe. Nadoby su vziajomne prepojené 2 ventilmi. Tutoridl sa v kratkosti venuje
modelovaniu daného systému, vysvetluje dovod hybridného charakteru tohto systému. Dalej sa
venuje linearizacii nelinedrneho modelu, vytvoreniu fazovych portrétov a ndvrhu riadenia LQR pre
linedrnu reprezentdciu tohto systému v mddoch, v ktorych je mozné uvaZovat o riadeni na ustaleny
stav. Tutorial obsahuje niekolko definovanych uloh, ktorych rieSenim sa objasfiuju jednotlivé pojmy
a algoritmy rieSenia tychto uloh.

Znenie Uloh zadania:

1. Modelovanie uvazovaného hybridného hydraulického systému (dalej len HHS)
1.1. Urcte samotné maddy zvoleného hybridného systému a podmienky zotrvania HHS v danom
mode.
1.2. Odvodte diferencialne rovnice pre kazdy maod.
1.3. Vypoditajte ustdlené hodnoty veli¢in pre kaidy mdd, pricom ustdlend hodnota h,g; je pre i-ty
mod zadefinovana
1.4. Vykonajte linearizaciu systému v okoli pracovného bodu
2. Analyza HHS, overenie spravnosti linearizacie systému.
2.1. Porovnajte vystup linedrnej aproximacie HHS a jeho nelinearneho modelu v pracovnom bode
a mimo neho pre kazdy mad.
2.2. Zostrojte fazové portréty HHS pre kazidy mdd. Jednotlivé Ciastkové fazové portréty zobrazte
v jednom grafe.
3. Syntéza riadenia LQR s vyuzZitim linedrnej aproximacie HHS
3.1. Vypoditajte spatnovazobné zosilnenia k; pre privedenie systému do rovnovazneho stavu pre
kazdy mad
3.2. Vypocitajte dopredné zosilnenia N; pre privedenie systému do nového ustaleného stavu pre
kazdy mad
3.3. Aplikujte navrhnuté LQ riadenie na novy ustaleny stav na nelinearny hybridny systém
Ulohy vykonajte na hydraulickom systéme, ktory je zobrazeny na Obr. 1. Zoznam fyzikdlnych veli¢in

HHS je v Tab. 1 a zoznam parametrov je v Tab. 2



Tab. 1: Zoznam fyzikalnych veli¢in hydraulického systému

Znacenie Jednotka Fyzikalna veli¢ina
hy(t) [m] vyska hladiny v prvej nadobe
h,(t) [m] Vyska hladiny druhej nddobe
qo(t) [m3s~1] | Pritok do prvej nddoby
Tab. 2: Zoznam parametrov nadob hydraulického systému
Znacenie Jednotka Hodnota Parameter
Rimax [m] 24 Vyska prvej nadoby
homax [m] 2 Vyska druhej nadoby
Qomax [m3s™1] 0.02 Maximalny pritok do prvej nadoby
h, [m] 1 Vyska prietokového ventilu k,
S, [m?] 1 Prierez prvej nddoby
S [m?] 1 Prierez druhej nadoby
kq [m?5s~1] | 0.01265 | Charakteristika spodného ventila
k, [m?5s~1] | 0.01265 | Charakteristika doIného ventila
ks [m25s71] | 0.01265 | Charakteristika vytokového ventila
hlmax 2max

Obr. 1: Znazornenie fyzikalnych veli¢in a vzajomnych interakcii medzi nadobami uvazovaného HHS




1. Modelovanie uvazovaného hybridného hydraulického
systému

1.1.Urcte samotné mody zvoleného hybridného systému a podmienky
zotrvania HHS v danom madde
Zvoleny hydraulicky systém je hybridny z toho dovodu, Ze sa jeho diferencidlne rovnice menia s
meniacou sa vySkou hladin v oboch nadobach. Dévodom je horny ventil k,. Ak je vyska hladin
v oboch nadobach pod tymto ventilom k,, teda plati (h{(t) < h,) A (h{(t) < h,), systém je v
interakcii len cez jeden ventil, ato k;. Ak vSak hladina kvapaliny v jednej (alebo oboch) nddobach
prekroci vysku h,, ventilu k,, nddoby zaénu interagovat aj cez horny ventil k,. To spésobuje zmenu
chovania sa systému, tym padom aj zmenu diferencidlnych rovnic, z ¢oho mozno priamo usudit, ze
systém je hybridny. Plati to pre kazdy systém, ktory ma rozlicné diferencidlne rovnice pre aspon
jednu dvojicu vektorov stavovych premennych. Existuju aj iné typy hybridnych systémov, ale nimi sa

tento tutorial nezaobera.

Pre nazornost je mozné vidiet jednotlivé mody a ich oznacenia na Obr. 2:

Mdd A Mdod B Mdd C Méd D
Obr. 2: Grafické zobrazenie médov HHS
Systém moze byt v danom ¢asovom okamihu iba v jednom z danych médov. Existencia v mdde zavisi
od vysok hladin hy(t), h,(t). Ak su obe hladiny pod ventilom, voda moze pretekat z jednej nadoby
do druhej iba cez ventil k;. Ak je hladina h4(t) nad ventilom k, a hladina h,(t) pod ventilom k,,
voda pretekd z lavej nadoby do pravej cez oba ventily, t. j. k; a k,. Ak je hladina h4(t) pod ventilom
k,a hladina h,(t) nad ventilom k,, nastava opacny dej. Ak su oba ventily nad ventilom k,, kvapalina

moZe pretekat z jednej nadoby do druhej cez oba spolocné ventily k; a k, stCasne. Preto tieto

podmienky zotrvania systému v danom mdde mdzeme zapisat prehladne ako v Tab. 3.

Moéd C je zfyzikdlneho hladiska nedosiahnutelny pri nulovych pociatoénych podmienkach a pri
regulacii vysok hladin len pritokom qo(t). Pre Uplnost vSak uvaZzujme aj tento mdd, nakolko

simulacne je mozné ho dosiahnut napr. zadanim pociato¢nych podmienok v tomto méde.



Tab. 3: Podmienky zotrvania HHS v danom méde

Mod Hladina v prvej nadobe h4 (t) Hladina v druhej nadobe h, (t)
A Pod ventilom (h,(t) < hy,) Pod ventilom (h,(t) < h;,)
B Nad ventilom (hq(t) > h,) Pod ventilom (h,(t) < h,)
C Pod ventilom (h,(t) < hy,) Nad ventilom (h,(t) > h,,)
D Nad ventilom (hy(t) > hy,) Nad ventilom (h,(t) > h,)

1.2.0dvod’te diferencialne rovnice pre kazdy mod

Pri odvadzani rovnic vyuzivame Torriceliho vztah pre rychlost pohybu kvapaliny v trubici:

v(t)?
P g ) + pgh(t) + p = constant (1)

kde v(t) je rychlost pohybu kvapaliny, p je hustota kvapaliny, p je tlak posobiaci na kvapalinu
(atmosféricky tlak). Nasledne uvazujme nadobu v tvare kvadra s vyskou hladiny h(t) a otvorom vo
vyske h,,. Porovnanim rychlosti kvapaliny v nadobe a v otvore potom plati (pri zanedbani rovnakého
atmosférického tlaku v oboch stranach rovnice):

pv(t)? _puy(t)?
5 tPgh(t) =——

+ pgh, (2)

kde v,(t) je rychlost kvapaliny vytekajlcej cez otvor, v(t) je rychlost poklesu hladiny v nadobe.
KedZe prierez ventilu je velmi maly vo¢i prierezu nadoby, tak v(t)? « v,(t)? a rovnica sa upravi na
tvar

2
pv”z( 2l pgh,(t) (3)

pgh(t) =
Vyjadrenim v, (t) ziskame vysledny vztah:

vy(t) =29 (h(t) = hy) (4)

Dalej pouzijeme rovnicu kontinuity, ktord hovori, 7e objemovy tok v nadobe je konstantny, pricom

nas zaujima objemovy tok v nddobe ako takej a v jej otvore:
Sv(t) = sv, (1) (5)

Nakolko v(t) je derivaciou vysky hladiny a vztah pre v,(t) je uvedeny v (6), je vysledny vztah pre

zmenu hladiny v nadobe:



dh(t)  sy/2g(n(®) = hy) (6)

dt S

Znamienko minus v rovnici indikuje klesanie vysky nadoby. Zavedieme eSte substituciu, kde k =

s,/ 2g je konstanta ventila.

Ak privedieme do nadoby pritok gy (t) ako vstup do nadoby, zmeni sa rovnica (6) na finalny tvar pre

zmenu vysky nadoby v kvapaline s otvorom a s meniacim sa pritokom:

dh(t) _  ky/(h(®) — hy) L 9® (7)
dt S S

Rovnica sa vSak zmeni, ak su nadoby v interakcii, ¢o znamena, Ze su prepojené ventilom, pricom

hladina v oboch nadobach je nad tymto ventilom. Takyto pripad je napr. v mdéde A na Obr. 2, plati:

dh(t) _ ki (hy(£) — hy (1)) N qo(t)
dt B 51 51
(8)

dhy(t)  kiy/ (A () — hy(1)) ks ha (D)
dt - S5 S

Tieto vztahy vsak platia iba vtedy, ak h;(t) > h,(t). Nakolko je mozné v druhej nadobe dosiahnut
vysku vacésiu ako v prvej nadobe (napr. pridanim pritoku do druhej nadoby), je nutné vztah (8)

zovseobecnit na tvar:

dhy () sign(hy(t) — ha(£))kiy/ 11 (€) — Ry ()] | qo(2)
= - +
dt 51 Sl

(9)
dhy(t) _ sign(hy(t) = ha () kiy/1h () = ho ()] k3'ha (0
dt N S1 S

kde funkcia sign(x) =1 pre kladné x a sign(x) = —1 pre zaporné x. Nakolko ostatné mody
vyuZivaju pri odvadzani rovnaké predpoklady, je mozné ich odvodit podobnym sp6sobom. Pre méd B

plati:

dhy(t)  qo(t) ke hy(t) — hy(8) _kay hi(t) — hy
dt S1 S1 $1

(10)

dhy(t)  kiy/hy(0) — ha (D) 4 ko) —hy k3 hy ()
dt S, S, S,

Pre mdd C plati:



dhy(t) _ qo(t) + kqy hy(t) — hy () + ko hy(t) — hy

dt 51 51 51

(11)

dhy(8) ki) —hi(®)  kap/ha()) =Ry k3B ()

ac S, S, S,
Pre mdd D plati:
dhy () _ qo(t) (ki + kp)sign(hi(t) — hp(£))y/ Ry () — hp ()]

a S S1

(12)

dhy(t) _ (ks + ka)sign(hy(t) — ha(O)V 1R (D) — ha (D] ks ha(8)
dt N S, S,

1.3.Vypocitajte ustalené hodnoty velicin pre kazdy mod
Na riadenie systému pomocou LQR v okoli pracovnych bodov je najprv ziskat tieto pracovné body,
teda ustdlené stavy. Rovnovazny stav nadobulda systém prave vtedy, ak su vstupy na systém nulové
(u = 0) a jeho stavové veli¢iny nemenia svoje hodnoty (dx/dt = 0), teda ich derivdcie su nulové.
Rozdiel medzi rovnovaznym a ustdlenym stavom je ten, Ze pri ustdlenom stave uvazujeme
konstantné, nenulové vstupy na systém (u # 0), priCom stavové veli€iny systému su taktieZ
konstantné. Po vypocitani hodndt pracovnych bodov je potom mozné systém linearizovat v okoli

tychto pracovnych bodov.

Pri linearizacii daného HHS vyuZivame linearizaciu pomocou rozvoja do Taylorovho radu a ziskania
jakobianov, pricom pre dany HHS je nutné vypocitat ustalené stavy hyg;, h,s @ qosi Pre i-ty maéd,
v okoli ktorych vykondme linearizaciu. Nakolko dany hybridny systém obsahuje 2 diferencidlne
rovnice a hodnoty veli¢in hyg;, hyg @ qosi SU Nezname, je nutné si jednu veli¢inu zvolit ako parameter
a zvysné hodnoty vypocitat pre zvoleny parameter. V nasom pripade sme zvolili ako parameter vysku

hladiny v 2. nddobe, teda h,;. Zvolené hodnoty h,; boli zvolené nasledovne:

Tab. 4: Zvolené ustalené hodnoty h,; pre vysku hladiny v druhej nddobe

Maod Hodnota ustalenej hodnoty hladina hyg;[m]
A 0.3
B 0.8

D 1.2




Ustdleny stav nastdva vtedy, ak sa vysky hladin hy(t), h,(t) v oboch nadobach nemenia, teda ich
derivacie st nulové. Nakolko sme vztahy pre vysku nadob vyjadrili, v dalsom kroku z tychto vztahov

vypocitame algebraickymi Upravami ustalené hodnoty veli¢in. Uvedeny je postup pre maéd A.

Mdd A: Najprv predpokladajme, Ze vyska hys, > h,gq, Nnakolko pritok qo(t) je v prvej nadobe a odtok
k3 v druhej nadobe. Potom sa rovnice (9) po zohladneni faktu, Ze derivacie su nulové a prierezy

nadob sa rovnaju §; = S, = S, upravia na tvar:

_ kl hlsa - hZSa qosa
S S

— kl\/ hlsa - hZSa _ k3\/ hZSa
S S

0=

(13)

0

Obe rovnice vynasobime menovatelom S a nasledne rovnice sé¢itame. Dostaneme vztah:

dosa = k3\/ hssa (14)

Dosadenim ¢iselnych hodnét je potom qgs, = 0.01265+v/0.3 = 0.0069m3s~ 1. Vyjadrenie hodnoty

hs, je potom uZ trividlne. M6Zeme taktieZ zohladnit fakt, Ze plati k; = k3:
0 = kyy/hisqa — hasa = k3y/hazsa
kiy hisa = hasq = K3/ hasa

ky? (s — hasa) = ks*hasa
(15)
klzhlsa - klthSa = k32h25a

he = (k3” + k1 hygq
1sa — 2
ky

hlS(l =2 hlS(l =0.6m

Posledny vztah v rovnici (15) plati len preto, lebo v nasom pripade k; = k3, ¢o vSak nemusi platit vo

vSeobecnosti.

Mdd B: Po vyndsobeni rovnic (10) modu B prierezom nadob S; a S, a ich scitanim ziskame vztah pre

vypocet ustaleného pritoku gggp:

Qosp = k3\/ hasp (16)

Ustalenu hodnotu hladiny v prvej nddobe h; g, vypocitame z rovnice pre zmenu vysky hladiny druhej

nadoby (10):



0= kl\/hlsb - hZSb + k2\/hlsb - hv _ k3\/ hZSb (17)
Sz S2 S2

Vyndasobenim prierezom S, a zavedenim substitlcie k; = k, = k3 = k prejde rovnica (17) na tvar,

ktorého zjednodusenim ziskame vysledny vztah pre hyg:

0= k\/hlsb — hasp + k\/hlsb —h, — k\/hZSb

\/hlsb — hysp = \/hlsb —h, — \/hZSb

hlsb - thb = hlsb - hv + thb - 2\/h15b - hU\/hZSb

2thb - hv = 2\/h15b - hv\/hZSb (18)

= hisp — hy

2h2$b - hv

2\/ h25b

2hye — hy\°
hlsb=<w> +hv

thb

Dosadenim &iselnych hodnét vypoéitame hodnotu hyg, = 1.1125m, qog, = 0.0113m3s™ 1. Vypocet

sa podstatne zjednodusil vdaka rovnosti prierezov ventilov k; = k, = k;.

Méd C: Po vyndsobeni rovnice (11) menovatefom S; apo zohladneni faktu, Zze dh;/dt =0 a

dh,/dt = 0 dostavame:

0 =qosc + kl\/hZSC —hisc + k2\/h25¢: —h,

0= _kl\/ hasc — hige — kZ\/ hase — hy — kS\/ hasc

Hodnoty g, (t), k1, k5 st kladné. Mdd C je definovany podmienkami h,g. > hy, hige < h,. Po séitani

(19)

oboch rovnic dostaneme vztah g5 = k3+/hysc, ktory spatne dosadime to prvej rovnice:

0= k3\/hZSC + kl\/hZSc —hyge + kzv hasc — hy (20)

Je to trojélenny vztah, v ktorom kazdy ¢len je vacsi ako 0, pricom ich siéet ma byt kladny, vysledkom

¢oho je, Ze rovnica nema v oblasti redlnych Cisel rieSenie, preto méd C nema ustaleny stav, nakolko
neexistuje taky pritok qosc, pre ktory by derivacie stavovych premennych boli nulové, t. j. dh,/dt =
0 a dh,/dt = 0. Vyplyva to uZ logicky aj z toho, Ze pritok je iba v prvej nddobe a odtok iba v druhej

nadobe, preto zotrvanie v mdde C je nemozné.

Mdd D: Pri tomto mode opat predpokladajme, Ze higq < hygq, Nakolko kvapalina priteka do prvej

nadoby a vyteka z druhej nadoby. Z rovnice (12) pre druht nddobu systému potom plati:



0= (k1 + ka)v'hisa —hasa k3 hosa

S2 S2

(ky + kz)\/hmd — hasqa = k3\/h23d
(21)

ks \*
hisa = (m) + 1| hasq

hlsd = 125 hZSd

Posledny vztah je moiné opat ziskat zjednoduSenim predchadzajuceho vztahu vdaka rovnosti
prierezu ventilov k; = k, = k5. Ciselne potom h;;; = 1.5m. Vztah pre ustéleny pritok gysq; Opat

ziskame scitanim rovnic (12):

Qosa = K3/ Rasa (22)
Ciselne potom qpsq = 0.0139 m3s~1.

Jednotlivé vysledky vypoctov hodn6t pracovnych bodov v jednotlivych mddoch zobrazuje Tab. 5:

Tab. 5: Pracovné body HHS pre jednotlivé médy systému

Maéd hasi[m] hysi[m] qosi[m®s™]
A 0.3 0.6 0.0069
B 0.8 1.1125 0.0113
D 1.2 1.5 0.0139

Pre jednotlivé médy su vypocitané pracovné body skutocne prislusné v danom maéde. Ak by sme ale
ustalend hodnotu hladiny v druhej nadobe h,g; zvolili zle, napr. pre méd A zvolili h,g, = 0.6m,
potom by hys, = 1.2m a dany pracovny bod by neprislichal médu A, teda hodnotu h,,, by sme

museli volit znova.
Vo vSeobecnosti je postup pre ziskanie hodnét veli¢in v pracovnom bode nasledovny:

1. Dosadit do rovnic systému za derivacie stavovych premennych nulu, nakolko stavové
premenné sa nemenia

2. Riesit n rovnic s m neznamymi veli¢inami, ak je m > n, volime si veliiny ako parameter tak,
aby sa pocet rovnic zhodoval s po¢tom neznamych

3. Overime, ¢i sa dany pracovny bod skuto¢ne nachddza v danom mdde



1.4.Vykonajte linearnu aproximaciu systému v okoli pracovného bodu
Pri linearizacii v okoli jednotlivych pracovnych bodov vyuZzivame linearizaciu pomocou rozvoja do
Taylorovho radu. Principom je vytvorenie matic parcidlnych derivacii a ndsledne dosadenim
vypocitanych pracovnych bodov do tychto matic, ¢im vznikaju jakobiho matice A a B. Ak oznacime
rovnicu pre zmenu vysky hladiny v prvej nadobe f;, arovnicu pre zmenu vysky hladiny v druhej

nadobe f,, pre n-ty maod, plati:

0fin  0fin \|
A = ohy(t) 0hy(t)
n aon aon

oh,(t) OJh,(t
1( ) 2( ) hy(®)=hqsn, ha (©)=h2s1n,q0(t)=qosn

(23)
[
09, (t)
B, =
" '\ |
dqo(t
% qo(t)=qosn
Vysledkom linearizacie v okoli pracovného bodu je odchylkovy model, pricom plati
d(hy(t) — hysn)
dt _ (hl (t) - hlsn)
=A +B t) — 24
d(hy(t) — hyen) " \hy (£) — hyen n(qo(t) = qosn) (24)

dt

Potom rovnice systému (9), (11), (12) v jednotlivych médoch zderivujeme podla vztahov (23). Pre
nazornost je ukazany spdsob derivacie pri mdde A, pri mddoch B a D st uvedené len vysledné matice

jakobianov. Rovnice (9) mézeme zjednodusit na tvar:

kiy/1hi(£) — hy (D] 4 qo(t)
S, S,

fia=-—
(25)

fou = k1\/|h1(t) — hy(t)] _ k3\/h2(t)
24 = s, s,

nakolko sign(h,(t) — h,(t)) mda hodnotu 1 po dosadeni ustdlenych hodnoét hyg,, hyg,. Potom pre

jednotlivé parcidlne derivacie v jakobianoch 4 a B (23) plati:

Ofia _ _ kq
oh,(t) 25,/hi () — hy (D)
(26)
Ofin kq

Ohy(t) ~ 28, /hy (£) — hy(2)



Do tychto vztahov potom dosadenim hodnét pracovnych bodov higq, hose, Qosq 2@ hi(t), hy (1),
qo(t) ziskame vysledné matice A,, B, mdédu A. Rovnakym spdsobom mozZeme vypocitat aj matice

jakobidnu pre médy B, D. Nakolko spdsob vypocétu matic 4,,, B, je u mdédov A, B, D velmi podobny,

0fip

kq

(D) 285,hi(0) = By (D)

0fip _ kq

ks

Ohy(t) 285, /hy(t) — Ay (D)

25,0

0fu _ 1
dqo(t) S
0fon _
9q0(t)

su uvedené uz len vysledné hodnoty v tychto maticiach v Tab. 6:

Tab. 6: Hodnoty matic jakobianov pre n-ty mod

Maod Matica 4,, pre n-ty mod Matica B,, pre n-ty mod
A o= (oonts 00231 5= (o)
> | 40=(o002 oo1s) 5= ()
o | O ) e ()

Vzhladom k tomu, Ze mdéd C nema ustédleny stav, nie je mozné vytvorit jeho linedrnu aproximaciu
pomocou rozvoja do Taylorovho radu. Linedrnu aproximaciu sme vytvarali, aby sme mohli navrhnat
LQ riadenie na dany systém, ktorého vstupom su prdve matice 4,,, B,,. Z tychto dévodov nie je nutné

vytvérat linedrnu aproximaciu v moéde C a riadenie v tomto mdéde bude uréené lubovolnym vstupom,

ktory zarucene dosiahne zmenu systému z médu C na iny méd.

Postup pri linearizovani pomocou rozvoja do Taylorovho radu je:

1. Vypocet parcidlnych derivdcii rovnic systému podla jednotlivych stavovych premennych

a podla jednotlivych vstupov

2. Vytvorit jakobiany A,,, B,, pomocou vyjadrenych parcialnych derivacii

3. Dosadit hodnoty pracovnych bodov v jakobianoch A,,, B,, a vycislit ich hodnotu

4. Poutzit jakobiany na zostavenie odchylkového linearizovaného tvaru systému




2. Analyza HHS, overenie spravnosti linearizacie systému

Model je implementovany do programovacieho prostredia MATLAB a odsimulovany pomocou
Simulinku. Jednoduchou formou implementacie matematického modelu do MATLABu a Simulinku je
zapisat rovnice nelinearneho modelu pomocou S-funkcie, ktora umozriuje definovat diferencialne
rovnice pre kazdy maéd, definicné obory stavovych premennych a aj podmienky (Tab. 1Tab. 3), ktoré
urcuju dvojicu diferencidlnych rovnic, ktoré sa pouziju pri simulacii systému v jednotlivych ¢asovych

okamihoch.

2.1.Porovnajte vystup linearnej aproximacie HHS a jeho nelinearneho

modelu
Po implementiécii nelinedrneho modelu a jeho linedrnej aproximacie do MATLABu mézeme overit
spravnost, resp. presnost linearizacie modelu pomocou ¢asovej analyzy systému na konstantny pritok
(ORO). Na vstupe systému je privedeny konstantny pritok jedného z mdédov a na vystupe potom
sledujeme ustdlené vysky hladin pre tento mdd. Ak sa vysky hq(t), h,(t) zhoduju po istom case
s ustalenymi vyskami hyg;, h,g;, mOZzeme povazovat model za spravne implementovany. Simulacnd

schéma riadenia pomocou jednotlivych ustalenych pritokov je na Obr. 3:

Melinearny

p Twolnteractions

Group 1 q0sa [
alsb F—+ Linearn org
s R 1< y
Signal Builder Add To Workspace
p  Twolntlac

Obr. 3: Simulaénd schéma ORO pre analyzu nelinedrneho systému a jeho linedrnej aproximacie

Nakolko ulohou bolo overit spriavanie zmeny hladin h,(t), h,(t) vkaidom madde. Na vstup
privadzame postupne ustélené pritoky qosq, Qosn, Qosa V rozli€nych éasovych okamihoch. Spravanie sa
modelov linearizovaného a nelinedrneho systému je velmi podobné, s malymi odchylkami linearnej
aproximacie od nelinearneho modelu. Podstatné vsak je, Ze sa v pracovhom bode ustdlia na

rovnakych hodnotach.
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Obr. 4: Zobrazenie priebehu vysok hladin v nddobach v jednotlivych pracovnych bodoch

le mozné porovnat aj hladiny mimo pracovného bodu, pricom v tomto pripade by sa uz nelinearny

systém ustalil na inych hodnotdch ako linearizovany systém.

2.2.Zostrojte fazové portréty HHS pre kazdy mod
Fazovy portrét systému zobrazuje vzajomnu zavislost dvoch stavovych veli¢éin daného systému,
zvacsa systému druhého radu. Kazdy vektor pociatoénych podmienok (PP) je zobrazeny na jednu
fazovu trajektoriu. Vo vSeobecnosti je dany systém sdvoma stavovymi premennymi, v nasom
pripade su to vysky hladin hy(t), h,(t). Najjednoduchsim spésobom ziskania fazového portrétu je
opakované simulovanie systému v relativne kratkom ¢asovom okamihu s meniacimi sa PP

a vykreslovanie zavislosti h,(t) = f(h,(t)) Simulacnou schémou je potom velmi jednoduchy

otvoreny obvod:

0 Twolnteractions »  yout

pritok

Nelinearny To Workspace

Obr. 5: Simulacna schéma pre ziskanie fazovych trajektorii

Podstatou je menit PP vo vnutri bloku S-funkcie Nelinearny a zvolit vhodny ¢as simuldcie pre jednu
fazovu trajektoriu. Krok, s ktorym sa menili PP, bol 0.2, ¢as simuldcie pre ziskanie jednej fazovej
trajektorie bol 1000s, nakolko systém je velmi pomaly. Kombinaciou jednotlivych fazovych trajektorii

ziskavame fazovy portrét na Obr. 6:



2
\\\\\ \ b
RS
1.8 \\Mt')dD \
AR “
1.6 NNRN \
AR T

N\
\ \\\\\\}\ Y ’ H T -

Maod A |

Bl R R ARG

Vyska hladiny hQ(t)
S
F= [s)] oo =

_O
2]
T

o

Vyska hladiny hl(t)

Obr. 6: Fazovy portrét systému pri nulovom pritoku

Cervené &ipky vgrafe boli ziskané dosadenim jednotlivych PP (Cize dvojice h,(0),h,(0)) do
diferencidlnych rovnic systému (rovnice (9),(10),(11),(12)) s ohladom na méd systému pre dané PP.

Ziskame hodnoty derivacii %t(o), %t(o) k danej dvojici PP. Zostavenim matice z PP volenych v istej

dh,(0)  dhy(0)

je mozné vykreslit Sipk
T | y pky

mriezke a zostavenim matice vypocitanych derivacii

matlabovskou funkciou quiver.

Fazovy portrét na Obr. 6 komplexne zobrazuje vzajomnu zavislost medzi hladinami hy(t) a h,(t).
Analyzou fazového portrétu vidime spomenuty jav, kedy systém ma silni tendenciu nezotrvat
vmoadde C, ale zmddu C sa presiva do mdédu Aalebo D, ¢o by platilo aj pri fazovom portréte
s nenulovym pritokom g, (t). Dalej je mozné usudit, ze ak pre dany fazovy portrét uvaiujeme
autondmny systém, t. j. qo(t) =0, je zrejmé, Ze po istom Case sa systém ocitne v stave
[h1(t) hy(t)] = [0 0], teda obidve nadoby po case vyte€u, nezévisle od zvolenych pociatocénych

podmienok.
Zostrojenie uvedenych fazovych portrétov teda spociva v:

1. Opakovanej simuldcii systému so systematickym volenim roéznych PP s vhodne zvolenym

¢asom zberu dat simulacie
2. Vypocitania hodnot derivacii stavovych premennych pre jednotlivé volené PP

3. Vykreslenie Sipok napr. funkciou quiver



3. Syntéza LQR pomocou linearnej aproximacie HHS

Problém LQR spociva vo vypocitani spatnovazobného vektora zosilneni k,., pricom stcasne
minimalizujeme funkcional:
L (27)
1 =5 [ ¥ ©ex© +w ORu(®

0

pricom su pritomné obmedzenia, ktorymi su rovnice stavového opisu:

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) (28)
y(t) = Cx(t)
V ramci funkciondlu su nastavitelnymi parametrami vdhové matice Q a R. Po zvoleni hodnét prvkov

tychto matic je moZné vypoCitat spatnovazobné zosilnenia k, a riadiaci zakon ugy, (t):
usp (t) = —kyx(t) (29)

Spatnovazobné zosilnenia je mozné ziskat rieSenim Riccatiho algebraickych rovnic (plati pre pripad
¢asovo neohrani¢eného funkciondlu (t = 0)):

0=-k,A— A"k, + k,BR"'B"k, — Q (30)

3.1.Vypocitajte spatnoviazobné zosilnenia k; pre privedenie systému do

rovnovazneho stavu pre kazdy mod
Na vypocitanie zosilneni k, sa vnaSom pripade vyuZiva linedrna aproximdcia systému. Spojité
systémy maju len jeden vektor zosilneni k,, pre cely stavovy vektor, hybridny systém vSak méze mat
jeden vektor k; pre i-ty jeden mod. Ciefom je teda ziskat tieto zosilnenia pre kazdy mod systému,
teda A, B, D. Je mozné naprogramovat vlastnu funkciu na ziskanie zosilneni, méZzeme vsak rovno
pouzit matlabovsku funkciu [k,S,e]=Igr(A,B,Q,R), kde Aje matica A, jakobidnu, B je matica B,

jakobianu, Q a R su vahové matice, a k je spatnovazobné zosilnenie.

Problémom v3ak je, Ze hybridny systém ma viacero mdédov, teda aj viacero matic 4,, a B, preto aj
viacero spatnovazobnych zosilneni k;. Pre kazdy mdd je teda nutné vypocitat tieto zosilnenia k;
a nasledne zostavit mechanizmus, ktory vyberie prave jednu dvojicu zosilneni k; na zaklade modu
systému, teda stavového vektora (pomocou Tab. 3). Ciefom je navrhnut také riadenie, ktoré privedie

systém do rovnovazneho stavu aj v pritomnosti poruchy.

10 O
0 10

Tab. 7. Struktura zostrojeného riadiaceho obvodu, ktory spitia spomenuté vlastnosti, je na Obr. 7.

Zvolené hodnoty matic boli Q = ( ) a R = 10%, pre tieto matice su vypocitané zosilnenia k; v



Tab. 7: Hodnoty spatnovazobnych zosilneni pre jednotlivé mddy

Mdd Spatnovazobné zosilnenie k;
A (0.0253 0.0096)
B (0.0236 0.0163)
D (0.0241 0.0150)
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Obr. 7: Schéma zapojenia LQR pre privedenie HHS do rovnovdaineho stavu

Prepinaci systém — vybera z vypocitanych zosilneni k; jeden vektor na zaklade toho, v ktorom mdde
sa systém nachddza v danom ¢asovom okamihu. Pomocou vybraného vektora k; je vypocitany akény
zdsah, teda pritok qq(t). Je zostaveny pomocou blokov Switch. Kombindciou troch Switch blokov sa
uréi mod, ktorého akény zasah/LQR zosilnenia sa maju pouzit. Medzi signdlmi sa da v Simulinku

vyberat aj inymi prostriedkami, avsak metdda Switchov bola pre tento pripad postacujicim riesenim.



Saturation — saturdcia vstupu v pripade zvolenia matic Q,R, pri ktorych by riadiaci zakon wugy(t)
prekroCil hranicu maximalneho pritoku qomax- Ai ked S-funkcia mda v sebe zabudovanu saturdciu,

tento blok je tu pritomny na poukazanie ohranic¢enia vstupov.

LQR mod A/B/D — bloky, ktoré na vstupe maju stavovy vektor h(t), ten transformuju na odchylkovy

stavovy vektor Ah(t), na tento pouZiju zdkon riadenia upraveny pre odchylkovy stavovy vektor, t. j.
Augy, () = —k;AR(t) (31)

a nasledne ktomuto odchylkovému akénému zdsahu pripocitaju hodnotu ustaleného pritoku pre

dany madd, ¢im ziskame absolutny akény zasah aplikovany na nelinedrny systém (po saturacii)

usp (£) = qosi + Aupp (£) (32)

Default — blok pre riadenie systému v mdde C; kedZe vtomto mdde neexistuje ustaleny stav, nie je
mozné navrhnut LQ riadenie, teda je pritomny iba pritok, ktory privedie systém do iného mddu,

v ktorom uZ je mozné aplikovat vypocitané LQ riadenie.

Po spusteni simulacie je mozné vykreslit vysledok pre pociatocné podmienky [0.4m 0.1m], t. j.

v mode A:

L%R7pre privedenie systému do rovnovazneho stavu v méde A

0.6
051 1
0.4 1
0.3
0.2r ——h,(t) - hladina v prvej nadobe 1
7h2(t) - hladina v druhej nadobe
0.1 h_h y bod vméde A| |
150 M25q - PYacovny bod v mode
0 . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300
0.02 T T T T T T
Pritok qo(t) do prvej nadoby
0.01+ U™ ustaleny pritok v méde A |
0 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Obr. 8: Zobrazenie privedenia HHS do rovnovazneho stavu v mdde A



Systém sa teda ustdlil v pracovhom bode mddu A. Pre odchylkovy linearizovany model je tento bod
presne pociatkom Ah(t) = [0 0], kedZe redlna hodnota vektora h(t) a odchylkovy vektor Ah(t) sa

lisSia presne vektor hodnot v pracovnom bode hg;:
Ah(t) = h(t) — hy; (33)

Ak by boli PP zvolené v mdde B, systém by sa ustdlil v pracovhom bode médu B, teda [0.8m,
1.1125m] a podobny jav by nastal aj pre mdd D. Riadiaca Struktdra na Obr. 7 privedie HHS do
ustdleného stavu pre kazdy madd v zavislosti od volby PP, priebeh na Obr. 8 zobrazuje len ustalenie

v rovhovaznom stave modu A.
Kroky pre ziskanie zakona riadenia pri LQR na rovnovazny stav su:

1. Vypocet zosilneni k; pomocou Riccatiho algebraickej rovnice
2. Zostavenie vhodného riadiaceho obvodu s aplikdciou riadenia na nelinedrny systém, kde je
potrebné si uvedomit
a. Vstupom a vystupom z nelinedrneho systému su realne hodnoty veli¢in
b. Vstupom a vystupom z LQR su odchylkové hodnoty veli¢in
c. Rozdiel medzi redlnou a odchylkovou veli¢inou je ustdlend hodnota veliciny, t. j.

pracovny bod, v okoli ktorého je aplikované riadenie

3.2.Vypocitajte dopredné zosilnenia N; pre privedenie systému do
nového ustaleného stavu pre kazdy mod
LQR pre privedenie systému do rovnovazneho stavu privadza nelinearny systém do jeho jednotlivych

ustalenych stavov v zavislosti od volby PP. Pridanim dopredného zosilnenia je mozné systém riadit na

novy ustdleny stav, zakon riadenia (29) nadobudne tvar:

u = usr () + upp (£) = Niyrer (£) — kyx(0) (34)

Akény zasah sa sklada z dvoch zloZiek, ug, (t) riadi systém do pracovného bodu, ugf(t) riadi systém
mimo pracovného bodu, pri¢om sa celkovy akény zasah snazi riadit systém do nového ustaleného
stavu, teda y,.r(t). Nakolko opét na vypocet zosilnenia N; pouZijeme odchylkovy linearizovany

model systému, rovnicu (34) zapiSeme v upravenom tvare:
Au = Augp(t) + Ausp (t) = NiAyyer (t) — kyAx(t) (35)
Dopredné zosilnenie N; je pre i-ty méd mozZné vypocitat pomocou vztahu:

-1 (36)




Pricom matica C = [(ﬂ, teda riadime vysku hladiny v druhej nadobe h,(t) na pozadovanu hodnotu

Yref (t) = AYrer(t) + hygi. Jednotlivé zosilnenia k; a N; su pre dané mady:

Tab. 8: Hodnoty doprednych a spatnovazobnych zosilneni LQR

Méd Spatnovazobné zosilnenie k; Dopredné zosilnenie N;
A (0.0253 0.0096) 0.0716
B (0.0236 0.0163) 0.0377
D (0.0241 0.0150) 0.0509

Vztah pre vypocet vstupu do HHS je pre i-ty mdd potom:
Aqo(t) = —k;Ah(t) + NiAyrqf(t) (37)

kde Ayyer(t) je novy ustdleny stav. Toto riadenie vtakomto tvare je mozné pouZit priamo na
linedrnu aproximaciu HHS, nie vSak na nelinedrny model. Preto je nutné navrhnut vhodnd schému na
aplikovanie zdkona riadenia (37) na nelinearny systém a zaroven zabezpelit prepinanie medzi

jednotlivymi zosilneniami systému v zdavislosti od aktualneho maodu.

Postup pre ziskanie LQR na novy ustdleny stav sa liSi voci LQR na rovnovazny stav len vypoctom

dopredného zosilnenia Nj.

3.3.Aplikujte navrhnuté LQ riadenie na novy ustaleny stav na nelinearny
hybridny systém

Pre detailné zobrazenie LQ riadenia odvodeného z linearnej aproximdcie aplikovaného priamo na

nelinearny hybridny systém je vtomto tutoridli zobrazené aplikovanie LQR len na jeden mdd,

nasledné pridanie zosilneni pre vsetky mody.

Vo vztahu (37) vidime, Ze vstupom do LQR riadenia je odchylkovy stavovy vektor Ah(t) a odchylkovy
novy ustdleny stav Ay,.r(t) avystupom je odchylkovy pritok Aqy(t). Naopak, HHS md na vstupe
qo(t) ana vystupe (hy(t) h,(t)). Redlny stav voCi odchylkovému sa liSi presne o hodnotu
ustalenych velicin, teda pre i-ty mad plati:
Ahy(8) = hi(8) — hyg
Ah,(t) = hy(t) — hyg;
2() = ha(0) — hag 58)
Aqo(t) = qo(t) — qosi

Ayref(t) = yref(t) — hysi



Vztah pre Ay,.r(t) sa liSi o hyg, voli skutoCnej hodnote nového ustéleného stavu y,.f(t), pricom

nami zvoleny novy ustaleny stav ma hodnotu y,..¢(t).

LQR pre nelinearny model

Samotné LQR pre linearny model

N * ayref Melinear &m
0.5 »  u[h2sa] i + Zmena Ag0 na g0 T sysb
yref Ayref il w
Ah

Maovy ustaleny Zmena yref na Ayref Dopredne . »  ut[g0sa] | Twolnteractions |—
stav - yref e k *ah
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Obr. 9: Schéma LQR pre méd A, nelinearny systém

Na Obr. 9 je viditelne zobrazené, ako su na vstupe avystupe LQR regulatora (Cerveny blok) iba
veli¢iny v odchylkovom tvare (Ahl(t), Ahz(t),Aqo(t)) a na vstupe a vystupe nelinedrneho systému
su skutoéné hodnoty veli¢in (hl(t), hz(t),qo(t)). Je moziné vytvorit subsystém (modry blok), ktory
bude priamo konvertovat skuto¢né hodnoty na odchylkové, aplikuje zdkon riadenia (37) a konvertuje

odchylkovy pritok na skutocny.

Dal$im krokom je vytvorit takyto subsystém (LQR pre nelinedrny model na Obr. 9) pre kazdy méd, ¢ize
menit hodnoty hqg;, hogi, Qosi» N;, k;. Nasledne sa vytvori prepinaci systém, ktory zisti, v akom maéde
sa systém nachadza (na zdklade Tab. 3) a poutZije subsystém reguldtora LQR prislusného modu na

urcenie akéného zasahu, pricom tento proces opakuje v kazdom ¢asovom okamihu:
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Obr. 10: Schéma aplikovania LQR na novy ustaleny stav na HHS

LQR mod A/B/D obsahuje LQR regulator pre maod A, B alebo D (su to subsystémy LQR pre nelinedrny
model na Obr. 9).

Zvysné prvky simulaéného modelu maju rovnaku funkcionalitu ako v schéme na Obr. 7, pricom tato

schéma obsahuje v blokoch LQR mod A/B/D aj dopredné zosilnenia a blok nového ustaleného stavu

yref(t)-

Simulaciou potom ziskavame priebehy vysok hladin h,(t), h,(t) a taktiez priebeh pritoku q,(t) na
Obr. 11. Pri skokovitej zmene y,.r(t) vCase t = 500s a t = 1000s vypocitana hodnota pritoku
qo(t) Ciastocne prekrocila saturaciu, na systém preto pdsobil maximalny povoleny pritok qomax =
0.02m3s~1. Pozoruhodné je, e LQR riadenie bolo navrhnuté na nelinedrny systém, ale vhodnymi
Upravami riadi hladinu h,(t) na novy ustdleny stav v kazdom mdde. Skokovité zmeny hodnoty
pritoku go(t) v momente, kedy sa meni y,.¢(t) av momente zmeny médu systému su indikované

zelenymi ¢iarami, ktorou je rovnako zobrazend aj vyska h,, horného ventila k5.



LQR pre riadenie HHS na novy ustaleny stav
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Obr. 11: Priebeh vySok hladin HHS pri aplikovani LQR riadenia a priebeh akéného zasahu

Zhrnutie tutorialu
Na zdver mbieme zhodnotit, Ze sme tymto tutoridlom nacrtli zadkladné vlastnosti hybridnych
systémov, sposoby modelovania HS pomocou diferencidlnych rovnic a podmienok zotrvania
v médoch HS. Z hladiska implementacie HS do prostredia MATLABuU a Simulinku je vyuZita S-funkcia,
ktorej vlastnosti su velmi uzZito€né pri vytvdrani simulacného modelu HS. V oblasti analyzy HS su
obzvlast zaujimavé fazové portréty, nakolko mézu priamo zobrazovat prechod medzi jednotlivymi
madmi HS. Linearna aproximdacia rozvojom do Taylorovho radu sa pri HS vypocita Standardnym
postupom ako pri spojitych systémoch. Pri syntéze riadenia bolo mozné vidiet aplikaciu riadenia
navrhnutého pomocou linearneho odchylkového modelu na nelinearny systém, a to pre privedenie

HS do rovnovaznych stavov a aj do novych ustalenych stavov.



