Systéemy a rizeni
Nelinearni Systemy
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Systém
o

nelinearni vs. linearni

‘fézové portréty

.‘Iinearizaém’ efekt zpétné vazby
.'nelineérnl' soustava a rlizné linearizace
.‘nelinearita v aktuatoru

‘stabilita nelinearnich systemu

prestavka

‘Lyapunova funkce

stabilita zpétnovazebnich nelinearnich systému

oscilace nelinearnich systému
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|l Systémy '

a rizeni

Phase Plot of Duffing’s Equation with Damping (<0
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. y , Systé
Nelinearni systémy

Linearni systémy: superposice, vernost frekvence, frekv. Caharakteristiky
a modely, prenosy, ...

Realné systémy vétSinou (ne vzdy) nelinearni, pfi relativné malych
signalech ¢asto muzeme aproximovat linearni modelem

Nelinearitu musime vzit v uvahu kdyz: vétSich signaly / projevuje se i pro
malé / nelze linearizovat apod.

Nelinearni systémy popisujeme jen v casove oblasti X=T1(xU)
nelin. dif. rovnice, specialné stavové y=Hh(xU)

Co nema smysl: prenos (neplati superpozice), frekvencni prenos a
charakteristiky (prenos frekvence zavisi i na amplitude, na vystupu
mohou byt nové frekvence, které nebyly na vstupu, ...), poly, nuly

Co ma trochu jiny smysl: stabilita (lokalni vs. globalni)
Dochazi k jevum u linearnich systému nevidanym
mnoho pfikladu téchto jevu je na doplrikovych slajdech
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. , ;. Systé
Nelinearni jevy

m U nelinearnich systému: jevy u linearnich nevidané
m Redeni neexistuje nebo neni jednoznaéné

m Vice izolovanych ekvilibrii (rovnhovaznych
stavu)

m Stabilni oscilace [HNERER

Unik v konecném T

bifurkace (kvalitativni rysy se méni se zménou parametru)
synchronizace (vazane oscilatory se synchronizuiji)
slozité dynamickeé chovani: turbulence , chaos, ...

mnoho pfikladu téchto jevu je na doplrikovych slajdech
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’ p p Systé
Fazové portréty

Reseni nelinearniho
systému druhého rfadu
vyjadfujeme jako funkce Casu

X =X(D, X = Xx(I)
Je to parametrické vyjadreni 2-D krivky
(trajektorie syst.) v roviné x,,x, s param. [
Fazovy portrét systému je grafické vyjadreni
soustavy takovych kfivek pro rizné po¢€. stavy
Fazovy portrét by mél zobrazovat vSechny
zajimaveé jevy v systemu: ekvilibria, limitni cykly...
Fazovy portret ma smysl i pro systemy radu >2
ale neni tak nazorny (neumime ho hezky nakreslit)

Podrobnosti k numerickému vykreslovani portrétu
jsou v doplnkovych slajdech

. f X X simple harmonic oscillator
— ]1‘( 19 2) P L

S
I
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: : v Z Systé
Nelinearita v soustavé a v aktuatoru

Je-li nelinearita v soustave (systému, procesu), pak se

m vetSinou snazime ji linearizovat a pak pouzit linearni model
m a to bud priblizné (priblizny lin. model v okoli prac. bodu)

m anebo pfesné pomoci ZV (nelinearni nebo i linearni)

Je-li soustava linearni, ale nelinearita je v aktuatoru
m Tedy ji do fidiciho systemu prfidavame my, nebot jinak nelze

m pak ji bud ignorujeme, navrhujeme linearne a overime
vysledek

B nebo ji musime vzit v uvahu od zacatku
B Snazime se jeji vliv omezit (napr. linearni ZV)
m nikdy ji priblizne nelinearizujeme
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: : : v Systé
Vliv nelinearit na ¢asovou odezvu

m Nékdy nelinearitu do systému pridame sami pfi fizeni (v aktuatoru)

B navrhujeme linearné ale myslime na ni
(malé signaly) a ovérime vysledek simulaci i

B Snazime se jeji vliv omezit (napf. linearni ZV), (ﬂj

ale priblizneé ji nelinearizujeme simaige /
m na prikladech si ukazeme vliv takové
nelinearity na ¢asovou odezvu atsovertiptls

EUCHEENIENCHIREFNMTY motor+z4téZ (anténa)

lh ‘m:.tlc

m prenos napeti na kotvé na uhlovou

rychlost antény | prevody \afé |
/ 0.2083 ““lf‘ " B e G
0)0(8) - O. lsgm(S) - Ea (S) v(f) - = y 1 ml)
S+1.71 |
t ] X
uhlova Ghlova
rychlost poloha napéti
anteny kotvy na kotvé
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Y : Systé
Pfiklad: vliv saturace na vstupu

m saturace
B ve vykonovem

zesilovaci > II‘ (:;21031 |

File Edit View Simulation Format  Tools Help

O =eE&S = 3 10.0 Narnal ~| | O [ & =BEE o

m se zesilenim 1, ale skok S ooz ::I_>El
se saturaci 5V v
0.2083
14 (s+1.71)
Motor, zatez,
prevody

176%

Efekt saturace v zesilovaci
je podle oCekavani:

m saturace pouze zmensi
skokovy signal na vstupu

m a tomu odpovida vystup

uhlova rychlost antény v rad/s

Michael Sebek - CVUT - 2006



Priklad: vliv pasma necitlivosti

m pasmo necitlivosti e e eene nama
dead zone o e :
. na V)I/Stu pnl’ h‘r’.l’deli Sint: De:chone — Inlegsrator
. . e ras | 042902 MGILEE
m vstupni signaly v pasmu
od -2 V do +2 V nemaji efekt e :
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Jak fidit nelinearni soustavu? )
a rizeni

m navrh fizeni provedeme metodami nelinearni teorie
(ty budete mit az v pfedmétu X35NES: Nelinearni systémy)

m soustavu Casto priblizné linearizujeme a pak
@ npavrhujeme pro linearizovany sys. linearnimi metodami
@ to uz umite, opakovani je také na doplnkovych slajdech

@ Pozor: vysledek overime simulacemi
s puvodnim nelinearnim modelem

m nékdy muzZeme soustavu linearizovat presné
@ nejprve navrhneme regulator, ktery soustavu linearizuje
@ tak vznikne novy — linearni — systéem
@ pak navrhneme dalsi — linearni — regulator,
ktery ten nové vznikly linearni systém ridi
@ presnou linearizaci provedeme bud
m nelinearni FB nebo
m nelinearni FF nebo také muzeme
@ linearizovat priblizne (Castecné) linearni FB

Michael Sebek - CVUT - 2007



ll Systémy '

a rizeni

L inearizace

Michael Sebek - CVUT - 2009 12 ':1



. . v s Systé
Linearizac¢ni efekt ZV
arizeni
Lokalné linearizacni efekt ZV

m Zavedenim vhodné ZV drzime vystup soustavy
pobliz pozadovaného pracovniho bodu, .
m tam, kde dobre plati linearni modely pouzité pri navrhu
m Tak vlastné ZV ospravedinuje uziti linearnich modeld v kurzu SR

Globalné linearizacni efekt ZV r y
K ¢ |+
m Uz v prvni prednasce jsme videli, jak je JJ

vyhodné pouzit ZV s velkym zesileni — Ted to odvodime obecnégji:

pro systémy linearni | nelinearni
GK
y=GKr— GKy wm) T y=G(K(r)-G(K(y)) mmy G(K(y)=G(K(r))-vy
GK|>>1 yar y=r-K{6"(n)
m velké zesileni potladi viiv GAC)>1 -, KO (6=
neurcitosti i nelinearit y=r

m Bohuzel Casto také destabilizuje — nutny kompromis dle frekvenci
m Casto uzivame integrator — ma pro malé frek. nekonecné zesileni
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. . v Systé
Linearizace zpétnou vazbou

m nelinearni Cleny odecCteme a pridame K fizeni
m vysledkem je presné linearni system -
pokud fidici pocita¢ vypocte nelinearni élen rychle  Mc
HiIEl kyvadlo rizené momentem 1
=Im

mlp+mglsinp =M, m=0.5kg

l, - 0=9.81ms”
U

i i . S File Edit Yew Simulation Formal A _|_ / Sin — M mF [
m vysledna rovnice m/Z(P—U alsas inait g/lsing ~ 0/ ;

je linearni i pro velka ¢, ale

v , N . % Signal 1 :_1 b O 1; > 1; > |:|
. k rlzenl Se prICte nelln . ZV Signal Builder 1iml*Z) Integrator  Integratori Scope
. j - K- sin [l
M, = u+ mglsin ¢

B pouziva se to napr. pro rizeni
robotlu jako methoda computed torque
Michael Sebek - CVUT - 2006 14




[ ] [ ] A4 I 4 V 4 S t’
Linearizace - pokradovani
a rizeni

m pri presné ZV linearizaci jsme prevedli
mlP @+ mglsinp =M,

mPe=u  M,=u+mglsing

m funguje to dobre, ale musime
tu pfidanou nelinearitu realizovat dobre (= dost rychle)

B U dnesnich robotu zvladneme az 3-dilna ramena

Pro srovnani

m pribliznou linearizaci kyvadla pro malé ¢ (v okoli dolni polohy)

dostaneme

sinp~q@ wy mlp+mglp= M,

. o - . 9 M,
m tj. rovnici linearniho oscilatoru €0+—/(0—W
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. . . p . . Systé
Linearizace inverzni nelinearitou

m pro soustavy s oddelenou linearni dynamikou
a statickou nelinearitou na vstupu

®m muzeme pouzit
Linearizaci inverzni nelinearitou
m k nékterym nelinearnim funkcim

m existuje inverzni nelinearita
m takZe jejich sériové spojeni F(A(e))= F(F'(e))=2 je linearni
m pouziva se to hlavné pro korekci mirné nelin. senzoru a aktuatoru

| 1
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Hammersteintiv model lidského svalu )

m Lytkove svaly: trlceps surae
= Gastrocnemius + Soleus

m jejich reakci na elektrickou stimulaci
popisuje

Hammersteiniv empiricky model

m staticka nelinearita + linearni dynamika

B z experimentalni impulsni p(t)
charakteristiky se odvodi
tvar nelinearity

Fizeni

momentu

m azvysledkem je linearni systém

Michael Sebek - CVUT - 2007 17




Priklad: vliv mrtvého chodu backlash

mrtvy chod - backlash
vule v loziscich

Sirka pasma
necitlivosti 0.15

Sco
él 9}3,@ #hidiE @a %

uhlova vychvylka antény v rad

Systémy
a fizeni

backlash

File Er Wi Simulation Format  Tools  Help
O=zE& = » 20.0 Mormal || B[R E BREE &
~
0.2083 1
\ s [ ﬁ
(s+1.71)
Sinus Integrator  Backlash
amplituda 1 Motor, zatez, sirka 0.15
frekvence 1 rad/s prevody

0.2083 1
(s+1.71) s
Integrator1
Motor, zatez,
prevody

dobre se projevi pri
sinusovem vstupnim signalu

B PO zmene smeru rotace

motoru

zustane vystupni hfidel na
chvilku v klidu

,dokud loziska nezaberou
opacne”
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|| Systémy '

a rizeni

Stabilita nelinearnich
systemu
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n L ] AV 4 AV 4 r S t’
Stabilita Fedeni L
arizeni

m resSeni nelinearniho systemu je stabilni kdyz mala zmena
pocate€nich podminek zpusobi jen malou zménu toho feseni

m necht systém X = 1(X?) ma pro pocatetni stav X (0)
feSeni X (f) . Toto Fedeni je

m stabilni (Lyapunovsky stabilni) kdyz

X*S)f)
Ve>0 36>0: X*(O)A/QX(
* _ * _ X(O)5

<o =

m asymptoticky stabilni kdyz X(0)

36>0: 0 X(h— X ()
<& =lim|X (H—xbH/=0 X(0)

m U nelinearnich systému: ani jedna z vlastnosti obecné
neimplikuje druhou

m specialné u linearnich systému: asymptoticka stabilita implikuje
Lyapunovskou

Michael Sebek - CVUT - 2006 20



Stabilita ekvilibria
arizeni

m Reseni, které zacne v ekvilibriu, tam také setrva navzdy

m Stabilita ekvilibria = stabilita feseni, které v nem zacne (a skonci)
m Rikame, Ze ekvilibrium je stabilni, asymptoticky stabilni, nestabilni
kdyz toto reseni je takove e
Ekvilibrium je tedy lokalné stabilni 7

(asymptoticky stabilni) pravé kdyz !
vsechna reseni zacinajici blizko nej
zustanou blizko (konverguji k nému)
to je zrejme zadana vlastnost,

ale jeste lepsi je,

kdyz to plati pro vSechna reseni:
Ekvilibrium %, je globalné

()
O
=
U—

O]
()

) . .~

=) asymptoticky stabilni,

y4 prave kdyz je stabilni a gct)ﬁlétr?g,

3 lim X=X VX0 atrakce,
[—o0 povodi

Michael Sebek - CVUT - 2007



Kdy je linearni systém Lyapunovsky stabilni?
1Zzeni

Zvlastnim pripadem nelinearniho systemu je systém linearni: %= Ax
m U linearniho systému je stabilita ekv. globalni a = stabilite systému
Uz vime, kdy je linearni systém asymptoticky stabilni

U linearniho systému asymptoticka stabilita == Lyapunov. stab.
Kdy jesté je linearni systém Lyapunovsky stabilni?

Role vlastnich Cisel na mezi stability:

@ jednonasobna vlastni Cisla na Im neporusi Lyapunovu stabilitu
@ a co vicenasobna?
@ Neporusi ji takove vicenasobné vl. €. na Im, pro které plati

nasobnost vl.¢. = pocet jeho linearné nezavislych vl. vektoru
alternativné: nasob. vl. €. = poCet jeho Jordanovych bloku

Priklad:

Paralelni spojeni 00 o0 Kaskada 0 1
integratort je A= integrator A=
Lyapunovsky stab. 0 [0 neni Lyap. stab. 0 0

Michael Sebek - CVUT - 2007 22



o I . . - ; ’ té
Stabilita ekvilibria a linearizace v jeho okoli

Intuitivné cekame, ze
m ekvilibrium X systému X)) = f(X({),4,) je stabilni

m je-li stabilni linearizace v jeho okoli

Z=X—X,V=U—-1U,
7= Az+ Bv

Presngji plati tohle
m Ma-li matice A vSechna vlastni Gisla stabilni,
pak je ekvilibrium stabilni

m Ma-li matice A aspon jedno vlastni Cislo nestabilni,
pak je ekvilibrium nestabilni

m Ma-li matice A aspon jedno vlastni Cislo na mezi stability
a zadné nestabilni, pak o stabilité ekvilibria jen ze znalosti A
nemuzeme rozhodnout

Michael Sebek - CVUT - 2006 23



or- : Systé
Jak zkoumat stabilitu - motivace

UrCeme stabilitu ekvilibria v poCatku pro system 2. radu
m zkoumanim vzdalenosti jeho feSeni od podatku d°(f) = X (H+ X (1)
m sledujme jeji zmeénu jako funkce Casu podél tohoto feSeni
Nejprve X=x-X a
m prosystétm X=-x-xX je dt
m dosazenim rovnic systemu dostaneme
)
RO+ D)=2x (% - X )+2x (% - %) =2(X +8) <0, V!

m dokud nejsou X, a x, soucasne 0, Ctverec vzdalenosti klesa k 0
a tak se feSeni blizi k nule =% ekv. je lok. asymptoticky stabilni
Naopak X=X+X
m prosystétm k=-x+X je Oba systémy

XD+ K (D) =25 % +2x%
( )

d maji stejnou linearizaci
(R O+ D)=2x (% + X ) +2% (~x + %) X=X,
%=X

= > 4
2(/\{1 - )é) i tedy vzdalenost s vlastnimi Cisly +i
B roste bez omezeni a ekvilib. je nestabilni  a stabilitu z ni nepozname

Michael Sebek - CVUT - 2006 24



Systé
Lyapunova funkce
arizeni

m V predchozich prikladech jsme urcovali stabilitu z toho, zda
kvadrat vzdalenosti resSeni od pocCatku s Casem roste nebo klesa
Tuto myslenku dal zobecnime: 0 (H=x(H+x(1

m Uvazme systém X= f(X) s ekvilibriem X adale
m predpokladejme, ze existuje funkce V takova, ze
positivné def. neg.semidef. def A/ ol

V(x%)=0 V(>0x=x V(of(x<0o kde ,/X(X):[a_x

derivace podél !
trajektorie

funkce splnujici — v néjakém okoli X, se nazyva Lyapunova
ma vyznam energie Ci zobec. vzdalenosti reseni x od bodu X,
s rostoucim casem klesa pro vSechna reseni x= f(x), nebot

d%l/(x(f)) — V,(0x(0) = V,(X(D) F(XD)<0

m pokud spliiuje jesté dalSi podminky, slouzi k ruznym testum
stability nelinearnich systému

m podminky jsou vzdy postacujici (najdeme vhodnou fci ..., stabilita)

m hledame vzdy pro urcity system, Casto je problém vhodnou fci najit

Michael Sebek - CVUT - 2006 25
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Stabilita a dalsi podminky na Lyapunovu f.

m pokud pro danou soustavu existuje Lyapunova funkce spliujici
jeste dalsi podminky, pak je soustava v nejakem smyslu stabilni

m ruzné dalsi podminky s rtizné véty o stabilité (postacujici pod.)

Jestlize existuje Lyapunova funkce a navic
bez dalSich podminek == X, je (lokalné) Lyapunovsky stabilni

+ V(0f(0<0,x2x m X, je (lokalné) asymptoticky stabilni

V(0 100 <0, X%
V/(X) — oo,

X, je globalne asymptoticky stabilni
s = cely systém je asymptoticky stab

-+

apod. dalsi varianty

Michael Sebek - CVUT - 2009 26



- : T ; Systé
Stabilita nelinearniho ZV systému

m Uvazme systém s nelinearitou ve zpétne vazbe

_J/2=—f(6'2)

m kde nelinearita splnuje podminky

£(0) =0, /qsLXX)skz,x;tO,/q >0,k >0

m pak plati obecnéjsi verze Véty o malém zesileni

ZV je stabilni jestlize L je stabilni a ,
k, sup| L( jow)| <1

m to je postacCujici podminka, ale vetsinou moc konzervativni
(protoze je L Casto vétsi, aspon pro nékteré frekvence)

Michael Sebek - CVUT - 2006 27



" cy s s - Systé
Kruhové kritérium stability

A

m nakresleme Nyquistlv graf L(jw) o
m a k nému pfikresleme kruh -1/ K -1/,

se stfredem na realne ose, E‘/Gj
ktery prochazi body a _ :
Véta — kruhove kriterium- - L(jo)
Systém se
m Stabilnim L
m nelinearitou splnujici podminky a takovy, ze
m Nyquistav graf L(jw) neobkrouZzi kruh ani jim neprochazi
je BIBO stabilni
m Pokud je jesté [ racionalni a nesoudélny, pak je systém
(jeho ekvilibrium v pocatku) globalné asymptoticky stabilni
m podminka je to jen postacujici, nikoli nutna
m pro linearni f prechazi v Nyquistovo kritérium stability
m 4 muze byt 0
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|| Systémy '

a rizeni

Oscilace nelinearnich
systemu
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n S t’
Oscilace S
arizeni

oL CiAgrSIn

m Nekdy se system neustali v ekuvilibriu,
ale navzdy kmita 4
S(s+1)

m Uvazme nejprve systém, ktery je bez nelinearity

CL nestabilni
s(s+1)(s+1)

PMF Objects ¥

<l‘

Gain

m Pridanim nelinearity typu saturace

=R N
_/I s(s+1)(s+1)

Saturation PMF Objects v

{]‘

m vzniknou stabilni oscilace — jak to predem zjistit? =
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. p . Systé
Metoda ekvivalentniho pfenosu

describing function method
m Licha staticka nelinearita + linearni dynamika

/4

. e y

m Piedpokladame &(f) = C'sin wt '
B na vystupu nelinearity pak je periodicka funkce, <]<

rozvineme ve Fourierovu radu

mt) = £,(C)+ A(C)sin(wt+¢(C))+ A (C)sinawt+¢,(C)) +- -

m koeficienty fady (tvar signalu uvnitf jedné periody) zavisi na C, ale
ne na w (protoze je nelinearita staticka a ne dynamicka))

m Uvazujeme jen prvni harmonickou (dynamicka Cast odfiltruje vyssSi
a licha nelinearita —» £(£)=0 K C)+ia(C)

m Nelinearitu nahradime komplexnim zesilenim yf(c) = C
(ekvivalentnim prenosem) zavislym na amplitude

m Ke kmitum dojde, kdyZz je OL pfenos rovny jedné, tedy
kdyz Y,(0)G( jo) =1
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. r v Systé
Ekvivalentni pfenos
arizeni

m ekvivalentni pfenos (describing function) nelinearity muzeme
vyjadfit pomoci Fourierovych koeficientu (pro periodu 21)

1 2

g
1

B C)+ ia(0) a(l) = " f(Csina)cosada = A(C)sin ¢(0)

C
b(C) =

Vi (0)=

2

" f(Csina)sinada = A(C)cosg(0)

V/dl

m obvykle nepocCitame, pro typickeé nelinearity vypocteny v tabulkach
m amplitudu a frekvenci moznych oscilaci ziskame z rovnice

Y,(C)G( joo) =—1=> G( jeo) = y‘(lc)

m Obvykle graficky

m Vysledek ovérime simulaci: v zavislosti
na splnéni predpokladu nemusi byt presny
nebo nemusi existovat i
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