
Riešenie dvojbodovej okrajove úlohy  - Van der Pólov oscilátor 
Úloha na pevný pravý koniec 

Úlohou je nájsť optimálne riadenie ݑሺݐሻ, ktoré prevedie systém diferenciálnych rovníc: 

ሶଵݔ ൌ  ଶݔ

ሶଶݔ ൌ െݔଵ  ሺͳ െ ଵଶሻݔ כ ଶݔ   ݑ

z počiatočného stavu ݔଵሺͲሻ ൌ ͲǡͶ;  ݔଶሺͲሻ ൌ ͳ do koncového stavu ݔଵሺܶሻ ൌ ͳ a ݔଶሺܶሻ ൌ ͲǤʹ, pričom 
sa minimalizuje funkcionál: 

ܬ ൌ ͳ
ʹනሺݔଵ

ଶ  ଶଶݔ  ݐଶሻ݀ݑ
ଵ


 

Riešenie:  
1. Zadefinovanie počiatočných ݔ a koncových podmienok ்ݔ pre stavové premenné 

nelineárneho systému 
2. Zostavenie hamiltonovej funkcie: 

ܪ ൌ െܬ  כ పሶݔ


ୀଵ
 

 kde n je počet diferenciálnych rovníc prvého rádu. 

3. Vytvorenie kovektora  

ሻݐሶሺ ൌ െ߲ݔ߲ܪ  

 
4. Voľba počiatočných hodnôt pre kovektor stavu  
5. Vytvorenie korekčných rovníc: 

ሶܷ ሺݐሻ ൌ ߲ ݂൫ݔҧሺݐሻǡ ሻ൯ݐሺ
ሻݐሺݔ߲



ୀଵ
כ ܷሺݐሻ ߲ ݂൫ݔҧሺݐሻǡ ሻ൯ݐሺ

ሻݐሺ߲



ୀଵ
כ ܸሺݐሻ 

ሶܸሺݐሻ ൌ ߲݃൫ݔҧሺݐሻǡ ሻ൯ݐሺ
ሻݐሺݔ߲



ୀଵ
כ ܷሺݐሻ ߲݃൫ݔҧሺݐሻǡ ሻ൯ݐሺ

ሻݐሺ߲



ୀଵ
כ ܸሺݐሻ 

6. Voľba počiatočných hodnôt pre korekčné rovnice (citlivostné rovnice) 
7. Výpočet korekcií οሺͲሻ - riešenie sústavy algebraických rovníc οሺାଵሻ 

ሺܶሻݔ െ ்ݔ ൌ െ ܷሺܶሻ


ୀଵ
οሺାଵሻ 



 Kde počiatočné hodnoty ሺାଵሻ určíme: 

ሺାଵሻሺͲሻ ൌ ሺͲሻ  οሺାଵሻ 

8. Test na splnenie koncovej podmienky ȁݔ் െ ሺܶሻȁݔ ൏  (ሺܶሻ - požadovanáݔ�,் – aktuálnaݔ) ߝ
 

Rovnice: 
Hamiltonián: 

ܪ ൌ െ ͳ
ʹ ሺݔଵଶ  ଶଶݔ  ଶሻݑ  ଶݔଵ  ଶ כ ሺെݔଵ  ሺͳ െ ଵଶሻݔ כ ଶݔ   ሻݑ

Substitučný kanonický tvar diferenciálnych rovníc popisujúcich systém: 

ሶଵݔ ൌ �ଶݔ
ሶଶݔ��� ൌ ଶ �െ ଵݔ� �െ ଶݔ� כ ሺݔଵଶ �െ �ͳሻ 

Kovektory stavu: 
ሶଵ���� ൌ ଵݔ  ଶ� כ ሺʹ כ ଵݔ כ ଶݔ �  �ͳሻ 
ሶଶ��� ൌ � ଶݔ െ ଵ� � ଶ� כ ሺݔଵଶ � െ �ͳሻ 

Korekčné rovnice: 
�� ሶܷଵଵ ൌ ଶܷଵ�

ሶܷଵଶ ൌ ଶܷଶ�
���� ሶܷଶଵ ൌ ଶܸଵ � െ� ଶܷଵ כ ሺݔଵଶ �െ �ͳሻ � െ� ଵܷଵ כ ሺʹ כ ଵݔ כ ଶݔ � �ͳሻ�
�� ሶܷଶଶ ൌ � ଶܸଶ �െ � ଶܷଶ כ ሺݔଵଶ �െ �ͳሻ � െ� ଵܷଶ כ ሺʹ כ ଵݔ כ ଶݔ �  �ͳሻ�

� ሶܸଵଵ ൌ ��� ଵܷଵ כ ሺʹ כ ଶݔ כ ଶ � �ͳሻ � � ଶܸଵ כ ሺʹ כ ଵݔ כ ଶݔ �  �ͳሻ � �ʹ כ ଵݔ כ ଶ כ ଶܷଵ�
���� ሶܸଵଶ ൌ ଵܷଶ כ ሺʹ כ ଶݔ כ ଶ � �ͳሻ � � ଶܸଶ כ ሺʹ כ ଵݔ כ ଶݔ �  �ͳሻ � �ʹ כ ଵݔ כ ଶ כ ଶܷଶ�

ሶܸଶଵ ൌ ���� ଶܷଵ �െ � ଵܸଵ � � ଶܸଵ כ ሺݔଵଶ � െ �ͳሻ � �ʹ כ ଵݔ כ ଶ כ ଵܷଵ�
ሶܸଶଶ ൌ ���� ଶܷଶ �െ � ଵܸଶ � � ଶܸଶ כ ሺݔଵଶ �െ �ͳሻ � �ʹ כ ଵݔ כ ଶ כ ଵܷଶ�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Riešenie v prostredí Matlab:  

 

Obrázok 1 dvojbodová okrajová úloha - pevný koniec 











Dvojbodova okrajova uloha – Van der Polov oscilator 

function xder = citlivostneRovOkrajUloha( t,x ) 
% citlivostne rovnice pre vypocet okrajovej ulohy Van der Polovho 
% oscilatora 
  
% ktore premenne odpovedaju ktorym castiam (2+2+4+4)=12 rovnic 
% d x1=x(1)  
% d x2=x(2) 
% d p1=x(3) 
% d p2=x(4) 
% d u11=x(5) 
% d u12=x(6) 
% d u21=x(7) 
% d u22=x(8) 
% d v11=x(9) 
% d v12=x(10) 
% d v21=x(11) 
% d v22=x(12) 
  
xder=[  x(2); 
        -x(1)+x(4)+(1-(x(1)^2))*x(2); 
        x(1)+x(4)*(1+2*x(1)*x(2)); 
        x(2)-x(3)-(1-x(1)^2)*x(4); 
        x(7); 
        x(8); 
        (-1-2*x(1)*x(2))*x(5)+(1-x(1)^2)*x(7)+x(11); 
        (-1-2*x(1)*x(2))*x(6)+(1-x(1)^2)*x(8)+x(12); 
        (1+2*x(4)*x(2))*x(5)+2*x(1)*x(4)*x(7)+(1+2*x(1)*x(2))*x(11); 
        (1+2*x(4)*x(2))*x(6)+2*x(1)*x(4)*x(8)+(1+2*x(1)*x(2))*x(12); 
        2*x(1)*x(4)*x(5)+x(7)-x(9)+(x(1)^2-1)*x(11); 
        2*x(1)*x(4)*x(6)+x(8)-x(10)+(x(1)^2-1)*x(12) 
      ]; 
return  
  
 ///////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
 
% hlavny program pre vypocet okrajovej ulohy pre Van der Polov oscilator 
% SKT:  x1' = x2; 
%       x2' = -x1 + (1-x1^2)*x2 +u; 
% Ulohou je riadit system z pociatocneho stavu: 
% x1(0) = 0.4 
% x2(0) = 1 
% do koncoveho stavu: 
% x1(T) = 1 
% x2(T) = 0.2 
% kde T = 1, pricom funkcional:  
% J = (1/2) * int[0 -> 1]{x1^2(t) + x2^2(t) + u^2(t)}dt --> min 
% ------------------------------------------------------------------------ 
% 1. zadefinujem si Hamiltonovu funkciu: 
%   H = -J + sum[i=1 -> n]{p(i)*x'(i)} kde, n - pocet dif. rovnic 
%  
% 2. vytvorim kovektor stavu: 
%             dH 
% p'(i) = -  ----   kde i - pocet stavov, teda rovnic 
%            dx(i) 
 
 



Dvojbodova okrajova uloha – Van der Polov oscilator 

%       dH 
% 0 =  ----    
%       du 
% ------------------------------------------------------------------- 
% ktore premenne odpovedaju ktorym castiam (2+2+4+4)=12 rovnic 
% d x1=x(1)  
% d x2=x(2) 
% d p1=x(3) 
% d p2=x(4) 
% d u11=x(5) 
% d u12=x(6) 
% d u21=x(7) 
% d u22=x(8) 
% d v11=x(9) 
% d v12=x(10) 
% d v21=x(11) 
% d v22=x(12) 
% ----------------------------------------------------------------------- 
  
clear all 
clc 
  
% pociatocne a koncove podmienky 
x1poc = 0.4; 
x2poc = 1; 
x1konc = 1; 
x2konc = 0.2; 
p1poc = 0; 
p2poc = 0; 
  
eps = 0.001; % presnost 
[t,x]=ode45('citlivostneRovOkrajUloha',[0 
1],[x1poc,x2poc,p1poc,p2poc,0,0,0,0,1,0,0,1]); 
  
while ( abs(x(end,1)-x1konc)>eps || abs(x(end,2)-x2konc)>eps ) % kontrola 
presnosti 
    [t,x]=ode45('citlivostneRovOkrajUloha',[0 
1],[x1poc,x2poc,p1poc,p2poc,0,0,0,0,1,0,0,1]); 
     
    % prepocty delt kovektora p 
    c = [ x(end,1)-x1konc; 
          x(end,2)-x2konc ]; % aktualna - koncova 
    e = [ -x(end,5:6); 
          -x(end,7:8) ]; % 4 konecne hodnoty matic U 
    dp = inv(e)*c; 
    p1poc=x(1,3)+dp(1); 
    p2poc=x(1,4)+dp(2); 
end 
  
plot(t,x(:,1),'r',t,x(:,2),'b') 
grid on 
title('Okrajova uloha - Van der Polov Oscilator') 
legend('x1','x2') 
 
 


