PROBLEM OPTIMALNEHO RIADENIA DYNAMICKEHO SYSTEMU

e Modely objektov, ktoré chceme optimalizovat — DYNAMICKE SYSTEMY
e UvazZujeme Ulohu RIADENIA deterministickych spojitych DS:

DS:

x(t) = f(x,u,t) (1)
y(t) = Ip (x,u,t)

x(t) - stav systému
u(t) —riadiaci vektor
y(t) — vystupny vektor

e Velidiny v systéme nemdzu nadobudat fubovolné hodnoty — st nejakym spésobom
obmedzené :
OB:
u(t)elU c R” 2)
x(t)eX c R™
e Obvykle pozname pociatocny stav DS: x(t,) = X
Ulohou je riadit systém tak, aby na konci intervalu riadenia < ty, t; > bol systém v stave
x(t) = x
e Prechod z x(ty) do x(t;) mbze byt uskutoéneny rézne
o aby sme mohli vybrat optimaélne riadenie je nutné KRITERIUM KVALITY RIADENIA ,
ktoré ohodnoti ulohy, t. j. kazdému rieSeniu priradi redlne Cislo (vyberie najlepsie)
e  Kritérium kvality riadenia v Ulohach dynamickej optimalizacie:
ty
It x(e0), 6,26, u(®) = h(x(e) + [ 9o 0de
to
h,g - skaldrne funkcie
h(x(tl)) - hodnoti ciel trajektdrie
fttol g(x,u, t)dt — hodnoti priebeh

e Uloha OR spoéiva v uréeni takého riadenia u(t) systému (1), aby splnila obmedzenia (2) a bol
dosiahnuty koncovy stav x(t;) a kritérium akosti riadenia bolo miniméalne - Takéto riadenie
je potom optimélne ~ u*(t)

Modifikacie:
e Koniec trajektdrie — Cas t; a stav x(t;) moZe byt pevne zadany - Uloha s pevnym koncom
trajektdrie (Funkcie (3) ] = ftilg(x, u, t)dt)

e Ak nie je uréeny koncovy ¢as t; = Uloha s volnym koncovym ¢asom
e Koncovy stav x(t;) moze byt neuréeny = Uloha s volnym koncom trajektérie



Zaver:

Regulaéna uloha = uloha najdenia extrému funkciondlu pri reSpektovani obmedzeni danymi
stavovou rovnicou systému (1) a obm. pod. (2).

LAGRANGEOVA, MAYEROVA a BOLZOVA ULOHA

1. Lagrangeova Uloha spociva v minimalizacii funkcionalu

. (4)
51(©) = [ g0t
to
s obmedzenim
flx,%,t)=0 (5)
Ulohu riesime zavedenim rozsireného funkcionalu
2. Mayerova uloha
t
J2(x(©) = [9:6 0], = g1(x(t2), 12) = g1 (x(to), o) (©)
0
S obmedzenim tvaru (5)
3. Bolzova uloha
t
i ] . (7)
J(:0) = 92001+ [ gt 0de
0
to

obmedzenie (5)

Na zaklade skor definovanych pojmov mézu byt formulované 2 varianty dlohy OPTIMALNEHO
RIADENIA pri zndmom stave systému:

1. Problém PROGRAMOVEHO OR - pri zndmom pociatoénom stave systému u = u*[t, x]
2. Problém SPETNOVAZOBNE OR — pri zndmom okamZitom stave systému u = u*[t, x(t)]

Zaver:

Na rozdiel od POR u*[t, x,] , ktory pre dany pociatoény stav x, = x(t,) mbze byt stanovené
dopredu (a ulozené do OP pocitaca) ako dana funkcia ¢asu v zavislosti na skutocnom okamzitom
stave systému > Z hladiska realizovatelnosti je v obidvoch variantoch délezitd podmienka
obmedzenia na vektor riadenia ueR".

e Problémy OR bez reSpektovania obmedzenia mdzu byt rieSené metddami kl. Variacného
poctu.



e Problémy POR pri reSpektovani obmedzeni mézu byt rieSené principom minima (maxima)
Pontrjagina, ktory mdze byt interpretovany ako zobecnenie nutnych podmienok optimality
vo forme Hamiltonovych kanonickych rovnic

e Problémy SOR - systém Riccatiho rovnic

NUTNE A POSTACUJUCE PODMIENKY OPTIMALITY pre hl'adanie minima
funkciondlu

a) Na zaklade metdd kl. Variacného poctu
1. Euler —Lagrange rovnice
2. Hamilton —Jacobiho rovnice
b) Na zdklade modernych metdd optimalizacie
1. Pontrjaginov princip maxima/minima
2. Bellmanov princip optimality

Zakladna variacna uloha — hlada extrém funkcionalu

ty

J(x(®) = f g0x(0), %(6), t)dt

to

(1)

Kde g(.) je jadro funkciondlu

< Extremala - x*(t) zaisti extrém funkcionalu (1)

) da
+* Euler-Lagrange rovnica f - Ea_i =0 (2)

je nutnou podmienkou, aby funkcia x(t) bola extremalou [x(ty) = xo, x(t;) = x4]
x*(t) - funkcia spojita / spojité 1. A 2. Derivacie
g(.) - funcia spojitd s parcialnymi derivaciami

E-L rovnica je NDR (2.radu):

dx d?x
9x = Gex ~ xx p ~ ik gz = 0
dg 0°g 0%°gdx 0°gd’x _
dx Otdx 0xdxdt 0x2dt?




Teoria optimdlneho riadenia- dynamicka optimalizacia

Optimalizacny problém

o vznika pri vybere z viacerych variant rieSenia

o Hladanie najlepsieho variantu
Optimalne rieSenie

o mozZné riesSenie, pre ktoré neexistuju lepsie rieSenia
Matematicka formuldcia optimalizaéného problému

matematicky kritérium _ vyber najlepsieho

model problému optimality rieSenia

Tedria optimalizacie
o rieSenie optimaliza¢nych problémov
o urcenie Struktury a hodnot parametrov riadiaceho systému tak, aby sa dosiahla
najlepsia kvalita riadenia
Dynamickd optimalizacia
o cielom je optimalny priebeh prechodovych javov regulovanej veliiny pri zmene
riadiacich alebo poruchovych veli¢in
Staticka optimalizacia
o cielom je dosiahnutie optimalnych hodnét velic¢in v ustdlenom stave, ktoré
zabezpecia najlepsi technologicky a ekonomicky vysledok riadenia (maximalna
energeticka ucinnost, kvalita vyroby, minimalne straty)

MATEMATICKY MODEL
SITUACIE
STATICKY MODEL . DYNAMICKY MODEL
staticka optimalizacia dynamicka optimalizacia

TEORIA OPTIMALIZACIE

MATEMATICKE VARIACNY POCET
PROGRAMOVANIE ( Pontrjaginov princip,
( nelinearne, linearne ) dynamické programovanie )




KLASIFIKACIA OPTIMALIZACNYCH PROBLEMOV

Alokacné problémy
o optimalne rozdelenie zdrojov a uréenie optimdlneho vyrobného programu
(maximalizacia zisku)
Problémy planovania
o planovanie investicii do vyrobnych zariadeni, planovanie vyroby (na zaklade dopytu,
produkcie, vyrobnych a skladovych nakladov)
napriklad minimalizovat celkové vyrobné naklady volbou optimalnej produkcie
Problémy OR dynamickych systémov
o odhad predmetov
Problémy aproximacie
o aproximdcia funkcie na danom intervale inou funkciou
Ciel minimalizovat chybu aproximacie v zmysle urcitého kritéria
Konfliktné situacie (HRY)
o situdcie s protikladnymi zaujmami ucastnikov

MODERNA TEORIA RIADENIA

Historické obdobia TAR:

1868 - predhistdria (Maxwell, matematicka analyza SV riadiacich systémov)
1900-1960 - klasické obdobie (frekvencné m.)
1960 — moderné obdobie (¢asova oblast)

OPTIMALITA V PRIRODNYCH SYSTEMOCH

Dosiahnutie optimality je zakladnou vlastnostou pohybu v prirodnych systémoch

Princip optimality (Johann Bernoulli — 1696 — tGloha o brachystochrone)

Princip ¢asovej optimality v optike (P. de Fermat — 17.storocie , minimum — time principle)
Eulerové prace (1744)

Hamilton — systém sa pohybuje tak, Ze sa minimalizuje ¢asovy interval rozdielu medzi jeho
kinematickou a potencidlnou energiou (princip minima)

Einstein (1900) — vzhladom na 4D ¢asopriestor sa pri pohybe systému ¢as maximalizuje

ZAKLADNE PRACE MODERNEJ TAR

R. Bellman (1957) — dynamické programovanie
L. S. Pontrhagin (1958) — princip maxima, ¢asovo optimalne problémy, riadenie je releového
typu



e KALMAN a kol. (1960) — zaciatok ,,MODERN CONTROL"
1. Ljapunovova tedria pre NS v ¢asovej oblasti

2. OR systémov, rovnice pre navrh LQ reguldtora
3. Optimalna filtracia + tedria odhadu, rovnice pre navrh diskrétneho kalmanovho filtra



VARIACNE PROBLEMY S OBMEDZENIM

Ak obmedzujica podmienka je uréend algebraickou alebo diferencidlnou rovnicou > budeme hladat

extrém funkcionalu J = fttolg(x, X, t)dt pri obmedzeni tvaru DR:

filx, x,t) =0, j =1,2,..., m - Lagrangeova tuloha (3)
Rieenie : = zavedieme Lagrangeou vektor A(t) = [A4, ..., 1]

e Extremaly Lagrangeovej tlohy su extremaly funkciondlu
ty
J= f [g(x, %, t) + AT(E) * f(x, %, t)]dt
to
kde f = [f1, ..., f]T je vektor obmedzeni.
Lagrangeovu Ulohu rieSime tak, ze pre funkcional (4) napiSeme E-L rovnice a ich rieSenim

(4)

dostaneme extremaly povodnej tlohy. (Lagrangeova, Mayerova a Bolzova Uloha = navrat)
Riesenie problému OR dynamickych systémov = variacny problém Bolzovho typu.

Ak st obmedzenia na stavy /riadenie - tento problém je obtiazné riesitelny kl. Variacnymi
metddami

OPTIMALNE RIADENIE BEZ OBMEDZENI

Dynamickd optimalizdcia — hfadame pre zadany systém

x() = fx(@),ul®),t),  x(to) =xo (5)
riadenie u(t) tak, aby bolo kritérium
s (6)
J(x(t),u(t),t) = f gx(®),u(t), t)dt - min
to

RieSenie OR DS bez obmedzeni - problém je urdit optimalne riadenie u(t), ktoré minimalizuje
funkciondl (6) a re$pektuje obmedzenie dané DS: x(t) = f(x(t),u(t), t) > VARIACNY PROBLEM
LAGRANGEOVHO TYPU.

e Zavedieme rozsireny funkcional

ty
Jor = [ 19Go2,0)+ 7@ [ o, 0) — 5 1]de = 0
to

e Jadro funkcionalu oznaéime @

OCx(t), u(t), A1), 1) = g(x,w, 1) + AT(F (x,u, 1) — (1)) (8)



e extremaly u*(t), x*(t), A*(t) spifiaju E-L rovnice po dosadeni @ a maju tvar:

a) 5 "arox =0
9 dop _ 0 _
b) ou dtau_o e 6u_0
09 dag _ a9 _
<) A dta)l_o e ar

e Akza @z (8)dosadime do (9):

99 _yn 4 0fi 5 _ .
a) ox; l=1;{laxj Ai=0 j=12,...,n
99 _ymn 4 Ofi _ _
b) dug Zi:lll g =0 k= 1,2,...,7"
o % —filx,ut)=0 i=12,...,n

10a) sustava DR pre zloZzky vektora A =>rovnice konjungovaného systému
10b) sustava algebraickych rovnic

10c) sustava DR (fyzikdlny systém)

Integracné konstanty (2n) vypocitame z n- PP x(t,) a n-koncovych podmienok x(t;).

(9)

(10)

x*(t)
u*(¢)
A (1)

RieSenie optimalneho problému s obmedzeniami - variacné ulohy s obmedzenim sa [ahSie riesia
PRINCIPOM MAXIMA (obmedzenie v tvare nerovnic moézeme previest vhodnou transforméciou na

problém bez obmedzenia).
KANONICKY TVAR EULEROVEJ-LAGRANGEOVEJ ROVNICE

1. Zakladna uloha > minimalizacia funkcionalu

t1
J= f g(x, x,t)dt
to
Zavedieme skalarnu funkciu H:

H(x,x,t) = —g(x,x,t) + (%g(x,x, t))a’c

a vektorovu funkciu

p(x,%,t) = (%xxt))

2. Funkciu H — Hamiltonova funkcia (HAMILTONIAN)
Vektor p — konjugovany vektor k vektoru x
3. Zrovnice (13) vyjadrime x ako funkciu p a preto H = H(x, p, t)
Totdlny diferencional Hamiltonidnu:
J0H 0H JH

dH = —dx +—dt +

ox o g,

(11)

(12)

(13)

(14)



Hamiltonove rovnice pre problém optimalneho riadenia maju tvar:

“__y (20)
dt 0x
) _OH
T ou
dx (6H>T
dt  \oA

Systém hamiltonovych rovnic je totozny so systémom varia¢nych rovnic (10) A(t) = p(t)

Nutné podmienky pre optimum Hamiltonovho kritéria:

1. Ak je definovana stavova rovnica systému x(t) = f[x'(t), u(t), t]
2. Funkcional:J = fttlg(x(t),u(t), t)dt
2
3. Definujeme Hamiltonovu funkciu:
H=H[p,xut]=—-gut)+(p f(x.ut)) - max
H=H[p,x,u,t] = +g(x,u,t) +(p, f(x.u,t)) - min
4. Nutné podmienky pre optimum:

p(t) = —Z—: —> zdruzeny SDR

(t) =‘3—;’ > pbvodny SDR

oH . .
Pl 0 - rovnica pre min/max

K tomu, aby u*bolo optimalne riadenie minimalizujuce kritérium J (s reSpektovanim obmedzenia na
u) je nutné, aby existuje nenulova vektorova funkcia P = P*[t,,t;] — KOVEKTOR STAVU

5. Podla (12):
J0H d
dH = —dg + %Tdp + pTdk = ——dx — =2 dt + " dp (15)
0x Jt
dg
ax P
6. Porovnanim:
J0H 0H J0H
o g 4T (16)
ax 9 e T I Gp T
7. Z(16) - E-Lrovnice g, — %g,-c = 0 v tvare
dx <6H>T dp <6H)T (17)
dat  \ap/ ' dt  \ox

Rovnice H sa nazyvaju HAMILTOONOVOV (~ kanonickou formou) E-L rovnice



Systém E-L DR druhého radu = nahradzujeme systémom 2 vektorovych rovnic 1. radu

p(x, x,t) =%9ag =px*0x

Pre Ulohu OR hladdme minimum funkciondlu za obmedzujuicich podmienok danych stavovou
rovnicou systému x = f(x,u,t)

1. min{] = ftzlg(x,u, t)dt = x=f(x,ut),x(ty) = xo}
2. Hamiltonova funkcia

(g + AT (x —
H:_(g+,1T(x—f))+< (o aé f)))x (18)
je zostavenad podla (12) ; za , g“ dosadime jadro rozSireného funkcionalu @

O, u,At) = gle,u t) + AT (% — f(x,u,t))

H=H(xxult)=—g(xut)+ATf(x,u,t) > max H (19)
H=H(xx,uAt)=glut)+ATf(x,u,t) > minH

A(t) — konjugovany vektor = Lagrangeov vektor
a skaldrna funkcia H (Hamiltonova funkcia) pg = £1 (+ min, — max)
H =Hp,x,u,, t] = g(x,u,t) +(p(t), f(x,u,t))
taka, ze:
1. p*(t) odpovedd u*(t), x*(t) vtom zmysle, Ze st riesenim Hamiltonovych rovnic:
% = (;;) - pbvodny systém NDR; a_ _ aH* -> systém zdruZenych DR pri danych

dat ax
0h(x(t1),t1)
ox

okrajovych podmienkach: x(ty) = xo ,p"(t;) =

L . — — max Ny , . . .
2. Minimum / maximum ( , ) H moézZe nastat v bodoch, kde je splnena podmienka
+ —> min
on _
ou

Funkcia H ma absoldtne minimum podla u t. j. an H(x,p",u’) (vztah hamiltonovej

eU
funkcie a jadra roz. funkcie @)

Pozn. Jrr = ftt:[(p,fc) —H(x,p t,wldt - B(x,uAt) =glut) +AT(x - f(x,u b)) -
H=—-gxut)+AT(x - f(x,u,t)) Al) =p(0)

@ = px — H->E-L rovnice pre vSetky premenné

Extremaly u*(t), x*(t), A*(t) spliaju E-L rovnice:

09 dop _ p dop _ OH

ax ator -0 T wmar- ox A0 (1)
90  dap _ a9 _ 9  d 39 _dx OH _

H_Eﬁ_o_)az_o_)aa dt o) dt aa_o (2)
d d o d ad dH

90 40 _ 5,9 2% _ _di_ (3)

u  dtou ou ou du



Q=px—H

0H d : OH . 0H
_— —_— = e d = — — = —_——
a +dtl 0 A ox p dx
x_OM_gix=2 oI
dc a1 oA ¢ = 22
dp
dH O0H 0H
—_—— = - — = _— =
du 0 ou 0 ou

Nutné podmienky pre optimum (podla Pontrjagina)

Hamil. Kanonické rovnice
Min/max Hamil. Funkcie > H
Spravanie Hamil. Funkcie pozdi# optimélnej trajektérie

P wnNhe

Podmienky >okrajové (numerické riesenie)

VSeobecny postup rieSenia niektorych uloh OR principu maxima

X(to)

systém

P
KS > H H Ol u
X, g g
T A
p(to)i

Schéma vypoctu OR a optimalnej trajektorie podla principu maxima

- Podla principu maxima optimalne riadenie maximalizuje hamiltonian;
DR p6vodneho systému

DR konjug. (zdruzeného systému )

- Pociato¢né podmienky systému - znama x(t;y) = x,

- RieSime <

Pociato¢né podmienky konjugovaného systému >p(t,) =?

v



s pevnym koncom trajektérie pozname koncovu podmienku pod. systému
s volnym koncom trajektérie pozndme koncovu podmienku konjug. systému

- Vdlohe <
S —riadeny systém
KS — konjugovany systém
H — vypocet Hamil. funkcie
0, — urcuje optimalnu riadiacu veli¢inu tak, aby H bol v kazdom t maximalny vzhladom k u(t)eU;

(slu€ka s Oy sluzi k vypoctu optimdlneho riadenia) > ¢asto sa da OR u(t)eU z Hamil. vypocitat

analyticky;
0O, — urcuje pociatocné podmienky konjug. systému

= V koncovom case je skutocny koncovy stav x(t;) totozny s pozadovanym koncovym stavom
Ix
= Ak nie je skutoény koncovy stav x(t;) totozny s pozadovanym koncovym stavom ‘x

zmenime optimazatorom O, pociatocnu podmienku p(t,) = znovu pocitame



