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3.2.1 Systémy bez paměti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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4.5.9 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
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5.2 Zpětnovazebńı linearizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
5.2.1 Motivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
5.2.2 Linearizace vstup – stav . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
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5.4 Řı́zeńı v klouzavém režimu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
5.4.1 Motivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
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(x1, x2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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5.2 Struktura PI regulátoru z př́ıkladu 5.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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Test vstupńıch znalost́ı

1. Jaký je rozvoj funkce f(x) do Taylorovy řady v okoĺı bodu x0

2. Jaký je rozvoj funkce f(x) do Fourierovy řady

3. Pokud je lineárńı regulačńı obvod na mezi stability, frekvenčńı charakteristika otevřené
smyčky v komplexńı rovině

a) procháźı vlevo kolem bodu (1, 0) pro nar̊ustaj́ıćı frekvenci

b) procháźı vpravo kolem bodu (−1, 0) pro nar̊ustaj́ıćı frekvenci

c) procháźı bodem (−1, 0)

d) procháźı bodem (1, 0)

4. Vnitřńım popisem dynamického systému rozumı́me

a) soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

b) operátorový přenos

c) frekvenčńı charakteristiku

d) stavové rovnice v maticovém zápisu

5. stavové rovnice lineárńıho dynamického systému se spojitým časem jsou

(a)
dx

dt
= Ax+Bu y = Cx +Du

(b)
dx

dt
= Ax+Bu

dy

dt
= Cx+Du

(c)
dx

dt
= Ax+Bu

dy

dt
= Cy +Du

(d)
dx

dt
= Ax+Bu y = Cy +Dx

6. vlastńı č́ısla matice A stavového popisu odpov́ıdaj́ı

a) koeficient̊um jmenovatele operátorového přenosu

b) kořen̊um charakteristického polynomu soustavy

c) koeficient̊um čitatele operátorového přenosu

7. funkce V (x1, x2) je pozitivně definitńı, jestliže

a) V (x1, x2) ≥ 0 pro x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0

b) V (x1, x2) > 0 pro x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0

c) V (x1, x2) > 0 pro jakékoli x1,x2

d) V (x1, x2) > 0 pro jakékoli x1 6= 0,x2 6= 0 a současně V (0, 0) = 0

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A
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1 Úvod

Během studia předmětu Regulace a ř́ızeńı I byly řešeny úlohy z oblasti analýzy chováńı
a ř́ızeńı systémů popsaných lineárńımi závislostmi. Pokud se však podrobněji pod́ıváme
na formulaci fyzikálńıch zákon̊u popisuj́ıćıch okolńı svět, v řadě př́ıpad̊u zjist́ıme, že
se v nich vyskytuj́ı nelineárńı závislosti, přičemž se může jednat o popis i velice jed-
noduchých systémů. Jako př́ıklad lze uvést kyvadlo zobrazené na obr. 1.1.

α

m

l

Obrázek 1.1: Kyvadlo

Pohybová rovnice kyvadla je dána vztahem

ml
d 2α

dt2
= −mg sinα (1.1)

kde g je t́ıhové zrychleńı. Neńı pochyb, že uvedená závislost
je nelineárńı vzhledem k př́ıtomnosti nelineárńı funkce sinus.
Pouze pro velmi malé hodnoty výchylky kyvadla α lze
přibližně napsat

α ≪ 1 ⇒ sinα ≈ α (1.2)

a pohyb kyvadla popsat lineárńı diferenciálńı rovnićı

ml
d 2α

dt2
= −mgα (1.3)

V některých př́ıpadech je tedy možné naj́ıt takový lineárńı
popis daného systému, že při dodržeńı zvolených omezuj́ıćıch
podmı́nek bude lineárńı popis dobře reprezentovat studovaný
nelineárńı systém. V řadě př́ıpad̊u však vhodný lineárńı popis neńı možné použ́ıt a pak
muśı být použity metody analýzy a návrhu ř́ıd́ıćıch algoritmů určené př́ımo pro nelineárńı
systémy. Tyto metody budou obsahem studia předmětu Regulace a ř́ızeńı II. Učebńı
text pro tento předmět vycháźı částečně ze skript, která lze doporučit jako doplňkovou
literaturu

2 Základńı rozd́ıly mezi lineárńımi a nelineárńımi sys-

témy

2.1 Motivace

Během kurzu Regulace a ř́ızeńı I byly řešeny úlohy z oblasti lineárńıch systémů.
Nelineárńı systémy jsou popsány obecně nelineárńımi funkcemi. Množina nelineárńıch
systémů je tedy nadmnožinou systémů lineárńıch. Z toho vyplývá, že veškerá tvrzeńı
platná pro nelineárńı systémy je možné aplikovat na systémy lineárńı, ne však nao-
pak. Zásadńımi rozd́ıly v chováńı lineárńıch a nelineárńıch systémů se budeme zabývat
v následuj́ıćı části.
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2.2 Neplatnost principu superpozice

Pro každý lineárńı systém plat́ı tak zvaný princip superpozice definovaný větou

Věta 2.1 Pro každý lineárńı dynamický systém plat́ı princip superpozice: Necht’ u1(t)
a u2(t) jsou dva rozd́ılné pr̊uběhy vstupńıch signál̊u p̊usob́ıćı na systém s počátečńımi
podmı́nkami x1(t0),x2(t0). Dále y1(t) a y2(t) jsou př́ıslušné pr̊uběhy výstup̊u systému
a x1(t),x2(t) pr̊uběhy stavových veličin pro uvedené dva vstupńı signály. Je-li při počátečńı
podmı́nce

x(t0) = α1x1(t0) + α2x2(t0) (2.1)

na vstup lineárńıho systému přiveden signál

u(t) = α1u1(t) + α2u2(t) (2.2)

systém odpov́ı na svém výstupu signálem

y(t) = α1y1(t) + α2y2(t) (2.3)

přičemž pr̊uběh stavových veličin bude dán vztahem

x(t) = α1x1(t) + α2x2(t) (2.4)

U nelineárńıch systémů princip superpozice neplat́ı, což je možné snadno ověřit jak je
ukázáno v následuj́ıćım př́ıkladě

Př́ıklad 2.1 Je dán systém, jehož struktura je zachycena na obrázku 2.1.

X

0

u
y

cos
∫

Obrázek 2.1: Nelineárńı systém

Chováńı systému lze popsat rovnicemi

dx

dt
= 0

y = u cosx
(2.5)

jejichž řešeńı je velice jednoduché a vede na

x (t) = x (t0)

y (t) = u (t) cosx (t0)
(2.6)

Při vstupńım signálu u1(t) a počátečńım stavu x1(t0) pak bude platit pro stav systému

x1 (t) = x1 (t0) (2.7)
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a výstup

y1 (t) = u1 (t) cosx1 (t0) (2.8)

Obdobně pro vstupńı signál u2(t) a počátečńı stav x2(t0) dostaneme

x2 (t) = x2 (t0)

y2 (t) = u2 (t) cosx2 (t0)
(2.9)

Nyńı předpokládejme, že systém bude v čase t0 v počátečńım stavu

x3 (t0) = αx1 (t0) + βx2 (t0) (2.10)

a na systém bude p̊usobit vstupńı signál

u3 (t) = αu1 (t) + βu2 (t) (2.11)

Pro stav systému pak plat́ı

x3 (t) = x3 (t0) = αx1 (t0) + βx2 (t0) = αx1 (t) + βx2 (t) (2.12)

a princip superpozice je splněn. Výstup systému je dán vztahem

y3 (t) = u3 (t) cosx3 (t0) = [αu1 (t) + βu2 (t)] cos [αx1 (t0) + βx2 (t0)] (2.13)

Pro splněńı principu superpozice by muselo platit

y3 (t) = αu1 (t) cos x1 (t0) + βu2 (t) cosx2 (t0) (2.14)

Je však zřejmé, že

[αu1 (t) + βu2 (t)] cos [αx1 (t0) + βx2 (t0)] 6=
6= αu1 (t) cosx1 (t0) + βu2 (t) cosx2 (t0)

(2.15)

a princip superpozice tedy splněn neńı. Zkoumaný systém obsahuje nelineárńı závislost
vzhledem k použit́ı funkce kosinus pro výpočet hodnoty výstupu a výsledek řešeného př́ıkladu
tedy odpov́ıdá předpokladu, že nelineárńı systémy nesplňuj́ı princip superpozice.

Neplatnost principu superpozice má významné následky. Principu superpozice totiž
využ́ıvaj́ı integrálńı transformace, které jsou ve velké mı́̌re použ́ıvány v oblasti lineárńıch
systémů. Pro popis nelineárńıch systémů pak neńı možné použ́ıt operátorový přenos
(Laplaceova transformace) ani frekvenčńı charakteristiky (Fourierova transformace). Ne-
platnost principu superpozice je rovněž třeba zvážit při použ́ıváńı blokové algebry.
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2.3 Stabilita nelineárńıch systémů

Stabilita lineárńıch dynamických systémů byla studována v kurzech Signály a systémy
a rovněž v kurzu Regulace a ř́ızeńı 1. Připomeňme jen, že stabilita lineárńıho dynamického
systému popsaného vstupně-výstupńım popisem prostřednictv́ım operátorového přenosu

F (p) =
Y (p)

U(p)
=

B(p)

A(p)
(2.16)

kde Y (p) je obraz výstupńıho signálu y(t) v Laplaceově transformaci, U(p) je obraz
vstupńıho signálu, A(p) je polynom ve jmenovateli operátorového přenosu F (p) a B(p)
je polynom v čitateli operátorového přenosu, je určena polohou kořen̊u polynomu A(p).
Lineárńı systém je stabilńı právě tehdy, když všechny kořeny polynomuA(p) (póly operáto-
rového přenosu) lež́ı v levé polorovině komplexńı roviny

”
p“. Obdobně stabilita lineárńıho

dynamického systému zadaného stavovým popisem

dx

dt
= Ax+Bu (2.17)

kde x je vektor stavových veličin, u je vektor vstupńıch hodnot, A je matice zpětných
vazeb a B je matice vazeb vstup̊u na stavové veličiny, je určena polohou vlastńıch č́ısel
maticeA. Plat́ı, že lineárńı dynamický systém je stabilńı právě tehdy, když všechna vlastńı
č́ısla matice A lež́ı v levé polorovině roviny

”
p“. Je tedy zřejmé, že v př́ıpadě lineárńıch

systémů je stabilita určena výhradně vnitřńı strukturou systému a lineárńı dynamický
systém bude tedy vždy stabilńı (respektive nestabilńı) bez ohledu na hodnotu vstup̊u
nebo počátečńı stav.

V př́ıpadě nelineárńıch systémů je situace zcela jiná. Nelineárńı systém může být pro
určité hodnoty vstup̊u a počátečńı stav stabilńı, pro jiné hodnoty nestabilńı. Detailně
bude tato vlastnost diskutována v kapitole 4.

2.4 Shrnut́ı kapitoly 2

Zvláštnosti nelineárńıch systémů tedy můžeme shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

• tvrzeńı platná pro nelineárńı systémy plat́ı i pro systémy lineárńı, opak neplat́ı

• neplat́ı princip superpozice

• pro popis nelineárńıho systému neńı možné použ́ıt operátorový přenos v Laplaceově
transformaci

• nelineárńı systém neńı možné popsat frekvenčńı charakteristikou

• stabilita nelineárńıch systémů může být závislá na počátečńım stavu a pr̊uběhu
vstupńıch signál̊u

• v nelineárńım systému mohou vznikat stabilńı oscilace a to i jiného, než sinusového
pr̊uběhu
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2.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 2

1. Plat́ı pro nelineárńı systémy princip superpozice?

2. Je možné popsat chováńı nelineárńıho systému operátorovým přenosem?

3. Lze zakreslit frekvenčńı charakteristiku pro systém obsahuj́ıćı nějakou nelineárńı
závislost?

4. Předpokládejte, že znáte vnitřńı strukturu nelineárńıho systému. Je možné bez
daľśıch informaćı rozhodnout o jeho stabilitě?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

3 Kategorie nelineárńıch systémů a jejich popis

3.1 Motivace

Oblast nelineárńıch systémů zahrnuje systémy s velice r̊uznorodým chováńım. V násle-
duj́ıćı kapitole se pokuśıme kategorizovat často se vyskytuj́ıćı nelinearity a objasnit, jakým
zp̊usobem lze popsat charakter jejich chováńı.

3.2 Systémy bez dynamiky

Za systémy bez dynamiky považujeme v technické praxi takové systémy, které reaguj́ı
na změnu vstupńıch signál̊u okamžitě bez jakéhokoliv přechodového děje a zpožděńı.
Vesměs jde o reprezentaci takových fyzikálńıch systémů, které reaguj́ı na vstupńı signály
velmi rychle tak, že jejich přechodový děj (dynamika) je zanedbatelně krátký vzhledem
k dynamice ostatńıch spolupracuj́ıćıch systémů. Tak lze např́ıklad zanedbat dynamiku
elektromagnetického stykače, jehož přechodový děj trvá zhruba 0,1 s, bude-li ř́ıdit tepelnou
soustavu s časovými konstantami okolo 1 hodiny. Dostatečným modelem stykače pak bude
jeho statická charakteristika.

Systémy bez dynamiky představuj́ı většinou subsystémy nějakých složitěǰśıch systémů,
které jsou pak popsány stavovými rovnicemi a chovaj́ı se jako dynamické systémy. Tyto
subsystémy mohou být ze systému fyzikálně vydělitelné, např. relé, elektronické zesilovače
ap., nebo mohou vzniknout při matematické formulaci např. jako smyčka rychlé zpětné
vazby.

3.2.1 Systémy bez paměti

K systémům bez dynamiky řad́ıme i systémy bez paměti, u kterých je relace mezi
výstupńım signálem a vstupńım signálem vyjádřena funkčně např. pro systém s jedńım
vstupem u a jedńım výstupem y

y = f(u) (3.1)
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U1 U2

R1

R2

Obrázek 3.1: Operačńı zesilovač

Takové systémy můžeme považovat za systémy
s jedńım stavem (stavový prostor je množina
o jednom prvku), který se neměńı. Typickým
př́ıkladem může být zapojeńı s operačńım zesi-
lovačem z obr. 3.1, jehož dobrým modelem je rovnice

u2 = −R2

R1
u1 (3.2)

za předpokladu, že ostatńı části systému do kterého
je zapojen maj́ı časové konstanty alespoň desetkrát větš́ı než má tento zesilovač. Řešeńı
systému (3.1) nepředstavuje v zásadě žádné pot́ıže pokud je funkčńı předpis zadán
analyticky. V př́ıpadě, že je funkce zadána graficky nebo tabulkou, je zapotřeb́ı pro
výpočetńı účely na č́ıslicovém nebo analogovém poč́ıtači provést náhradu interpolačńı
funkćı. K nejčastěǰśım interpolačńım funkćım patř́ı polynomy a funkce po částech lineárńı.
Připomeňme si zde pouze Lagrangeovu interpolačńı formuli. Tato formule předpokládá,
že funkce (3.1) je známa v n

”
uzlových“ bodech u0, u1, . . . , un, tj. jsou známy hodnoty

y0 = f (u0) , y1 = f (u1) , . . . , yn = f (un). Uzlové body nemuśı být ekvidistantńı. Náhradńı
polynom je polynom n-tého stupně ve tvaru

Ln(u) =
n∑

j=1

yj

n∏

k=1,k 6=j

u− uk

uj − uk

(3.3)

V uzlových bodech plat́ı

f(ui) = Ln(ui) (3.4)

Interpolačńı formule je snadno realizovatelná na č́ıslicovém poč́ıtači. Pro analogové poč́ıtače
se použ́ıvá náhrada funkćı po částech lineárńı, která může být formulována při stejné volbě
uzlových bod̊u jako v předchoźım př́ıpadě následovně

F (u) = yi +
yi+1 − yi
ui+1 − ui

(u− ui) u ∈ 〈ui, ui+1〉 i = 0, 1, . . . , n− 1 (3.5)

Protože řešeńı nelineárńıch systémů je obt́ıžné, bývá často prováděna náhrada funkce
(3.1) funkćı lineárńı - linearizace. Pokud systém pracuje v bĺızkém okoĺı nějakého pra-
covńıho bodu u0, použ́ıvá se k linearizaci rozvoj funkce do Taylorovy řady, ve které jsou
zanedbány členy vyšš́ıch řád̊u, tedy

f(u)=̇T (u) = f(u0) +
df

du

∣
∣
∣
∣
u=u0

(u − u0) (3.6)

Podmı́nkou použit́ı této metody je samozřejmě existence df/du|u=u0
. Zavedeme-li pojem

odchylky ∆u,∆y od pracovńıho bodu u0, y0 = f (u0), t.j. ∆u = u−u0,∆y = y− y0, plat́ı
pro linearizaci rozvojem do Taylorovy řady pro odchylku ∆u,∆y

∆y=̇
df

du

∣
∣
∣
∣
u=u0

∆u (3.7)
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Pokud je funkce bĺızká lineárńı, je linearizace často prováděna metodou minimálńıho
součtu kvadrát̊u odchylek. Tato metoda bude popsána pro obecněǰśı př́ıpad později.
V obou př́ıpadech neńı dostatečně přesně specifikován pojem bĺızkého okoĺı a pojem
bĺızkosti k lineárńı funkci a konečným kritériem správnosti lineárńı náhrady je souhlas
s prax́ı.

Obecněǰśı systém bez paměti je systém popsaný funkćı v́ıce proměnných

y = f (u1, u2, . . . , un) = f(u) (3.8)

Takovým systémem jsou např. funkčńı měniče použité při konstrukci stavových schémat.
Výpočet vztahu (3.8) nečińı opět při analytickém zadáńı pot́ıže. Grafické zadáńı nebo
zadáńı tabulkou bývá v tomto př́ıpadě již komplikované a prakticky se nevyskytuje pro u

s vyšš́ım rozměrem než 2. Funkce dvou proměnných je tabelována ve formě
y = f(u1i, u2j) i = 1, 2, . . . , n j = 1, 2, . . . , m, kde např. u1 vytvář́ı řádky a u2 sloupce
tabulky. Interpolaci k źıskáńı funkčńı hodnoty v bodě [u10, u20] můžeme provádět tak,
že nejprve provedeme interpolaci funkce jedné proměnné fk (u1) = f (u1, u2k), tj. nejprve
interpolujeme ve sloupćıch tabulky. Dostaneme tak hodnoty fk (u10) = f (u10, u2k), které
můžeme chápat jako hodnoty funkce jediné proměnné u2 f (u10, u2) = f0 (u2) a pomoćı in-
terpolačńı formule urč́ıme hodnotu f0 (u20) = f (u10, u20), tj. interpolujeme nyńı ve směru
řádk̊u tabulky. Náhrada funkćı po částech lineárńı neńı v tomto př́ıpadě jednoduchá,
obzvlášt’ má-li být náhradńı funkce spojitá.

Podobně jako u funkce jedné proměnné provád́ı se i v tomto př́ıpadě často linearizace.
Pracuje-li systém v nějakém bĺızkém okoĺı pracovńıho bodu y0 = f (u10, u20, . . . , un0) = f (u0)
je možné, pokud je funkce dostatečně hladká, použ́ıt linearizaci rozvojem do Taylorovy
řady

f (u) =̇T (u) =

= f (u0) +
∂f

∂u1

∣
∣
∣
u0

(u1 − u10) +
∂f

∂u2

∣
∣
∣
u0

(u2 − u20) + . . .+ ∂f

∂un

∣
∣
∣
u0

(un − un0)
(3.9)

kde ∂f

∂ui

∣
∣
∣
u0

představuje parciálńı derivaci funkce podle proměnné ui v pracovńım bodě u0.

Při zavedeńı odchylek od pracovńıho bodu ∆y = y − y0 ∆ui = ui − ui0 i = 1, 2, . . . , n
plat́ı

∆y=̇
∂f

∂u1

∣
∣
∣
∣
u0

∆u1 +
∂f

∂u2

∣
∣
∣
∣
u0

∆u2 + . . .+
∂f

∂un

∣
∣
∣
∣
u0

∆un (3.10)

V maticové formě je zápis jednodušš́ı

∆y =

[
∂f

∂u

]

u0

u (3.11)

kde
[
∂f

∂u

]

u0
je řádková matice parciálńıch derivaćı v pracovńım bodě a u je sloupcový

vektor.
Při vhodném chováńı funkce (pokud je bĺızká lineárńı) lze použ́ıt náhradńı lineárńı

funkci źıskanou metodou minimálńıho součtu kvadrát̊u odchylek. Pokud neńı třeba za-
chovat pracovńı bod systému, má náhradńı lineárńı funkce tvar

F (u) = a0 + au (3.12)
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kde a je řádková matice [a1, a2, . . . , an] . V tomto př́ıpadě obecně neplat́ı rovnost

f (u0) = F (u0) (3.13)

Pokud je zapotřeb́ı zachovat pracovńı bod systému, má náhradńı lineárńı funkce tvar

F (u) = f (u0) + k (u− u0) (3.14)

Výpočet prvk̊u řádkových matic a a k se provád́ı tak, aby ve zvolených uzlových bodech
ui, i = 1, 2, . . . , m byl součet kvadrát̊u odchylek lineárńı náhrady a funkce minimálńı, tj.

i=m∑

i=1

[f (ui)− F (ui)]
2 = E = min (3.15)

Výpočet náhradńı lineárńı funkce si ukážeme pro př́ıpad, kdy je zapotřeb́ı zachovat
pracovńı bod systému. Označ́ıme-li yi = f (ui) hodnotu funkce ve zvolených uzlových
bodech, bude podle vzorc̊u (3.14), (3.15) platit

E =
m∑

i=1

[yi − F (ui)]
2 =

m∑

i=1

[yi − y0 − k (ui − u0)]
2 (3.16)

Označ́ıme-li ∆yi = yi−y0 odchylku funkčńı hodnoty od pracovńıho bodu v uzlovém bodě
ui a ∆ui = ui−u0 vektor odchylek vstupńı hodnoty od pracovńıho bodu v uzlovém bodě
ui. Pak

∆ui = [(u1i − u10) , (u2i − u20) , . . . , (uni − un0)]
T = [∆u1i,∆u2i, . . . ,∆uni]

T (3.17)

kde ∆uji představuje odchylku j-tého vstupu od pracovńıho bodu v i-tém uzlovém bodě.
Vzorec (3.16) můžeme s použit́ım (3.17) zapsat ve tvaru

E =

m∑

i=1

[∆yi − (k1∆u1i + k2∆u2i + . . .+ knuni)]
2 (3.18)

Aby hodnota součtu byla minimálńı, muśı platit

∂E
∂kj

= 2
m∑

i=1

[∆yi − (k1∆u1i + k2∆u2i + . . .+ kn∆uni)] (−∆uji) = 0

j = 1, 2, . . . , n
(3.19)

Z těchto podmı́nek pak dostaneme soustavu n lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé
hodnoty k1, k2, . . . , kn

k1
m∑

i=1

∆u2
1i + k2

m∑

i=1

∆u2i∆u1i + . . .+ kn
m∑

i=1

∆uni∆u1i =
m∑

i=1

∆yi∆u1i

k1
m∑

i=1

∆u1i∆u2i + k2
m∑

i=1

∆u2
2i + . . .+ kn

m∑

i=1

∆uni∆u2i =
m∑

i=1

∆yi∆u2i

...

k1
m∑

i=1

∆u1i∆uni + k2
m∑

i=1

∆u2i∆uni + . . .+ kn
m∑

i=1

∆u2
ni =

m∑

i=1

∆yi∆uni

(3.20)
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Pokud bude v množině m vektor̊u ∆ui alespoň n lineárně nezávislých, pak bude mı́t
soustava jediné řešeńı. Tuto podmı́nku zajist́ıme tak, že uzlové body ui a pracovńı bod
u0 nebudeme volit pro n = 1 v jednom bodě, pro n = 2 na př́ımce, pro n = 3 v rovině,
atd.

Koeficienty matice a v př́ıpadě lineárńı náhrady bez zachováńı pracovńıho bodu se vypo-
č́ıtávaj́ı obdobným zp̊usobem ze soustavy rovnic

ma0 + a1
m∑

i=1

u1i+a2
m∑

i=1

u2i+ . . .+ an
m∑

i=1

uni =
m∑

i=1

yi

a0
m∑

i=1

u1i+a1
m∑

i=1

u2
1i+a2

m∑

i=1

u2iu1i+ . . .+ an
m∑

i=1

uniu1i =
m∑

i=1

yiu1i

a0
m∑

i=1

u2i+a1
m∑

i=1

u1iu2i+a2
m∑

i=1

u2
2i+ . . .+ an

m∑

i=1

uniu2i =
m∑

i=1

yiu2i

...

a0
m∑

i=1

uni+a1
m∑

i=1

u1iuni+a2
m∑

i=1

u2iuni + . . .+ an
m∑

i=1

u2
ni =

m∑

i=1

yiuni

(3.21)

Řešeńı bude zaručeno, když volba uzlových bod̊u ui bude provedena tak, aby neležely pro
n = 1 v jednom bodě, pro n = 2 na př́ımce, pro n = 3 v rovině, atd. Použit́ı linearizačńıch
metod si ukážeme na př́ıkladě funkce jedné proměnné.

Př́ıklad 3.1 Linearizace funkce jedné proměnné.

V tab. 3.1 jsou uvedeny hodnoty funkce y = eu, kterou je zapotřeb́ı linearizovat v okoĺı
pracovńıho bodu u0 = 2 rozvojem do Taylorovy řady a použit́ım metody minimálńıho
součtu kvadrát̊u odchylek. Dále je zapotřeb́ı provést linearizaci metodou minimálńıho
součtu kvadrát̊u odchylek bez zachováńı pracovńıho bodu. V položkách ∆u a ∆y jsou
v tabulce 3.1 uvedeny odchylky od pracovńıho bodu u0 = 2, y0 = e2 = 7, 39.

Tabulka 3.1: Výsledky linearizace funkce y = eu

u 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

y 1,00 1,65 2,72 4,48 7,39 12,18 20,09 33,12 54,60

∆u −2 −1,5 −1 −0,5 0 0,5 1 1,5 2

∆y −6,39 −5,74 −4,67 −2,91 0,00 4,79 12,70 25,73 47,21

T (u) −7,39 −3,69 0 3,69 7,39 11,09 14,78 18,47 22,17

F1 (u) −16,03 −10,18 −4,32 1,53 7,39 13,24 19,10 24,95 30,81

F1 (u) −8,17 −2,32 3,54 9,40 15,25 21,11 25,95 32,82 38,67

Rozvoj do Taylorovy řady je podle (3.6)

T (u) = e2 + eu|u=u0
(u− 2) = e2 + e2 (u− 2) = e2 (u− 1) (3.22)
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Výsledky rozvoje jsou pro srovnáńı uvedeny v tabulce 3.1. Výsledek linearizace metodou
minimálńıho součtu kvadrát̊u odchylek je při zachováńı pracovńıho bodu podle 3.14

F1 (u) = e2 + k (u− 2) (3.23)

kde k urč́ıme z rovnic (3.20) , které se v tomto př́ıpadě redukuj́ı na tvar

k
8∑

i=1

∆u2
i =

8∑

i=1

∆ui∆yi (3.24)

Z tabulky 3.1 vid́ıme, že
8∑

i=1

∆u2
i = 15,00 a

8∑

i=1

∆ui∆yi = 175,63. Z toho vyplývá k = 11,71.

Výsledek je opět uveden v tabulce 3.1. Tentýž zp̊usob linearizace bez zachováńı pracovńıho
bodu dává podle (3.12) výsledek

F2 (u ) = a0 + a1u (3.25)

kde koeficienty a0 a a1 urč́ıme podle (3.21) z rovnic

9a0 + a1
9∑

i=1

ui =
9∑

i=1

yi

a0
9∑

i=1

ui + a1
9∑

i=1

u2
i =

9∑

i=1

y1u1

(3.26)

Z tabulky 3.1 vid́ıme, že
9∑

i=1

ui = 18;
9∑

i=1

u2
i = 51;

9∑

i=1

yi = 137,23;
9∑

i=1

yiui = 450,09.

Výsledkem řešeńı rovnic (3.26) je pak a0 = −8,17; a1 = 11,71.

Systém bez paměti s v́ıce výstupy a vstupy zapsaný ve formě

y = f (u) (3.27)

je vlastně tvořen v́ıcenásobným použit́ım zápisu (3.8), takže problematika jeho výpočtu
je stejná jako u tohoto zápisu. Poněkud obt́ıžněǰśı situace nastává, je-li systém popsán
implicitně např. ve formě

f (u, y) = 0 (3.28)

pro systém s jedńım vstupem a s jedńım výstupem, nebo pro systém s v́ıce vstupy a jedńım
výstupem ve formě

f (u, y) = 0 (3.29)

eventuálně pro systém s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy ve formě soustavy

f (u,y) = 0 (3.30)

Řešeńı rovnice (3.28) se provád́ı obecně grafickými nebo numerickými metodami tak,
že ve funkci (3.28) fixujeme hodnotu vstupńı veličiny u, a t́ım převedeme problém na řešeńı
rovnice o jedné neznámé y.

fu (y) = 0 (3.31)
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Podobným zp̊usobem se přistupuje k zápisu (3.29), ve kterém se fixuje vstupńı vektor
u, a t́ım problém opět přecháźı na řešeńı rovnice o jedné neznámé. Nejobt́ıžněǰśı je
samozřejmě řešeńı soustavy (3.30), ve které opět fixujeme vstupńı vektor u, problém
pak je vypoč́ıtat řešeńı soustavy obecně nelineárńıch rovnic

fu (y) = 0 (3.32)

Aby zápisy (3.28)-(3.30) reprezentovaly fyzikálńı systém, je nutné, aby pro zvolenou
množinu vstupńıch hodnot měly řešeńı. Problematiku si opět částečně objasńıme na př́ıkla-
dě.

Př́ıklad 3.2 Implicitně zadaná nelineárńı funkce.

Na obr. 3.2(a) je nakresleno schéma operačńıho zesilovače, u kterého je ve zpětné vazbě
zapojen diodový omezovač napět́ı. Je zapotřeb́ı zjistit, jaká bude relace mezi výstupńım
u2 a u1 vstupńım napět́ım tohoto zapojeńı. Předpokládáme, že dynamika operačńıho zesi-

U1
U2

R1

R2

D1 D2

(a) schéma

U1 U2

R1

R2

D1 D2

id

ud = 0i1

ir

(b) náhradńı schéma

Obrázek 3.2: Operačńı zesilovač s diodovým omezovačem napět́ı

lovače je zanedbatelná vzhledem k dynamice ostatńıch část́ı systému ve kterém je zesilovač
použit. Pro jednoduchost budeme u diod předpokládat ideálńı charakteristiku a hodnoty
Zenerova napět́ı uz1, resp. uz2 u diod D1, resp. D2. Dobrým modelem při výpočtech
s operačńımi zesilovači je model využ́ıvaj́ıćı principu virtuálńı nuly, při kterém je náhradńı
schéma zapojeńı uvedeno na obr. 3.2(b) . Pro toto schéma plat́ı následuj́ıćı rovnice

i1 + i2 = 0

i1 =
u1

R1

i2 = id + ir = f (u2)

(3.33)

Funkce f (u2) je voltampérová charakteristika paralelńıho zapojeńı Zenerových diod a od-
poru R2, která je nakreslena na obr. 3.3. Úpravou rovnic (3.33) źıskáme jedinou rovnici

u1

R1

+ f (u2) = 0 (3.34)



22 Řı́zeńı a regulace II

f (u2)

Uz1−Uz2
u2

u2

R2

− u1

R1

i1, i2

Obrázek 3.3: Grafické řešeńı rovnice (3.34)

Tuto rovnici, která je vlastně ve tvaru (3.27), je výhodné řešit graficky viz obr. 3.3.
Z obrázku je zřejmé, že rovnice (3.34) má jediné řešeńı, pro které plat́ı

u2 =







−R2

R1
u1 u1 =∈

〈

−uZ1
R1

R2
; uZ2

R1

R2

〉

−uZ2 u1 > uZ2
R1

R2

uZ1 u1 < −uZ1
R1

R2

(3.35)

3.2.2 Systémy s pamět́ı

K systémům bez dynamiky ale s pamět́ı patř́ı např. systémy s jednoduchým sta-
vovým prostorem. V regulačńıch obvodech jsou to např. relé s hystereźı, jehož stavový
prostor obsahuje pouze dva prvky Σ = {zapnuto +; zapnuto −}, relé s hystereźı, jehož
stavový prostor je Σ = {zapnuto +; 0; zapnuto −}, v̊ule v převodech, u které je sta-
vový prostor Σ = {x : x ∈ 〈−ϕv/2;ϕv/2〉} atd. U těchto systémů nebývá problém určit
chováńı segmentu výstupńı veličiny y (t0, t〉 a počátečńıho stavu. Nebývá ani problém
určit trajektorii. Pokud je takový systém začleněn do větš́ıho systému jako subsystém,
je jen zapotřeb́ı bedlivě sledovat vývoj jeho stavu a uvědomit si, že jej nelze jednoduše
popsat funkčńım vztahem, ale sṕı̌se slovńım popisem nebo algoritmem. Záležitost si opět
objasńıme na př́ıkladě.

Př́ıklad 3.3 Systém bez dynamiky s pamět́ı - v̊ule v převodech

Pro systém v̊ule v převodech, je zapotřeb́ı nalézt segment výstupńı veličiny
ϕ2 (t0, t0 + 2π〉 , je -li segment vstupńı veličiny ϕ1 (t0, t0 + 2π〉 určen funkćı ϕ = A sin t,
kde A = ϕv a počátečńı stav převodovky je x (t0) = 0. V počátečńım stavu je unašeč
ve středu vidlice a tedy při ϕ1 (0) = 0 je i ϕ2 (0) = 0. Uspořádáńı nelinearity typu v̊ule
v převodech je patrné z obr. 3.4 Řešeńı je zachyceno na obr. 3.5. Je zřejmé, že až do času
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3

3

3

ϕ1

ϕ2

ϕv
ϕ1, ϕ2

(a) uspořádáńı

3

$

3

3

3 3

3

ϕ1

ϕ2

ϕv

2

ϕv

2

−ϕv

2

−ϕv

2

v záběru -

v záběru +

ve v̊uli

(b) charakteristika

Obrázek 3.4: Nelinearita typu v̊ule v převodech

t1 nedojde k pohybu výstupńı hř́ıdele a stav se měńı od x = 0 do x = −ϕv/2, tedy

t ∈
(

0; arcsin
1

2

)

ϕ2 = 0 (3.36)

V čase t1 se převodovka dostane do záběru (stav x = −ϕv/2) a hř́ıdel bude unášen až do
času t = π/2, kdy docháźı k reverzaci vstupńıho hř́ıdele. Plat́ı

t ∈
〈

arcsin
1

2
;
π

2

)

ϕ2 = ϕv sin t−
ϕv

2
(3.37)

Převodovka pak z̊ustává ve v̊uli, dokud se vstupńı hř́ıdel nepootoč́ı o úhel ϕv a plat́ı tedy

t ∈
〈π

2
; π

)

ϕ2 =
ϕv

2
(3.38)

a stav se měńı od x = −ϕv/2 do x = ϕv/2. Až do času t = 3
2
π pak z̊ustává převodovka

v záběru (stav x = ϕv/2), tedy

t ∈
〈

π;
3

2
π

)

ϕ2 = ϕv sin t+
ϕv

2
(3.39)

V čase t = 3
2
π nastává reverzace vstupńı hř́ıdele a převodovka z̊ustane ve v̊uli až do času

t = 2π (stav se měńı od x = ϕv/2 do x = −ϕv/2) dokud se vstupńı hř́ıdel nepootoč́ı
o ϕv/2. Plat́ı tedy

t ∈
〈
3

2
π; 2π

)

ϕ2 = −ϕv

2
(3.40)
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π
2

π
2

π
2

π
2

π

π

π

π

3
4
π

3
4
π

3
4
π

3
4
π

2π

2π

2π

2π

t

t

tϕ1

ϕ1

ϕ2ϕ2

t1
t1

t1

ϕv

2

ϕv

2

ϕv

2

−ϕv

2

−ϕv

2

ϕv

ϕv

x = ϕv

2

ϕ2 = ϕ1 +
ϕv

2

x = −ϕv

2

ϕ2 = ϕ1 − ϕv

2

x = 0
ϕ2 = ϕ1

Obrázek 3.5: Grafické řešeńı nelinearity typu v̊ule v převodech

T́ım je výstupńı segment plně určen. Na obr. 3.5 jsou nakresleny pr̊uběhy vstupńı,
výstupńı a stavové veličiny pro tento př́ıpad. Je zřejmé, že jsme schopni při znalosti
počátečńıho stavu a segmentu vstupńı veličiny vždy určit segment výstupńı veličiny i
stavovou trajektorii tohoto systému, i když popis nelze uzavř́ıt do nějaké kompaktńı
formule.

3.2.3 Typické nelinearity

x

y

a

b

ya

yb

Obrázek 3.6: Nelinearita nasyceńı

Pojem nelineárńı funkce je velice obecný
a nelinearity v ř́ızených systémech mohou
mı́t značně r̊uznorodé vlastnosti. Lze však
nalézt skupinu několika typických nelinearit,
se kterými se v př́ıpadě technických systémů
setkáváme nejčastěji.

Nasyceńı
Patrně nejčastěji se vyskytuj́ıćı nelinearitou

je nelinearita typu nasyceńı. Jej́ı statická cha-
rakteristika je zobrazena na obr. 3.6. V reálných



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 25

fyzikálńıch a technických systémech docháźı vždy k omezeńı akčńı veličiny (omezené
zdroje energie, pevnostńı omezeńı, konstrukčńı výkonová omezeńı) a proto se tato
nelinearita vyskytuje prakticky ve všech reálných systémech. V řadě aplikaćı je možné
tuto nelinearitu nahradit po částech lineárńı křivkou a systém v okoĺı vhodných pracovńıch
bod̊u linearizovat. Závislost výstupu nelinearity y na vstupu x je dána vztahem

y =







ya x ≥ a
xya

a
b < x < a

yb x ≤ b
(3.41)

Necitlivost

x

y

a

b

α

β

Obrázek 3.7: Nelinearita necitlivost

Nelinearita typu necitlivost se často ob-
jevuje předevš́ım v mechanických systémech,
kde vzniká jako projev třeńı a r̊uzných me-
chanických nepřesnost́ı. V některých př́ıpadech
může být do regulačńıho obvodu i uměle
vkládána jako prostředek k omezeńı oscilaćı.
Výstup nelinearity typu necitlivost je popsán
vztahem

y =







(x− a) tgα x ≥ a
0 b < x < a

(x− b) tgβ x ≤ b
(3.42)

V̊ule v převodech - hystereze
Nelinearita typu v̊ule v převodech patř́ı mezi statické nelineárńı systémy s pamět́ı,

jak již bylo ukázáno v kapitole 3.2.2. Jej́ı chováńı neńı možné určit funkčńım vztahem,
ale sṕı̌se algoritmem popisovaným v př́ıkladě 3.3. Vyskytuje se předevš́ım v mecha-
nických systémech v d̊usledku mechanických v̊uĺı nutných při konstrukci převod̊u. Jiným
typickým př́ıkladem této nelinearity je existence hystereze v magnetizačńıch charakte-
ristikách železa. Závislost mezi vstupńım a výstupńım signálem

”
v̊ule v převodech“ je

zobrazena na obr. 3.4(b).

Reléové charakteristiky
Reléové charakteristiky zahrnuj́ı několik možných variant reálně použ́ıvaných blok̊u

typu relé. Tato nelinearita se často objevuje v regulačńıch obvodech v podobě reléových
regulátor̊u, jejichž použit́ı bude dále diskutováno v kapitole 5.

Nejjednodušš́ı varianta je zobrazena na obr. 3.8(a). Jedná se o charakteristiku ideálńıho
dvoupolohového relé, jehož výstup lze popsat vztahem

y =

{
ya x ≥ 0
yb x < 0

(3.43)
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x

y

ya

yb

(a) Relé bez hystereze

a

b

x

y

ya

yb

(b) Tř́ıstavové relé bez hystereze

a

b

x

y

ya

yb

(c) Relé s hystereźı

x

y

ya

yb

a1

b1

a2

b2

(d) Tř́ıstavové relé s hystereźı

Obrázek 3.8: Releové charakteristiky

Ve většině př́ıpad̊u nav́ıc uvažujeme, že plat́ı yb = −ya, č́ımž se vztah (3.43) zjednoduš́ı
na

y = ya sign x (3.44)

Obrázek 3.8(b) zachycuje statickou charakteristiku tř́ıpolohového relé s pásmem necitli-
vosti v oblasti (b, a). Výstup nelinearity odpov́ıdá zápisu

y =







ya x ≥ a
0 b < x < a
yb x ≤ b

(3.45)

V řadě reálných aplikaćı nalezneme nelinearitu s releovou charakteristikou s hystereźı
z obr. 3.8(c). Je zřejmé, že hodnota výstupu pro x ∈ (b; a) záviśı na předchoźım stavu
výstupu a jedná se tedy o statickou nelinearitu s pamět́ı. Typickým př́ıkladem jsou
releové regulátory teploty (lednička, žehlička, pokojové termostaty), u kterých je hystereze
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využ́ıváno k omezeńı četnosti přeṕınáńı. Výstup releového regulátoru s hystereźı je dán
vztahem

y =







ya x ≥ a
y
”
minulá“ b < x < a
yb x ≤ b

(3.46)

Releová charakteristika s hystereźı může být ještě rozš́ı̌rena o pásmo necitlivosti, č́ımž
dostáváme nelinearitu s charakteristikou zobrazenou na obr. 3.8(d) - tř́ıpolohové relé
s hystereźı. Chováńı této nelinearity je pak dáno popisem

y =







ya x ≥ a2
y
”
minulá“ a1 ≤ x < a2
0 b1 < x < a1

y
”
minulá“ b2 < x ≤ b1
yb x ≤ b2

(3.47)

Nelinearita typu třeńı

x

y

ya

yb

α

β

Obrázek 3.9: Nelinearita třeńı

Nelinearita typu třeńı představuje třećı śıly
a momenty vyskytuj́ıćı se předevš́ım v me-
chanických systémech. Přesný popis chováńı
této nelinearity je značně problematický a
existuje pro něj řada aproximaćı. Jedna z často
použ́ıvaných aproximaćı třeńı je zobrazena na
obr. 3.9. Pro hodnotu výstupu plat́ı

y =

{
ya + x tgα x > 0
yb − x tg β x < 0

(3.48)

Ve většině př́ıpad̊u bude nav́ıc platit, že
yb = −ya a α = β. V př́ıpadě analýzy chováńı
systému obsahuj́ıćıho nelinearitu typu třeńı je
třeba dbát správné fyzikálńı interpretace, nebot’ pro x = 0 neńı hodnota jednoznačně
určena (např. pokud je těleso v klidu, třećı śıla může nabývat libovolné hodnoty menš́ı
než maximálńı hodnota statického třeńı a záviśı na vněǰśı śıle p̊usob́ıćı na těleso.

x

y

Obrázek 3.10: Obecná nelinearita

Obecná nelinearita
Velkou skupinu nelinearit lze vyjádřit obec-

nou funkčńı závislost́ı

y = f(x) (3.49)

Řad́ıme sem předevš́ım charakteristiky elektro-
nických prvk̊u - diody, tyristory, ale i fyzikálńı
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jevy jako aerodynamická odporová śıla. Obecný nelineárńı pr̊uběh maj́ı rovněž charakte-
ristiky některých sńımač̊u neelektrických veličin.

Matematické operace
Za nelineárńı bloky je třeba považovat i některé elementárńı matematické operace,

jako např́ıklad absolutńı hodnotu, násobeńı signál̊u (ne násobeńı konstantou) a děleńı
signál̊u.

(a) Absolutńı hodnota (b) Násobička (c) Děleńı

Obrázek 3.11: Nelineárńı matematické operace

3.3 Nelineárńı dynamické systémy

Z hlediska teorie ř́ızeńı je mnohem zaj́ımavěǰśı kategorie nelineárńıch dynamických
systémů. Zat́ımco systémy bez dynamiky bylo možné popsat statickými převodńımi cha-
rakteristikami vyjadřuj́ıćımi závislost mezi okamžitou hodnotou výstupńıho a vstupńıho
signálu, u dynamických systémů je třeba posuzovat vývoj jednotlivých signál̊u v čase.

Obdobně jako u lineárńıch dynamických systémů lze provést popis nelineárńıho dy-
namického systému soustavou diferenciálńıch rovnic, které však mohou obsahovat obecné
nelineárńı závislosti. Tyto diferenciálńı rovnice nejčastěji zapisujeme ve tvaru stavových
rovnic

dx1

dt
= f1 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

dx2

dt
= f2 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

...
dxn

dt
= fn (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

y1 = g1 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)
y2 = g2 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

...
yr = gr (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

(3.50)

př́ıpadně v maticovém tvaru

dx
dt

= f (x,u)
y = g (x,u)

(3.51)

kde x = [x1, x2, . . . , xn]
T je sloupcový vektor stavových proměnných, u = [u1, u2, . . . , um]

T

je sloupcový vektor hodnot vstup̊u, y = [y1, y2, . . . , yr]
T je sloupcový vektor hodnot
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výstup̊u systému, přičemž všechny veličiny x,u,y jsou funkcemi času. Sloupcový vektor
f() = [f1(), f2(), . . . , fn()]

T je složen z nelineárńıch závislost́ı fi(), které určuj́ı derivaci i-té
stavové proměnné jako nelineárńı funkci hodnot stavových veličin x a hodnot vstup̊u u.
Sloupcový vektor g() = [g1(), g2(), . . . , gr()]

T obsahuje nelineárńı funkce udávaj́ıćı hodnotu
výstupńıch signál̊u.

V nejobecněǰśım př́ıpadě může jako argument funkćı f() a g() vystupovat i čas

dx
dt

= f (x,u, t)
y = g (x,u, t)

(3.52)

Tento tvar rovnic odpov́ıdá systémům, jejichž parametry a př́ıpadně i struktura se mohou
s časem měnit - tak zvané t-variantńı systémy. Analýza chováńı systémů s proměnnými
parametry je poměrně náročná a přesahuje rozsah kurzu Regulace a ř́ızeńı II. Proto se jimi
nebudeme dále zabývat a omeźıme se pouze na systémy s časově neměnnými parametry
- t-invariantńı systémy.

Pokud je to možné, snaž́ıme se při popisu nelineárńıho systému vyjádřit samostatně
jeho lineárńı a nelineárńı část, jak je zobrazeno na obr. 3.12. Toto uspořádáńı je výhodné
z hlediska analýzy chováńı systému, jak bude ukázáno v kapitole 4.

u e y+

−
f(e) F(p)

Obrázek 3.12: Nelineárńı systém s oddělenou lineárńı a nelineárńı část́ı

3.4 Shrnut́ı kapitoly 3

V kapitole 3 jsme se seznámili se základńımi nelineárńımi systémy. Tyto systémy děĺıme
z hlediska jejich chováńı v čase na statické a dynamické. U statických existuje vazba
mezi okamžitou hodnotou vstupńı a výstupńı veličiny, zat́ımco u dynamických systémů je
podstatná závislost mezi časovým pr̊uběhem vstupńı a výstupńı veličiny. Nejjednodušš́ı
statické nelinearity lze popsat převodńımi charakteristikami, které přǐrazuj́ı konkrétńı
hodnotu výstupu dané hodnotě vstupu. Existuje však i skupina nelinearit s pamět́ı (v̊ule
v převodech, relé s hystereźı), u kterých hodnota výstupu záviśı rovněž na předchoźı
hodnotě výstupu a jejich chováńı je pak sṕı̌se popsatelné algoritmicky.

3.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 3

1. Který z následuj́ıćıch nelineárńıch systémů je systém s pamět́ı

(a) Nasyceńı

(b) Relé s hystereźı
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(c) Necitlivost

2. Operace násobeńı konstantou a násobeńı signál̊u jsou lineárńı nebo nelineárńı ope-
race?

3. Kolik člen̊u Taylorovy řady použijeme při linearizaci?

4. Pokud je chováńı nelineárńıho systému jednoznačně určeno vztahem mezi okamžitou
hodnotou vstupu a výstupu, o jaký typ systému se jedná? (statický, dynamický,
s pamět́ı, bez paměti)

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A

3.6 Řešené př́ıklady pro kapitolu 3

Př́ıklad 3.4 Předpokládejme nelineárńı funkci

f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 (3.53)

kterou chceme linearizovat v okoĺı pracovńıho bodu x0 = (1; 1). Provedeme rozvoj funkce
f do Taylorovy řady v okoĺı bodu x0

f(x1, x2) = f(x0) +

∞∑

i=1

[

∂if(x)

∂x1
i

∣
∣
∣
∣
x0

(x1 − x10)
i +

∂if(x)

∂x2
i

∣
∣
∣
∣
x0

(x2 − x20)
i

]

(3.54)

Linearizaci provedeme tak, že budeme uvažovat pouze prvńı (lineárńı) člen a tedy

flin(x1, x2) = 2 + 2(x1 − 1) + 2(x2 − 1) = 2x1 + 2x2 − 2 (3.55)

3.7 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 3

Př́ıklad 3.5 Pro statický systém

f(x1, x2) = x1

√
x2 (3.56)

proved’te linearizaci rozvojem do Taylorovy řady v okoĺı pracovńıho bodu x0 = (1
2
; 4)

4 Analýza nelineárńıch dynamických systémů

V následuj́ıćı části se budeme zabývat základńımi metodami pro určováńı chováńı
nelineárńıch dynamických systémů.

4.1 Stavová trajektorie a ustálené stavy nelineárńıch systémů

4.1.1 Motivace

Analýza chováńı nelineárńıch systémů je značně náročná a v řadě př́ıpad̊u analyticky
neřešitelná. V řadě př́ıpad̊u vycháźıme při posuzováńı chováńı nelineárńıho systému z od-
hadu pr̊uběhu signál̊u zkonstruovaných graficky. V této kapitole budou vysvětleny hlavńı
pojmy, se kterými budeme dále pracovat.
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4.1.2 Stavová trajektorie

Základńı pojmy, se kterými se budeme dále setkávat při grafickém řešeńı nelineárńıch
systémů si objasńıme pomoćı obrázku 4.1

t0 t

interval pozorováńı

x1

x2

stavová rovina

mezńı cyklus

pr̊umět trajektorie

stavová trajektorie

Obrázek 4.1: Stavová trajektorie

Stavová trajektorie je křivka zachycuj́ıćı vývoj stavových proměnných v čase. Je zřejmé,
že pokud budeme konstruovat stavovou trajektorii graficky jako dvojrozměrný graf, jsme
schopni zakreslit jej́ı tvar uspokojivě pro systémy prvńıho řádu (osa x čas a osa y hodnota
jediné stavové proměnné). Pro systémy druhého řádu, které již potřebujeme zachytit dvě
stavové proměnné. Zde můžeme využ́ıt zakresleńı pr̊umětu stavové trajektorie do roviny
tvořené možnými hodnotami dvou stavových veličin. Tato křivka sice již nenese informaci
o časovém pr̊uběhu veličin, ale jak bude ukázáno později, stále umožňuje vytvořeńı uce-
leného pohledu na chováńı systému. Systémy vyšš́ıch řád̊u již neńı možné většinou úspěšně
grafickými metodami řešit.

Z technického hlediska je velice zaj́ımavá situace, kdy pr̊umětem stavové trajektorie je
bod nebo př́ıpadně uzavřená křivka. Tato podoba pr̊umětu stavové trajektorie odpov́ıdá
situaci, kdy je chováńı nějakým zp̊usobem ustálené. U nelineárńıch dynamických systémů
rozlǐsujeme dva druhy ustáleného chováńı - rovnovážný stav a mezńı cyklus. Bĺıže se jimi
budeme zabývat v následuj́ıćıch kapitolách.
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4.1.3 Rovnovážné stavy

K nejpřirozeněǰśım ustáleným stav̊um patř́ı takové chováńı systému, kdy se jeho stav
s časem v daném intervalu pozorováńı (většinou (0;∞)) v̊ubec neměńı

x = konst (4.1)

Takový ustálený stav se nazývá rovnovážný stav systému. Pr̊umět takové trajektorie do
stavového prostoru se jev́ı jako bod, a proto se také pro takový stav použ́ıvá termı́nu
singulárńı bod. Rovnovážné stavy systému snadno zjist́ıme řešeńım rovnice

ẋ = 0 (4.2)

což pro systém popsaný obecně diferenciálńı rovnićı (3.52) znamená hledáńı řešeńı sou-
stavy nelineárńıch algebraických rovnic maticově zapsaných ve tvaru

f(x,u, t) = 0 (4.3)

Řešeńı rovnice (4.3) hledáme obvykle pro konstantńı hodnotu vstup̊u u = konst. a bývá
pak označováno symbolem x0. Obecně však řešeńı nemuśı existovat, nebo může existovat
v́ıce řešeńı, či dokonce nekonečný počet řešeńı. Výpočet rovnovážného stavu si objasńıme
na následuj́ıćım př́ıkladě

Př́ıklad 4.1 Uvažujme systém tvořený matematickým kyvadlem tak, jak je zachycen na
obrázku 1.1. Tento systém je popsán pohybovou rovnićı

mlα̈ = −mg sinα (4.4)

kdem je hmotnost kyvadla, l délka závěsu, α úhel vychýleńı kyvadla. Tuto rovnici převedeme
do stavových rovnic, přičemž polož́ıme α = x1

ẋ1 = x2

ẋ2 = −g

l
sin x1

(4.5)

Jde tedy o neř́ızený nelineárńı dynamický systém. Jeho rovnovážné stavy zjist́ıme řešeńım
rovnic

x2 = 0

−g

l
sin x1 = 0

(4.6)

Je zřejmé, že řešeńım je celá množina dvojic

{(x10, x20)|x10 = kπ; k = 0,±1,±2, . . . ; x20 = 0} (4.7)

U rovnovážných stav̊u můžeme hovořit o jejich stabilitě. Pokud se systém po malém
vychýleńı z rovnovážného stavu x0 vrát́ı zpět do tohoto stavu, jedná se o stabilńı rov-
novážný stav. Pokud se však systém po malém vychýleńı začne od rovnovážného stavu
vzdalovat, mluv́ıme o nestabilńım (labilńım) rovnovážném stavu.
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Př́ıklad 4.2 Pokusme se nyńı zhodnotit výsledek př́ıkladu 4.1. Předpokládejme, že je
systém v rovnovážném stavu (x10, x20) = (2kπ, 0). Provedeme malé vychýleńı o úhel β → 0.
Vzhledem k tomu, že úhel β je velmi malý, plat́ı

sin(2kπ + β) ≃ β (4.8)

Pro systém vychýlený z rovnovážného stavu bude platit

ẋ1 = x2

ẋ2 = −g

l
β

(4.9)

z čehož vyplývá,̌ze úhlové zrychleńı ẍ1 bude mı́t vždy opačné znaménko, než úhlová výchylka
β a systém se vrát́ı tedy zpět do p̊uvodńı rovnovážné polohy.

Jiná situace je u druhé skupiny rovnovážných stav̊u (x10, x20) = ((2k + 1)π, 0). Opět
budeme předpokládat vychýleńı o velmi malý úhel β → 0. Nyńı však bude platit

sin((2k + 1)π + β) ≃ −β (4.10)

Pro systém vychýlený z rovnovážného stavu bude platit

ẋ1 = x2

ẋ2 =
g

l
β

(4.11)

Úhlové zrychleńı ẍ1 bude mı́t tedy shodné znaménko s úhlovou výchylkou β a systém se
bude od p̊uvodńı rovnovážné polohy vzdalovat.

Tento závěr odpov́ıdá zkušenosti, kdy stav (x10, x20) = (2kπ, 0) odpov́ıdá dolńı poloze
kyvadla, která je stabilńı, zat́ımco stav (x10, x20) = ((2k+1)π, 0) představuje horńı polohu
kyvadla, která je labilńı.

Jinou možnost́ı určeńı stability rovnovážného stavu je provedeńı linearizace systému
v okoĺı tohoto stavu (kapitola 4.2) a následně posouzeńı stability této lineárńı náhrady.

V př́ıpadě, že pro daný systém existuje v́ıce rovnovážných stav̊u, rozhodujeme rovněž
o tom, zda jsou rovnovážné stavy izolované. Rovnovážný stav (singulárńı bod) je izo-
lovaný, pokud existuje jeho malé okoĺı (tzv. ε-okoĺı), ve kterém se nenacháźı žádný
daľśı rovnovážný stav. Z tohoto pohledu je zřejmé, že všechny rovnovážné stavy systému
zkoumaného v př́ıkladu 4.1 jsou izolované.

Př́ıklad 4.3 Předpokládejme systém zobrazený na obr. 4.2. Systém lze popsat pohybovou
rovnićı

mẍ = Fp− F (4.12)

kde F je třećı śıla daná vztahem

F =







Ft sign ẋ ẋ 6= 0
Fp ẋ = 0; |Fp| ≤ Ft

Ft signFp ẋ = 0; |Fp| > F
(4.13)
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m

x

Fp
F

Obrázek 4.2: Těleso na podložce

Stavový popis systému je pro x = x1

ẋ1 = x2

ẋ2 =
Fp − F

m

(4.14)

a rovnovážné stavy vyřeš́ıme z rovnic

0 = x2

0 = Fp − F
(4.15)

Z rovnice (4.13) vyplývá, že rovnovážný stav bude existovat pouze pro |Fp| ≤ Ft. Při
splněńı této podmı́nky je pak zřejmé, že existuje celá množina ustálených stav̊u
{(x10, x20)|x1 ∈ R; x2 = 0}. Tato množina představuje př́ımku ve stavové rovině, přičemž
řešeńı je nespočetně mnoho a pro zvolené řešeńı neexistuje malé okoĺı, které nezahrnuje
žádné daľśı řešeńı. Zjǐstěné rovnovážné stavy tedy nejsou izolované.

4.1.4 Mezńı cyklus

Za ustálený stav bývá rovněž považováno takové chováńı, při kterém se stav systému
v daném intervalu pozorováńı periodicky měńı, t.j plat́ı

x(t + T ) = x(t) (4.16)

kde T je časová perioda. Pr̊umět takové trajektorie do stavového prostoru se jev́ı jako
uzavřená křivka - cyklus a použ́ıvá se pro něj termı́n mezńı cyklus . K zjǐst’ováńı exis-
tence a parametr̊u mezńıch cykl̊u se použ́ıvá v technické praxi často metoda harmonické
rovnováhy , která bude detailně objasněna v kapitole 4.4. Obdobně jako u rovnovážných
stav̊u pak můžeme dále rozhodovat o stabilitě a izolovanosti mezńıho cyklu.

Př́ıklad 4.4 Uvažujme opět matematické kyvadlo z obrázku 1.1, popsané stavovými rovni-
cemi (4.5). Pro tento systém lze nalézt periodické řešeńı, které pro malé výchylky x1(t) → 0
lze vyjádřit analyticky ve tvaru

x1(t) = x1(0) cosω0t+
x2(0)

ω0
sinω0t

x2(t) = x2(0) cosω0t− ω0x1(0) sinω0t

(4.17)

kde ω0 =
√

g

l
. Řešeńı lze snadno ověřit dosazeńı do stavových rovnic (4.5). Je zřejmé,

že v těsné bĺızkosti mezńıho cyklu najdeme vždy daľśı mezńı cyklus pro jiné počátečńı
podmı́nky a zjǐstěný mezńı cyklus je tedy neizolovaný.
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x1

x2

(a) stabilńı

x1

x2

(b) nestabilńı

x1

x2

(c) polostabilńı

x1

x2

(d) polostabilńı

Obrázek 4.3: Druhy mezńıch cykl̊u

Vyšetřeńı existence mezńıho cyklu je v obecném př́ıpadě značně náročné. Pro názornost
se omeźıme pouze na systém druhého řádu, jehož stavovou trajektorii můžeme zakreslit
v rovině.

Zvoĺıme-li počátečńı podmı́nky systému v bĺızkém okoĺı izolovaného mezńıho cyklu
a jestli trajektorie z nich vycházej́ıćı směřuj́ı do tohoto mezńıho cyklu, pak se tento
mezńı cyklus nazývá stabilńı. Jestliže však trajektorie vycházej́ıćı z počátečńıch podmı́nek
v libovolně malém okoĺı izolovaného mezńıho cyklu se od něj vzdaluj́ı, nazývá se takový
cyklus nestabilńı. Existuj́ı ještě tzv. polostabilńı mezńı cykly. Jsou to takové mezńı cykly,
u kterých trajektorie vycházej́ıćı z počátečńıch podmı́nek na jedné straně cyklu do něj
vcháźı, ale na druhé se od něj vzdaluj́ı, viz obr. 4.3.

Existence periodického řešeńı, eventuálně mezńıho cyklu má pro praxi značný význam.
U mnoha systémů automatického ř́ızeńı bývá existence mezńıho cyklu nepř́ıpustná. V
některých př́ıpadech však existenci mezńıho cyklu připoušt́ıme, obzvláště pokud má malou
amplitudu kmit̊u a nezhorš́ı spolehlivost systému. Existuj́ı však i systémy, u kterých exis-
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tenci stabilńıho mezńıho cyklu úmyslně zajǐst’ujeme. Typickým př́ıkladem jsou oscilátory,
ale i některé regulačńı obvody. Se zp̊usoby vyšetřeńı existence mezńıho cyklu se bĺıže
seznámı́me v kapitole 4.3.5

4.1.5 Shrnut́ı kapitoly 4.1

Významnou pomůckou pro analýzu chováńı nelineárńıch dynamických systémů je
sledováńı jejich stavové trajektorie. Stavovou trajektorii je možné přijatelným zp̊usobem
zobrazit pro systémy prvńıho a druhého řádu. Seznámili jsme se s existenćı a zp̊usobem
zjǐstěńı rovnovážných stav̊u nazývaných též singulárńı body. U rovnovážných stav̊u lze
obvykle poměrně snadno rozhodnout, zda jsou stabilńı či nestabilńı. Rovněž byla zmı́něna
možnost existence periodického řešeńı, tak zvaného mezńıho cyklu.

4.1.6 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.1

1. Jaké typy ustáleného chováńı lze pozorovat u nelineárńıch dynamických systémů?

2. Jak najdeme rovnovážné stavy nelineárńıho dynamického systému?

3. Může existovat pro daný nelineárńı dynamický systém v́ıce rovnovážných stav̊u?

4. Co je to izolovaný ustálený stav?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A

4.1.7 Řešené př́ıklady pro kapitolu 4.1

Př́ıklad 4.5 Nelineárńı dynamický systém je popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −3x2 − 4x3

1 + x1

(4.18)

Chceme určit rovnovážné stavy systému a rozhodnout, zda jsou izolované.

Rovnovážné stavy vypočteme řešeńım rovnic

dx1

dt
= x2 = 0

dx2

dt
= −3x2 − 4x3

1 + x1 = 0

(4.19)

Pro všechny rovnovážné stavy bude platit x20 = 0. Hodnotu x1 vypočteme řešeńım

−4x3
1 + x1 = x1(−4x2

1 + 1) = 0 (4.20)

což vede k výsledku x10 = {0; 0,5;−0,5}. Rovnovážné stavy systému tedy jsou
x0 = {(0; 0), (0,5; 0), (−0,5; 0)}. Vzhledem k tomu, že lze snadno naj́ıt takové okoĺı každého
z rovnovážných stav̊u (např. kružnici se středem v rovnovážném stavu a poloměrem 0,1),
ve kterém se nenacháźı daľśı rovnovážný stav, jsou všechny rovnovážné stavy systému
izolované.
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Př́ıklad 4.6 Cı́lem př́ıkladu je určit rovnovážné stavy obvodu s tunelovou diodou z obr. 4.4.
Voltampérová charakteristika tunelové diody je zakreslena na obr. 4.5

U

R

L

iL

uL

C

iC

uC D

iD

uD

Obrázek 4.4: Obvod s tunelovou diodou z př́ıkladu 4.6

Pro proud tekoućı kondenzátorem a napět́ı na ćıvce plat́ı

ic = C
duC

dt

uL = L
diL
dt

(4.21)

Pro proudy dále plat́ı

iC + iD − iL = 0 (4.22)

0,5

1,0

−0,5

0,5 1,0
ud[V ]

id[mA]

id = h(ud)

Obrázek 4.5: Voltampérová charakteristika tunelové diody
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0,5

1,0

−0,5

0,5 1,0
ud[V ]

id[mA]

x1

x2

x3

Obrázek 4.6: Řešeńı rovnovážných stav̊u z př́ıkladu 4.6

a tedy

iC = −h(uD) + iL = −h(uC) + iL (4.23)

Součet napět́ı v levé smyčce je

uC − U +RiL + uL = 0 (4.24)

z čehož dostaneme

uL = −uC −RiL + U (4.25)

Pokud zvoĺıme za stavové proměnné veličiny uC a iL źıskáme z (4.23),(4.25) stavové
rovnice

duC

dt
=

1

C
[−h(uC) + iL]

diL
dt

=
1

L
[−uC −RiL + U ]

(4.26)

Rovnovážný stav vypočteme pomoćı

0 = −h(uC) + iL

0 = −uC − RiL + U
(4.27)

Rovnice pro rovnovážný stav bude splněna při

h(uC) =
U

R
− 1

R
uC (4.28)

Rovnovážné stavy m̊užeme naj́ıt grafickým řešeńım jako pr̊useč́ıky voltampérové cha-
rakteristiky tunelové diody h(uc) a př́ımky U

R
− 1

R
uC, tak jak je ukázáno na obr. 4.6. Při

situaci zachycené na obrázku má systém celkem 3 rovnovážné stavy. Pokud při zachováńı
odporu R zvýš́ıme napět́ı U bude mı́t systém je jeden rovnovážný stav v oblasti x3. Pokud
napět́ı pro změnu sńı̌źıme dostaneme jen jeden rovnovážný stav v oblasti x1. Počet a poloha
rovnovážných stav̊u tedy záviśı na napět́ı U a odporu R. Jinou otázkou je pak, zda systém
v jednotlivých rovnovážných stavech setrvá. Tento problém se pokuśıme vyřešit později.
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4.1.8 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 4.1

Př́ıklad 4.7 Určete rovnovážné stavy systému popsaného diferenciálńı rovnićı

d2x

dt2
+ 0,6

dx

dt
+ 3x+ x2 = 0 (4.29)

Př́ıklad 4.8 Systém je popsán stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1 + (u− 1)x2 + u

(4.30)

Určete, za jakých podmı́nek dosáhne systém ustáleného chováńı.

4.2 Linearizace rozvojem do Taylorovy řady

4.2.1 Motivace

Řešeńı rovnic obsahuj́ıćıch nelineárńı závislosti je často problematické. To se týká
samozřejmě i nelineárńıch dynamických systémů. Jednou z často použ́ıvaných metod je
náhrada nelineárńıho systému vhodně zvoleným systémem lineárńım. Následně je pak
možné k analýze chováńı a návrhu ř́ızeńı použ́ıt metody známé z oblasti lineárńıch systémů.
Tato kapitola se bude zabývat proto úlohou linearizace nelineárńıch systémů.

4.2.2 Postup linearizace rozvojem do Taylorovy řady

K nejčastěǰśım v praxi použ́ıvaným metodám nálež́ı metoda použ́ıvaj́ıćı rozvoje do
Taylorovy řady. Linearizace rozvojem do Taylorovy řady se obvykle provád́ı v okoĺı izo-
lovaných rovnovážných stav̊u. Předpokládejme, že systém popsaný stavovými rovnicemi

dx

dt
= f(x,u, t)

y = g(x,u, t)
(4.31)

dosáhl v čase t0 při p̊usobeńı vstupńıho signálu u0 rovnovážného stavu x0. Pro t > t0 pak
bude platit

dx0

dt
= f(x0,u0, t) = 0

y0 = g(x0,u0, t)
(4.32)

Stavový vektor, vektor výstupńıch a vstupńıch hodnot můžeme vyjádřit s pomoćı rov-
novážných hodnot a odchylek od těchto hodnot

x = x0 +∆x

u = u0 +∆u

y = y0 +∆y

(4.33)
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Dosazeńım rovnic (4.33) do stavových rovnic (4.31) dostaneme

dx0 +∆x

dt
= f(x0 +∆x,u0 +∆u, t)

y0 +∆y = g(x0 +∆x,u0 +∆u, t)
(4.34)

Za předpokladu, že lze pravé strany rozvinout do Taylorovy řady, můžeme zapsat

dx0

dt
+

d∆x

dt
= f(x0,u0, t) +

(
∂f

∂x

)

(x0,u0,t)

∆x +

(
∂f

∂u

)

(x0,u0,t)

∆u+Rf

y0 +∆y = g(x0,u0, t) +

(
∂g

∂x

)

(x0,u0,t)

∆x +

(
∂g

∂u

)

(x0,u0,t)

∆u+Rg

(4.35)

Pokud je odchylka od rovnovážného stavu malá můžeme zbytkové členy Rf , Rg zanedbat
a po odečteńı rovnic (4.32) od rovnic (4.35) dostáváme

d∆x

dt
=

(
∂f

∂x

)

(x0,u0,t)

∆x+

(
∂f

∂u

)

(x0,u0,t)

∆u

∆y =

(
∂g

∂x

)

(x0,u0,t)

∆x+

(
∂g

∂u

)

(x0,u0,t)

∆u

(4.36)

Rovnice (4.36) reprezentuj́ı lineárńı dynamický systém popisuj́ıćı vývoj odchylek od rov-
novážného stavu. Parciálńı derivace v rovnićıch (4.36) představuj́ı matice systému, které
vypočteme podle vztahu

(
∂f

∂x

)

(x0,u0,t)

=















(
∂f1
∂x1

)

(x0,u0,t)

(
∂f1
∂x2

)

(x0,u0,t)

. . .

(
∂f1
∂xn

)

(x0,u0,t)(
∂f2
∂x1

)

(x0,u0,t)

(
∂f2
∂x2

)

(x0,u0,t)

. . .

(
∂f2
∂xn

)

(x0,u0,t)
...

...
. . .

...
(
∂fn
∂x1

)

(x0,u0,t)

(
∂fn
∂x2

)

(x0,u0,t)

. . .

(
∂fn
∂xn

)

(x0,u0,t)















(4.37)

Obdobně urč́ıme i daľśı parciálńı derivace. Tyto matice se nazývaj́ı Jacobiho matice
vzhledem k př́ıslušným vektorovým funkćım.

T́ımto zp̊usobem je źıskána velká část lineárńıch model̊u fyzikálńıch systémů.
Uvědomı́me-li si,že rovnovážný stav je vlastně speciálńı trajektorie systému, můžeme si
výše uváděnou metodu zobecnit a provádět linearizaci systému v bĺızkém okoĺı libovolné
trajektorie označené x0, které nálež́ı vstupńı vektor u0 a výstupńı vektor y0. Je jen
zapotřeb́ı,aby pravé strany stavových rovnic byly v okoĺı této trajektorie schopny rozvoje
do Taylorovy řady a odchylky od trajektorie byly malé. Pot́ıž však v tomto př́ıpadě tvoř́ı
vyjádřeńı trajektorie (řešeńı p̊uvodńıho nelineárńıho systému), které je vyjma trajektorie
rovnovážného stavu obvykle velmi obt́ıžné. Jistou nevýhodou je, že rozsah odchylek pro
které je lineárńı náhrada ještě dostatečně přesná, neńı možno exaktně stanovit. Celou
problematiku linearizace si vysvětĺıme na př́ıkladě.
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Př́ıklad 4.9 Stejnosměrný motor s ciźım buzeńım je popsán stavovými rovnicemi

dωm

dt
=

1

J
[KΦia −Bωm −mp]

dia
dt

=
1

La

[−Raia −KΦωm + ua]

dΦ

dt
=

1

Nb

[−Rbf
−1(Φ) + ub]

mi = KΦia

(4.38)

kde ωm jsou mechanické otáčky, J moment setrvačnosti, Φ magnetický tok bud́ıćıho vinut́ı,
ia proud kotvy, mp mechanický zátěžný moment, B tlumeńı (konstanta viskózńıho třeńı,
K konstanta motoru, La indukčnost kotvy, Ra odpor vinut́ı kotvy, ua elektrické napět́ı
kotvy, Nb počet závit̊u bud́ıćıho vinut́ı, Rb odpor bud́ıćıho vinut́ı, ub napět́ı na bud́ıćım
vinut́ı, f() nelineárńı magnetizačńı charakteristika.

Pokusme se nyńı provést linearizaci systému v bĺızkosti ustáleného stavu. Pro kon-
stantńı hodnoty vstupńıch veličin ua, ub a mp urč́ıme hodnotu ustáleného stavu x0 z rovnic

0 =
1

J
[KΦia −Bωm −mp]

0 =
1

La

[−Raia −KΦωm + ua]

0 =
1

Nb

[−Rbf
−1(Φ) + ub]

(4.39)

Řešeńı je jednoznačné a vede na hodnoty

Φ0 = f

(
ub0

Rb

)

ia0 =
Bua0 +KΦ0mp0

BRa + (KΦ0)2

ωm0 =
KΦ0ua0 − Ramp0

BRa + (KΦ0)2

(4.40)

Lineárńı model bude popisovat odchylky od ustáleného stavu a bude mı́t tvar











d∆ωm

dt

d∆ia
dt

d∆Φ

dt
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∆ωm

∆ia
∆Φ
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∆ua

∆ub

∆mp





[
∆ωm

∆mi

]

= C





∆ωm

∆ia
∆Φ



+D





∆ua

∆ub

∆mp





(4.41)
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Jacobiho matice A, B, C, D urč́ıme analogicky ke vztahu (4.37). Např́ıklad pro prvek a12
plat́ı

a12 =
∂

∂ia

{
1

J
(KΦia −Bωm +mp)

}∣
∣
∣
∣
x0

=
KΦ

J

∣
∣
∣
∣
Φ=Φ0

=
KΦ0

J
(4.42)

přičemž daľśı prvky matic vypočteme obdobně. Pro matice stavového popisu pak dostaneme

A =









−B
J

KΦ0

J
K ia0

J

−KΦ0

La
−Ra

La
−Kωm0

La

0 0 −Rb

Nb

(
∂f−1(Φ)

∂Φ

)

Φ=Φ0









B =





0 0 − 1
J

1
La

0 0

0 1
Nb

0





C =

[
1 0 0
0 KΦ0 K ia0

]

D =

[
0 0 0
0 0 0

]

(4.43)

Dosáhli jsme tedy náhrady p̊uvodńıho nelineárńıho systému systémem lineárńım

Linearizace rozvojem do Taylorovy řady umožňuje źıskáńı lineárńı náhrady p̊uvodńıho
nelineárńıho systému. Problémem však je, že tato náhrada dobře aproximuje p̊uvodńı
systém jen v bĺızkosti zvoleného pracovńıho bodu (ustáleného stavu), kolem kterého
byla linearizace provedena. Řada technických systémů však obsahuje nelinearitu, která
se skládá z řady lineárńıch úsek̊u. Tyto systémy nazýváme obvykle po částech lineárńı.
Použit́ım lineárńı teorie v jednotlivých úsećıch pak obvykle dokážeme analyzovat globálńı
chováńı systému. Tento př́ıpad si opět ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 4.10 Na obr. 4.7 je nakresleno schéma jednoduchého regulačńıho obvodu na
kterém je ideálńı integrátor ř́ızen proporcionálńım regulátorem s nasyceńım. Je zapotřeb́ı
nalézt stavovou trajektorii systému pro spojité vstupńı signály u(t) a libovolné počátečńı
podmı́nky, speciálně pak pro konstantńı vstupńı signál u(t) = u0 > 0 . Dynamika systému
je popsána rovnićı

dx

dt
= f(u− x) (4.44)

kde f je nelineárńı funkce typu nasyceńı. Tato funkce se skládá ze tř́ı lineárńıch úsek̊u a
model systému tedy m̊užeme zapsat ve tvaru

dx

dt
=







K(u− x) u−m ≤ x ≤ u+m
M x < u−m
−M x > u+m

(4.45)
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y+

x(0)

u xe
∫

m

M
−m

−M

Obrázek 4.7: Proporcionálńı regulátor s nasyceńım

kde K = M
m
. Z teorie lineárńıch systém̊u nyńı snadno urč́ıme chováńı systému v jednot-

livých lineárńıch oblastech

x(t) =







e−Ktx(t0) +K
t∫

t0

e−K(t−τ)u(τ)dτ u−m ≤ x ≤ u+m

x(t0) +M(t− t0) x < u−m
x(t0)−M(t− t0) x > u+m

(4.46)

Pro jakýkoli pr̊uběh vstupńı funkce u(t) a hodnotu počátečńıho stavu x(t0) jsme nyńı
schopni určit chováńı systému. Jen je třeba pečlivě sledovat okamžiky, kdy hodnota stavové
veličiny x dosáhne hraničńı hodnoty, kdy se měńı popis systému. Hraničńı hodnota se pak
stává počátečńı hodnotou pro výpočet v daľśım lineárńım úseku. V př́ıpadě, že hodnota
vstupu je konstantńı u(t) = u0 > 0, rovnice (4.46) přejde do tvaru

x(t) =







e−Ktx(t0) + u0(1− e−Kt) u−m ≤ x ≤ u+m
x(t0) +M(t− t0) x < u−m
x(t0)−M(t− t0) x > u+m

(4.47)

Z rovnice (4.47) je zřejmé, že pro jakoukoli hodnotu u0 a počátečńı hodnotu stavu x(t0)
systém bude směřovat k ustálenému stavu x = u0. Podařilo se nám tedy źıskat poměrně
významný závěr týkaj́ıćı se globálńıho chováńı systému.

4.2.3 Shrnut́ı kapitoly 4.2

Řešeńı nelineárńıch diferenciálńıch rovnic je velice náročné. Proto se snaž́ıme naj́ıt
lineárńı náhradu. Seznámili jsme se s metodou linearizace založené na rozvoji do Taylorovy
řady v okoĺı zvoleného pracovńıho bodu (většinou ustálený stav). V řadě technických apli-
kaćı se vyskytuj́ı takové nelinearity, které se skládaj́ı z řady lineárńıch úsek̊u (po částech
lineárńı funkce). V takovém př́ıpadě můžeme řešit chováńı systému pomoćı lineárńı teorie
v každém úseku samostatně a źıskat tak globálńı pohled na chováńı systému.

4.2.4 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.2

1. Muśı být prováděna linearizace pomoćı Taylorova rozvoje jen kolem ustáleného
stavu?
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2. Lze źıskat pomoćı lineárńı náhrady vytvořené metodou Taylorova rozvoje globálńı
představu o chováńı systému?

3. Jak vypočteme Jacobiho matici?

4. Co to jsou systémy po částech lineárńı?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

4.2.5 Řešené př́ıklady pro kapitolu 4.2

Př́ıklad 4.11 Pokusme se naj́ıt linearizaci systému

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −3x2 − 4x3

1 + x1

y = x3
1

(4.48)

v okoĺı jeho rovnovážných stav̊u.

Rovnovážné stavy zadaného systému byly jǐz nalezeny při řešeńı př́ıkladu 4.5. Hodnoty
rovnovážných stav̊u jsou x0 = {(0; 0), (0,5; 0), (−0,5; 0)}. Linearizaci hledáme ve tvaru

[
∆ẋ1

∆ẋ2

]

= A

[
∆x1

∆x2

]

∆y = C

[
∆x1

∆x2

] (4.49)

kde ∆x1 = x1 − x10,∆x2 = x2 − x20,∆y = y − y0 a

A =







∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2







x0

=

[
0 1

1− 12x2
10 −3

]

C =

[
∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

]

x0

=
[
3x2

10 0
]

(4.50)

Pro rovnovážný stav x0 = (0; 0) pak dostaneme lineárńı náhradu

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
= ∆x1 − 3∆x2

∆y = 0

(4.51)
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zat́ımco pro x0 = (±0,5; 0) plat́ı

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
= −2∆x1 − 3∆x2

∆y = 0,75∆x1

(4.52)

Př́ıklad 4.12 Chceme určit Jacobiho matici pro systém z př́ıkladu 4.6. Stavové rovnice
systému jsou

duC

dt
=

1

C
[−h(uC) + iL]

diL
dt

=
1

L
[−uC −RiL + U ]

(4.53)

přičemž předpokládejme, že voltampérovou charakteristiku tunelové diody budeme aproxi-
movat funkćı

iD = h(uD) = [17,76uD − 103,79u2
D + 229,62u3

D − 226,31u4
D + 83,72u5

D]10
−3 (4.54)

kde uD = uC (obr. 4.4). Daľśı parametry obvodu jsou R = 1,5kΩ, C = 2pF a L = 5µH
Pro Jacobiho matici pak dostaneme

A =







∂f1
∂uC

∂f1
∂iL

∂f2
∂uC

∂f2
∂iL







uC0,iL0

=




−0,5 · 1012dh(uC)

duC

0,5 · 1012

−0,2 · 106 −0,3 · 109





uC0

=

= 105




−5 · 106dh(uC)

duC

5 · 106

−2 −3000





uC0

(4.55)

kde

dh(uC)

duC

= [17,76− 207,58uC + 688,86u2
C − 905,24u3

C + 418,6u4
C]10

−3 (4.56)

4.2.6 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 4.2

Př́ıklad 4.13 Nelineárńı dynamický systém je popsán stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

2 + x1 cosx2

dx2

dt
= x2 + (x1 + 1)x1 + x1 sin x1

(4.57)

Proved’te jeho linearizaci v okoĺı pracovńıho bodu x = 0.

Př́ıklad 4.14 Systém je popsán diferenciálńı rovnićı

d2x

dt2
+ 4

(
dx

dt

)5

+ (x2 + 1)u = 0 (4.58)

Najděte lineárńı náhradu systému platnou v okoĺı pracovńıho bodu x = 0.
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4.3 Konstrukce trajektorie systému

4.3.1 Motivace

Ve většině př́ıpad̊u nedokážeme vyřešit chováńı nelineárńıho dynamického systému
analyticky. V předchoźı kapitole jsme se zabývali možnost́ı použit́ı lineárńı náhrady. Jak
však již bylo řečeno, lineárńı náhrada často aproximuje p̊uvodńı systém jen v poměrně
úzké oblasti a neumožňuje tedy źıskáńı globálńı představy o vlastnostech systému. V ta-
kové situaci jsme nuceni se uchýlit k tradičńım grafickým metodám. Následuj́ıćı kapitola
ukáže možnosti konstrukce stavové trajektorie za účelem vytvořeńı globálńıho pohledu
na chováńı studovaného nelineárńıho systému.

4.3.2 Trajektorie systémů prvńıho řádu

Systémy prvńıho řádu představuj́ı skupinu nejjednodušš́ıch dynamických systémů.
I když je většina reálných technických systémů vyšš́ıho než prvńıho řádu, budeme se
systémy prvńıho řádu dále zabývat. Některé systémy vyšš́ıch řád̊u je totiž možné úspěšně
zjednodušit, či rozložit na několik systémů prvńıho řádu a ty dále řešit samostatně. Spojitý
nelineárńı dynamický systém prvńıho řádu je popsán rovnicemi

dx

dt
= f(x,u, t)

y = g(x,u, t)
(4.59)

x

t

dx

dt

α tgα =
dx

dt

Obrázek 4.8: Směrový vektor

Představ́ıme-li si stavovou trajektorii tohoto
systému v časoprostoru (obr. 4.1), udává rovnice

(4.59) hodnotu derivace ẋ =
dx

dt
v každém bodě

časoprostoru. Tato derivace nám určuje sklon tečny
k stavové trajektorii v každém bodě časoprostoru.
Celý časoprostor tedy můžeme takovými tečnami
vyplnit a trajektorie se muśı po krátký časový
interval k této tečně přimykat a postupovat po ńı
ve směru rostoućıho času. Po krátký čas se tedy
trajektorie pohybuje podél geometrického vektoru,
jehož složky jsou dx, dt (obr. 4.8. Tento vektor
budeme nazývat směrový vektor. Celý časoprostor
pak můžeme pokrýt polem takových vektor̊u a źıskat tak globálńı přehled o chováńı všech
možných trajektoríı. Pokryt́ı časoprostoru polem směrových vektor̊u je užitečné provést
organizovaně tak, abychom opravdu globálńı pohled źıskali. Za t́ımto účelem je vhodné
vyšetřit ty množiny bod̊u, ve kterých je sklon směrových vektor̊u (směrnice tečen k) stejný,
tj. zjistit x, t, které vyhovuj́ı rovnici

dx

dt
= k = konst, (4.60)

Množiny bod̊u (x, t) pro daný sklon směrnice k se nazývaj́ı izokliny. Jejich sestaveńı si
ukážeme na jednoduchém př́ıkladě.
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Př́ıklad 4.15 Předpokládejme systém prvńıho řádu popsaný rovnićı

dx

dt
= −x (4.61)

Izokliny budou množiny bod̊u

dx

dt
= −x = k = konst, (4.62)

což odpov́ıdá př́ımkám x = −k rovnoběžným s časovou osou. Pole směrových vektor̊u
s vyznačenými izoklinami je uvedeno na obrázku 4.9.

x

t

x(t0) = 3

t0

trajektorie

izokliny

0

1

2

3

−1

−2

−3

k = −3

k = −2

k = −1

k = 0

k = 3

k = 2

k = 1

Obrázek 4.9: Pole směrových vektor̊u

Nyńı dokážeme snadno zakreslit trajektorii pro libovolný počátečńı stav, tak jak je zakres-
lena trajektorie např. pro x(t0) = 3. Z uspořádáńı pole směrových vektor̊u je zřejmé, že
trajektorie bude vždy směřovat k ustálenému stavu x = 0.

Dynamický systém analyzovaný v předchoźım př́ıkladě byl lineárńı. Má však uvedené
řešeńı nějaký smysl i pro systémy nelineárńı? Řada nelineárńıch systémů spadá do skupiny
systémů po částech lineárńıch. Můžeme tedy určit hraničńı podmı́nky, při kterých se měńı
chováńı systému a následně určit v rámci daných meźı trajektorii lineárńıho systému tak,
jak ukazuje př́ıklad 4.15. V tabulce 4.1 jsou uvedeny tři možné tvary stavových trajektoríı
lineárńıch t-invariantńıch systémů. Prvńı dva př́ıpady odpov́ıdaj́ı neř́ızeným systémům
(což jak bude uvedeno dále neznamená žádné omezeńı), třet́ı př́ıpad uvažuje př́ımo systém
s konstantńım ř́ızeńım.
Pro lineárńı ř́ızený dynamický systém prvńıho řádu plat́ı

dx

dt
= ax+ u (4.63)

při počátečńı podmı́nce x(t0). Nyńı uvažujme při konstantńı hodnotě ř́ızeńı u = konst
substituci

ax+ u = z (4.64)
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Stavová
rovnice

Charakteristické
č́ıslo λ

Analytický zápis
stavové trajektorie

Stavová trajektorie

1 ẋ = −ax

Re

Im

a

λ = −a < 0

x(t) = x(t0)e
−at

x

t0

2 ẋ = ax

Re

Im

a

λ = a > 0

x(t) = x(t0)e
at

x

t0

3 ẋ = u
u = konst

Re

Im

λ = 0

x(t) = x(t0) + ut

x

t0

Tabulka 4.1: Stavové trajektorie lineárńıch t-invariantńıch systémů prvńıho řádu

Po vyjádřeńı proměnné x ze substituce (4.64) a dosazeńı do (4.63) dostaneme

dz

dt
= az (4.65)

s počátečńı podmı́nkou z(t0) = ax(t0) + u. Substitućı (4.64) jsme tedy p̊uvodńı ř́ızený
systém (4.63) převedli na systém neř́ızený (4.65). Pokud známe trajektorii neř́ızeného
lineárńıho systému prvńıho řádu, dokážeme určit trajektorii p̊uvodńıho systému podle
vztahu

x =
z

a
− u

a
(4.66)

což odpov́ıdá změně měř́ıtka a posunut́ı trajektorie neř́ızeného systému. Použit́ı tabulky
4.1 si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 4.16 V př́ıkladě 4.10 jsme se zabývali jednoduchým regulačńım obvodem s na-
syceńım. Nyńı se k tomuto systému pokuśıme načrtnout možné pr̊uběhy stavové trajekto-
rie. Systém obsahuje jen nelinearitu typu nasyceńı, která je po částech lineárńı funkćı.
V rozsahu u − m ≤ x ≤ u + m bude chováńı odpov́ıdat ř́ızenému systému (4.63),
kde a = −K a vstup má konstantńı hodnotu Ku. V této oblasti se tedy bude systém
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chovat obdobně jako uvád́ı prvńı řádek tabulky 4.1, přičemž vzhledem k posunut́ı (4.66)
se budou trajektorie bĺı̌zit rovnovážnému stavu x0 = u. Pro x > u + m nebo x < u − m
bude mı́t stavová trajektorie charakter odpov́ıdaj́ıćı třet́ımu řádku tabulky 4.1 se směrnićı
−M , respektive M . Možný pr̊uběh stavové trajektorie jsou načrtnuty na obrázku 4.10.

0

x

t

u

u+m

u−m

∆t

∆t

∆x

∆x
∆x
∆t

= κ = −M

∆x
∆t

= κ = M

Obrázek 4.10: Trajektorie jednoduchého systému s nelinearitou typu nasyceńı

Obrázek potvrzuje závěr uvedený v př́ıkladě 4.10, že pro libovolnou počátečńı podmı́nku
se hodnota stavu systému ustáĺı na hodnotě x0 = u. Je také zřejmé, že nasyceńı zpomaĺı
reakci systému při vyšš́ıch hodnotách vstupu u (lineárńı pr̊uběh) oproti čistě lineárńımu
systému bez nasyceńı (exponenciálńı pr̊uběh).

U regulačńıch obvod̊u bývá zvykem sledovat pr̊uběh regulačńı odchylky v závislosti na
čase. Důvodem je, že vesměs žádáme, aby regulačńı odchylka pro jakékoliv vstupńı signály
a počátečńı podmı́nky byla minimálńı a s časem konvergovala k nule. To nám zaručuje
jednodušš́ı kresleńı stavových trajektoríı, pokud se nám podař́ı stav systému jednoznačně
vyjádřit regulačńı odchylkou. Problém si ukážeme ještě jedńım řešeńım předchoźıho př́ıkla-
du.

Př́ıklad 4.17 Opět budeme uvažovat systém řešený v př́ıkladě 4.10. Předpokládejme, že
na vstupu systému p̊usob́ı signál u = konst. Nyńı použijeme substituci

e = u− x (4.67)

v rovnićıch (4.44) a (4.45). Dostaneme tak systém, jehož stavovou veličinou je právě
regulačńı odchylka e

de

dt
= −f(e) (4.68)

f(e) =







Ke −m ≤ e ≤ m
M e > m
−M e < −m

(4.69)
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Počátečńı podmı́nky pro stavovou rovnici (4.68) urč́ıme ze substitučńı rovnice (4.67)

e(0) = x(0)− u (4.70)

V pásmu −m ≤ e ≤ m se pak stavové trajektorie chovaj́ı jako u neř́ızeného systému (prvńı
řádek tabulky 4.1), zat́ım co mimo uvedené pásmo budou trajektorie odpov́ıdat ř́ızenému
systému - integrátoru s konstantńım vstupem (třet́ı řádek tabulky 4.1). Výsledné trajektorie
jsou zakresleny na obrázku 4.11.

0

e

t

m

−m

κ = −M

κ = M

Obrázek 4.11: Trajektorie jednoduchého systému s nelinearitou typu nasyceńı - regulačńı
odchylka

V př́ıpadě, že v systému se jako subsystém vyskytuje systém bez dynamiky ale s pamět́ı,
je zapotřeb́ı sledovat i vývoj stavu tohoto subsystému. Stavový prostor celého subsystému
se tak rozš́ı̌ŕı, vesměs však takovým zp̊usobem, že v dostatečně dlouhém časovém intervalu
lze na celý systém pohĺıžet jakoby šlo o jednoduchý systém prvńıho řádu ( to plat́ı i pro
spojité dynamické systémy vyšš́ıch řád̊u). Problém si opět vysvětĺıme př́ıkladem.

Př́ıklad 4.18 Uvažujme systém ř́ızeńı výšky hladiny zachycený na obrázku 4.12, kde
h je okamžitá výška hladiny, H je žádaná výška hladiny, Hmax je maximálńı možná
výška hladiny. Výška hladiny je ovlivňována pr̊utoky q1 a q2. Prvńı stavovou veličinou
je v tomto př́ıpadě výška hladiny h. Vzhledem k tomu, že pro ř́ızeńı je použit releový
regulátor s hystereźı, je však třeba dále uvažovat i stav sepnut́ı relé (nelinearita s pamět́ı).
Předpokládejme, že výstupńı pr̊utok q2 je daný, chováńı systému je pak dáno rovnicemi

dh

dt
= f1(h, y, q2)

y = f2(e, y)
(4.71)
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q1

q2

x

y
e

h

H
m
a
x

H

e

y

q1

∆h

Obrázek 4.12: Releový regulátor výšky hladiny

kde

f1(h, y, q2) =







K(y − q2)
0 < h < Hmax

h = 0 ∧ y − q2 ≥ 0
h = Hmax ∧ y − q2 ≤ 0

0
h = 0 ∧ y − q2 < 0

h = Hmax ∧ y − q2 > 0

(4.72)

přičemž konstanta K je dána rozměry nádrže. Funkce f2 odpov́ıdá nelinearitě relé s hys-
tereźı a bude pro ni platit

f2(e, y) =







0 e < 0
q1 e > ∆h

”
bez změny stavu“ 0 ≤ e ≤ ∆h

(4.73)

Stavové schema celého systému je zakresleno na obrázku 4.13. Pokusme se nyńı zakreslit

+

-

q1 q2

ye hH

e

y

q1

∆h

f1(h, y, q2)

∫

y(0) h(0)

Obrázek 4.13: Stavové schema regulace výšky hladiny
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stavové trajektorie pro př́ıpad q1 = konst, q2 = konst, q1 > q2. Pokud bude regulátor ve
stavu zapnuto (y = q1), plat́ı

dh

dt
=

{
K(q1 − q2) 0 ≤ h < Hmax

0 h = Hmax
(4.74)

Pro regulátor ve vypnutém stavu (y = 0) dostaneme

dh

dt
=

{
−Kq2 0 < h ≤ Hmax

0 h = 0
(4.75)

Regulátor m̊uže být ve stavu zapnuto pro e ≥ 0, t.j. h ≤ H a ve stavu vypnuto pro
e ≤ ∆h, t.j. h ≥ H − ∆h. Výška hladiny smı́ být jen v rozmeźı h ∈ 〈0, Hmax〉. Rovnice
(4.74), (4.75) a znalost pr̊uběhu reléové charakteristiky nám nyńı umožňuje zkonstruovat
stavovou trajektorii pro zvolenou hodnotu H. Vyjdeme-li z počátečńıho stavu h(0) = 0
muśı být pro H > ∆h regulátor ve stavu zapnuto a hladina v nádrži poroste podle rovnice
(4.74). Jakmile h překroč́ı hodnotu H, dojde ke změně stavu regulátoru a hladina začne
klesat podle rovnice (4.75). K daľśı změně stavu regulátoru dojde v okamžiku, kdy výška
hladiny h klesne pod hodnotu H − ∆h. Celý děj se bude opakovat a v systému vzniknou
periodické oscilace. Pokud vyjdeme z počátečńı podmı́nky h(0) ∈ 〈H,H − ∆h〉, muśı být
zadán i počátečńı stav relé. I v tomto př́ıpadě pak vzniknou periodické oscilace. Je zřejmé,
že pro správnou činnost regulace je nutné, aby H < Hmax. V opačném př́ıpadě systém
dosáhne ustáleného stavu h = Hmax a voda bude přetékat. Obdobně muśı platit H−∆h >
0, jinak nastane ustálený stav h = 0 a regulátor setrvá ve stavu vypnuto. Při normálńı
funkci bude hladina oscilovat mezi úrovněmi H −∆h a H s periodou

T =
∆h

K(q1 − q2)
+

∆h

Kq2
=

∆hq1
K(q1 − q2)q2

(4.76)

Pr̊uběh stavové trajektorie je zobrazen na obrázku 4.14

Z probraných př́ıklad̊u je zřejmé, že výpočet systému prvńıho řádu je poměrně jed-
noduchý, pokud jde o systémy t-invariantńı s konstantńımi vstupńımi signály. Globálńı
řešeńı t-variantńıch resp. t-invariantńıch systémů s proměnnými vstupńımi signály již
neńı s pomoćı výše uváděné metodiky tak jednoduché a přehledné. Většinou však jde
o vyšetřeńı chováńı pro nějaký standardńı vstupńı signál, např. harmonického pr̊uběhu.
V takovém př́ıpadě je výhodněǰśı použ́ıt bud’to po částech lineárńı výpočet nebo výpočet
chováńı v určité části časoprostoru na poč́ıtači. Následuj́ıćı př́ıklad objasńı tuto proble-
matiku a zároveň osvětĺı jeden ze zp̊usob̊u potlačeńı efektu suchého třeńı.

Př́ıklad 4.19 Uvažujme systém zachycený na obrázku 4.2. Na těleso p̊usob́ı śıla
Fp = F0 + Fst, kde F0 je konstantńı složka a Fst je stř́ıdavá složka s pilovým pr̊uběhem.
Pohyb tělesa je brzděn třećı silou F < Ft, kde Ft je hodnota Coulombova třeńı. Dále
budeme předpokládat, že amplituda stř́ıdavé složky Fst je právě Ft. Úkolem je nyńı vyšetřit
pr̊uběh rychlosti tělesa za daných podmı́nek. Pohyb tělesa je dán rovnićı

dv

dt
=

Fv

m
(4.77)
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Obrázek 4.14: Stavová trajektorie regulace výšky hladiny

kde m je hmotnost tělesa a

Fv = F0 + Fst − F (4.78)

Hodnotu třećı śıly F urč́ıme pomoćı vztahu (4.13). Stř́ıdavá složka Fst má pilový pr̊uběh
a plat́ı pro ni

Fst(t) =







4Ft

T
(t− nT ) t ∈

〈
nT − T

4
;nT + T

4

〉

−4Ft

T
(t− nT

2
) t ∈

〈
(2n + 1)T

2
− T

4
; (2n+ 1)T

2
+ T

4

〉
(4.79)

kde n = 0, 1, 2, . . ..
Stavová trajektorie systému je zakreslena na obrázku 4.15. Jestlǐze v = 0

a |F0 + Fst| < Ft, pak velikost třećı śıly bude F = F0 + Fst, celková śıla p̊usob́ıćı na těleso

Fv = 0 a tedy
dv

dt
= κ = 0. V př́ıpadě, že |F0 + Fst| > Ft, bude mı́t třećı śıla hodnotu

F = Ft sign(F0+Fst) a celková śıla p̊usob́ıćı na těleso bude Fv = F0+Fst−Ft sign(F0+Fst).
Vzhledem k tomu, že amplituda śıly Fst byla zvolena ve stejné velikosti jako Coulombovo
třeńı Ft, pr̊uběh výsledné śıly odpov́ıdá trojúhelńık̊um o výšce F0 nad osou v = 0, tak
jak je zobrazeno na obrázku 4.15 pro v = 0. Pr̊uběh této śıly určuje κ (směrnici tečen
k trajektorii) na ose v = 0. Jestlǐze v > 0, je celková śıla Fv = F0 + Fst − Ft, č́ımž je
určena hodnota směrnice κ nad osou v = 0 a izokliny jsou př́ımky t = konst. Pro v < 0
je celková sila Fv = F0 + Fst + Ft, která určuje hodnotu κ pod osou v = 0. Vzhledem
ke zvoleným hodnotám jednotlivých sil je v celé této oblasti κ > 0. Nyńı jsme schopni
vykreslit pole tečen k trajektorii. Zaháj́ıme-li pohyb z počátečńıch podmı́nek v(0) = 0
a při p̊usobeńı malé śıly F0, nedojde zpočátku k žádnému pohybu. Teprve až ř́ıd́ıćı śıla
překoná třeńı, dojde k r̊ustu rychlosti. Jakmile velikost ř́ıd́ıćı śıly klesne pod hodnotu třećı
śıly, začne být těleso brzděno až do úplného zastaveńı. Při malé hodnotě F se bude tedy
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Obrázek 4.15: Stavová trajektorie systému s dynamickým mazáńım

těleso stř́ıdavě rozj́ı̌zdět a zastavovat, středńı hodnota rychlosti však bude konstantńı a
kladná. Z pr̊uběhu stavových trajektoríı je nav́ıc zřejmé, že tohoto chováńı dosáhneme
z libovolných počátečńıch podmı́nek. Použit́ım pomocné śıly Fst je tedy možné eliminovat
jeden z d̊usledk̊u suchého třeńı, který spoč́ıvá v tom, že těleso nereaguje pohybem na ř́ıd́ıćı
śılu menš́ı než je velikost suchého třeńı. Považujeme-li nyńı śılu F0 za ř́ıd́ıćı, je zřejmé,
že se těleso dostane do pohybu i při |F0| < Ft (pokud p̊usob́ı současně i stř́ıdavá śıla
Fst. Při dostatečně vysoké frekvenci śıly Fst zjist́ı pozorovatel pouze pr̊uměrnou rychlost.
V této pr̊uměrné rychlosti pak ale bude reakce těĺıska se třeńım na skokovou změnu śıly
F0 poněkud odlǐsná od reakce těĺıska bez třeńı (třeńı neńı úplně odstraněno). Tak při
nulové śıle F0 a nenulových počátečńıch podmı́nkách se těĺısko se třeńım i za př́ıtomnosti
Fst zastav́ı. Těĺısko bez třeńı by se pohybovalo stále počátečńı rychlost́ı. Při malé śıle F0

nabude těĺısko během periody Fst konstantńı středńı rychlost určenou silou F0. Teprve při
|F0| > Ft bude těĺısko zrychlovat se zrychleńım úměrným rozd́ılu F0 − Ft. Tento zp̊usob
potlačeńı třeńı se nazývá dynamické mazáńı.

4.3.3 Trajektorie systémů druhého řádu

Podobně jako v předchoźı kapitole lze u spojitých dynamických systémů druhého řádu
źıskat v některých př́ıpadech globálńı pohled na chováńı systému. Dynamika spojitého
dynamického systému druhého řádu je popsána soustavou dvou diferenciálńıch rovnic
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prvńıho řádu

dx1

dt
= f1(x1, x2,u, t)

dx2

dt
= f2(x1, x2,u, t)

(4.80)

Řešeńım těchto rovnic při daných počátečńıch podmı́nkách źıskáme trajektorii systému
(obr. 4.16). Vzhledem k tomu, že časoprostor je v tomto př́ıpadě již trojrozměrný pro-
stor, je výhodněǰśı vykreslovat trajektorie pouze v dvojrozměrném stavovém prostoru
stavových veličin x1, x2 a čas uvádět jako parametr stavové trajektorie. V rovině stavových
proměnných se pak trajektorie jev́ı jako křivka, která může být zapsána pro určitý úsek
jako funkčńı závislost stavové proměnné x2 na stavové proměnné x1

x2 = f(x1) (4.81)

Ve zvoleném čase t nabývaj́ı stavové proměnné hodnoty x1(t), x2(t) a můžeme v tomto
čase pro odpov́ıdaj́ıćı hodnoty x1, x2 sestrojit tečnu k trajektorii. Pokud dokážeme z rovnic
(4.80) stanovit v každém bodě stavové roviny tečnu k trajektorii, můžeme si udělat
představu o chováńı trajektoríı podobně jako u jednorozměrných systémů. Pro směrnici
κ tečny k trajektorii pak plat́ı

κ =
dx2

dx1
=

df(x1)

dx1
(4.82)

Derivaćı (4.81) podle času současně dostáváme

dx2

dt
=

df(x1)

dx1

dx1

dt
(4.83)

a tedy

κ =

dx2

dt
dx1

dt

=
f2(x1, x2,u, t)

f1(x1, x2,u, t)
(4.84)

Jsme tedy schopni z rovnic dynamiky systému stanovit směrnici tečny k stavové trajektorii
v těch bodech stavové roviny, ve kterých je pravá strana rovnice (4.84) definována. Je
zřejmé, že pravá strana rovnice (4.84) neńı definována v těch bodech roviny x10, x20, kdy
nastává rovnovážný stav (v singulárńıch bodech)

f1(x10, x20,u0, t) = f2(x10, x20,u0, t) = 0 (4.85)

Představme si nyńı, že rovnice (4.80) reprezentuje zobrazeńı, které každému bodu (x1, x2)
z dvojrozměrného stavového prostoru v každém čase přǐrazuje vektor

[f1(x1, x2,u, t), f2(x1, x2,u, t)] (4.86)

který sv́ırá s osou x1 úhel θ

tg θ =
ẋ2

ẋ1

= κ (4.87)
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x1

x2

x1(t)

x2(t)

t0

t0 + T
θ

∆x1

∆x2

κ = tg θ = ∆x2

∆x1

Obrázek 4.16: Stavová trajektorie

Uvedený vektor lež́ı na tečně k trajektorii
a jeho složky určuj́ı velikost změny př́ıslušných
stavových veličin za jednotku času, tedy rych-
lost změny stavových veličin. Celkově vektor
(4.86) vyjadřuje nejen směr malého úseku
stavové trajektorie, ale i velikost rychlosti změn
stavových veličin, nazývá se proto směrový
vektor nebo vektor stavové rychlosti. Protože
pravé strany rovnic (4.80) muśı být defi-
novány v každém bodě stavového prostoru, jsou
směrové vektory definovány rovněž v každém
bodě stavové roviny. (V singulárńıch bodech
je to nulový vektor [0, 0]). Jsme tedy schopni
nakreslit pole těchto vektor̊u, které nám urč́ı chováńı trajektoríı. Nákres pole směrových
vektor̊u se všemi možnými trajektoriemi budeme nazývat stavový portrét . Bude-li se
však v rovnici (4.84) explicitně vyskytovat čas, at’ už z d̊uvodu t-variantnosti systému,
nebo z d̊uvodu časově proměnného vektoru vstupńıch veličin, bude se pole směrových
vektor̊u s časem měnit a globálńı představa o chováńı systému nebude prakticky ve většině
př́ıpad̊u možná. Znamená to tedy, že vyšetřováńı chováńı systému s pomoćı náčrtu pole
směrových vektor̊u je prakticky možné jen tehdy, je-li popis systému převeditelný na
systém t-invariantńı a neř́ızený. V př́ıpadě systémů t-invariantńıch ř́ızených konstantńımi
vstupńımi signály je tento převod možný vždy, vstupńı signály považujeme prostě za
konstanty ve funkčńım zápisu (4.80). Proto se budeme v daľśım obecném popisu zabývat
hlavně systémy, jejichž rovnice dynamiky maj́ı tvar

dx1

dt
= f1(x1, x2)

dx2

dt
= f2(x1, x2)

(4.88)

Univerzálněǰśı metoda k źıskáńı globálńıho přehledu o chováńı systému druhého řádu
stavového portrétu, než je pokryt́ı stavové roviny polem směrových vektor̊u, neexistuje.
Podobně jako v př́ıpadě systémů prvńıho řádu bude vhodné provést pokryt́ı stavové roviny
směrovými vektory metodou izoklin. Izoklina je v tomto př́ıpadě množina bod̊u ve stavové
rovině, ve kterých je směrnice tečny k trajektorii κ konstantńı. Vzhledem k tomu, že
hodnota κ neńı definována v singulárńıch bodech, je výhodné před vlastńım řešeńım
izoklin provést vyšetřeńı singulárńıch bod̊u. V př́ıpadě systému (4.88) můžeme źıskat
přehled o trajektoríıch také řešeńım diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

dx2

dx1
=

f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
(4.89)

přičemž výsledkem je pak př́ımo trajektorie (4.81). Řešeńı této rovnice je však ve většině
př́ıpad̊u značně obt́ıžné. Sestaveńı stavového portrétu si objasńıme na př́ıkladě.
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Př́ıklad 4.20 Uvažujme systém popsaný rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= u− ω2

0x1

(4.90)

kde ř́ızeńı u je konstantńı u = konst,

∫∫ x1x2

x1(0)x2(0)

u +

−

ω2
0

Obrázek 4.17: Stavové schema z př́ıkladu 4.20

Na obr. 4.17 je nakresleno odpov́ıdaj́ıćı stavové schéma. Jde tedy o kmitavý člen s koefi-
cientem tlumeńı ξ = 0 a vlastńı frekvenćı ω0, ř́ızený konstantńım vstupńım signálem. Nyńı
se pokuśıme nalézt stavové trajektorie tohoto systému jednak nákresem pole směrových
vektor̊u, ale také řešeńım rovnice (4.89). Pro směrnici κ tečen k stavové trajektorii plat́ı
v tomto př́ıpadě

κ =
u− ω2

0x1

x2
(4.91)

Singulárńı body tohoto systému lze určit řešeńım rovnice

0 = x2

0 = u− ω2
0x1

(4.92)

Je tedy zřejmé, že singulárńı bod lež́ı na souřadnićıch x10 = u
ω2
0
; x20 = 0. Rovnice izoklin

odvod́ıme z (4.91) pro κ = konst,

x2 = −ω2
0

κ
x1 +

u

κ
(4.93)

Izokliny budou tedy př́ımky

x2 = Kx1 + q (4.94)

se směrnićı K = −ω2
0

κ
a posunut́ım q = u

κ
. Pro x2 = 0 dostáváme z rovnice izokliny

x1 = u
ω2
0
, což odpov́ıdá hodnotě dř́ıve zjǐstěného rovnovážného stavu. Všechny izokliny

budou tedy procházet vypočteným singulárńım bodem. Izoklina pro limitńı př́ıpad κ → 0 je
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x1

x2

x1(0)

x2(0)

u
ω2
0

izoklina

singulárńı
bod

K = 0
κ → ∞

K = ω2
0

κ = −1
K = −ω2

0

κ = 1

K → ∞
κ = 0

Obrázek 4.18: Pole směrových vektor̊u a trajektorie z př́ıkladu 4.20

rovnoběžná s osou x2. Tyto výsledky nám jǐz umožňuj́ı rovnoměrné pokryt́ı stavové roviny
izoklinami jak je zachyceno na obr. 4.18. Na jednotlivých izoklinách m̊užeme vykreslit
tečny k trajektorii (směrové vektory) pomoćı rovnic (4.87),(4.90). Z nakresleného pole
směrových vektor̊u pak lze usoudit, že jednotlivé trajektorie systému budou elipsy. Źıskali
jsme tedy přiblǐznou představu o tvaru stavových trajektoríı.

Nyńı se pokuśıme určit možné pr̊uběhy stavové trajektorie řešeńım rovince (4.89), která
bude mı́t v našem př́ıpadě tvar

dx2

dx1
=

u− ω2
0x1

x2
(4.95)

což odpov́ıdá separabilńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

x2 dx2 − (u− ω2
0x1) dx1 = 0 (4.96)

jej́ı̌z řešeńı lze nalézt ve tvaru
∫

x2 dx2 −
∫

(u− ω2
0x1) dx1 = c (4.97)

1

2
x2
2 − ux1 +

1

2
ω2
0x

2
1 = c (4.98)
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Vynásobeńım 2
ω2
0
a přičteńım u2

ω4
0
pak dostaneme

x2
2

ω2
0

− 2ux1

ω2
0

+ x2
1 +

u2

ω4
0

= c
2

ω2
0

+
u2

ω4
0

(4.99)

x2
2

ω2
0

+

(

x1 −
u

ω2
0

)2

= c
2

ω2
0

+
u2

ω4
0

(4.100)

Vzhledem k tomu, že jsme předpokládali konstantńı velikost žádané hodnoty u lze rovnici
dále upravit do tvaru

x2
2

a
+

(

x1 − u
ω2
0

)2

b
= 1 (4.101)

kde

a = 2c+
u2

ω2
0

b = c
2

ω2
0

+
u2

ω4
0

(4.102)

Zápis (4.101) představuje rovnici elipsy. Trajektorie systému jsou tedy skutečně elipsy
s hlavńımi osami rovnoběžnými s osami souřadnicového systému. M̊užeme prohlásit, že
pro jakékoliv počátečńı podmı́nky a konstantńı hodnotu vstupńıho signálu bude systém
kmitat ustálenými periodickými kmity, které se ve stavové rovině projev́ı jako mezńı cykly.

Vhodnými substitucemi (změnou báze a počátku stavového prostoru) můžeme často
źıskat jednodušš́ı vyjádřeńı problému i jeho jednodušš́ı řešeńı. V předchoźım př́ıkladě by
zřejmě změna měř́ıtek na souřadných osách vedla k tomu, že trajektorie se z elips změńı
na kružnici. Rovněž přemı́stěńı počátku stavové roviny do singulárńıho bodu zp̊usob́ı,
že se singulárńı bod ztotožńı s počátkem a portrét se zjednoduš́ı. Pokuśıme se o to
v následuj́ıćım př́ıkladu. Vzhledem k tomu, že kresleńı celého pole směrových vektor̊u
je dosti pracné, bývá zvykem nakreslit si v jednoduchých př́ıkladech na izoklinách vždy
jen jeden směrový vektor, nebo načrtnout jen pole tečen. Pokud chceme využ́ıt pole
směrových vektor̊u ke konstrukci konkrétńı trajektorie, postupujeme takto. Stavovou
rovinu pokryjeme rovnoměrně izoklinami. Nakresĺıme symetrály mezi jednotlivými izokli-
nami. Předpokládáme, že trajektorie mezi jednotlivými symetrálami je totožná s tečnou
na izoklině sevřené těmito symetrálami. Jednotlivé tečny spoj́ıme, źıskaný po částech
př́ımkový graf pak prohláśıme za trajektorii nebo za obálku trajektorie. V podstatě t́ımto
zp̊usobem využ́ıváme graficky Eulerovu metodu k integraci rovnice (4.89). Tento postup
lze použ́ıt i pro řešeńı systémů 1. řádu. Obecně je ovšem mnohem výhodněǰśı provést
výpočet konkrétńı trajektorie některou z numerických metod na poč́ıtači.

Př́ıklad 4.21 Pokusme se vyšetřit stavové trajektorie systému z př́ıkladu 4.20 v jed-
nodušš́ı podobě. Uvažujme nové stavové proměnné źıskané substitućı

z1 = x1 −
u

ω2
0

z2 =
x2

ω0

(4.103)
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S ohledem na předpoklad u = konst, pak po dosazeńı za x1, x2 do (4.90) dostaneme nové
stavové rovnice

dz1
dt

= ω0z2

dz2
dt

= −ω0z1

(4.104)

s počátečńımi podmı́nkami

z1(0) = x1(0)−
u

ω2
0

z2(0) =
x2(0)

ω0

(4.105)

Dostali jsme tak neř́ızený systém se singulárńım bodem v počátku souřadnic.Prvńı sub-
stitučńı rovnice (4.103) zajǐst’uje posun singulárńıho bodu do počátku nového souřadnicového
systému, druhá substitučńı rovnice zajǐst’uje změnu měř́ıtka a t́ım změnu tvaru trajektoríı
z elips na kružnice, jak bude ukázáno dále. Směrnice tečen k trajektoríım je

κ =
ż2
ż1

= −z1
z2

(4.106)

Z analytické geometrie je známo, že plat́ı-li pro směrnice K1, K2 dvou př́ımek, že
K1 = − 1

K2
, pak jsou tyto př́ımky vzájemně kolmé. Je tedy zřejmé, že v našem př́ıpadě

budou směrnice tečen k trajektoríım kolmé na př́ıslušné izokliny. M̊užeme tedy nakreslit
pole izoklin a tečen k trajektoríım, viz obr. 4.19. Vzhledem ke kolmosti izoklin a tečen
k trajektorii muśı být jednotlivé trajektorie kružnice.

Rovněž řešeńı diferenciálńı rovnice (4.89)

dz2
dz1

= −z1
z2

(4.107)

které m̊užeme provést obdobně jako v př́ıkladě 4.20, vede k výsledku

z21 + z22 = c (4.108)

Posledńı rovnice je rovnićı kružnice, což odpov́ıdá odhadovanému pr̊uběhu stavové trajek-
torie na obr. 4.19.

Z předchoźıch př́ıklad̊u je zřejmé, že při popisované konstrukci stavové trajektorie
ve stavové rovině se ztráćı informace o čase, která je nutná při plném popisu stavové
trajektorie. Tuto informaci můžeme relativně snadno źıskat, pokud se nám podař́ı systém
popsat ve tvaru

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= f2(x1, x2)

(4.109)

Při práci s takovým systémem se mı́sto pojmů stavová rovina, resp. stavová trajektorie,
použ́ıvá pojmů fázová rovina, resp. fázová trajektorie. V obou předcházej́ıćıch př́ıkladech
byl systém formulován tak, že šlo o fázové trajektorie.
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t = 0

z1

z2

tečna k trajektorii

symetrála

izoklina

trajektorie

konstrukce trajektorie

Obrázek 4.19: Trajektorie systému z př́ıkladu 4.21

x1

x2 = ẋ1

t0

tf

1
x2

x1(t0) x1(tf )

x2(t0)

x2(tf )

Obrázek 4.20: Určeńı času na fázové tra-
jektorii

Předpokládejme nyńı, že máme fázovou
trajektorii zač́ınaj́ıćı v čase t0 a konč́ıćı
v čase tf jak je zobrazeno na obr. 4.20.
Pokud veličina x2 na úseku mezi těmito
zvolenými časovými okamžiky neměńı
znaménko, můžeme délku časového inter-
valu tf − t0 vypoč́ıtat pomoćı

tf − t0 =

tf∫

t0

dt =

x1(tf )∫

x1(t0)

1

x2

dx1 (4.110)

Časový úsek je tedy určen plochou vy-
značenou v obr. 4.20 šrafovaně. Je zřejmé,
že č́ım bude hodnota x2 v úseku mezi x1(t0) a x1(tf) větš́ı, t́ım kratš́ı bude časový interval,
který uplyne mezi těmito dvěma body, a t́ım rychleǰśı bude systém. (Vzhledem k formulaci
rovnic systému (4.109) reprezentuje x2 rychlost změny veličiny x1). Jestliže v úseku mezi
x1(t0) a x1(tf) měńı veličina x2 znaménko, muśıme tento úsek rozdělit na části, ve kterých
ke změně znaménka nedocháźı, určit časový úsek v těchto částech a celkové časové úseky
pak seč́ıst.

Z fázové trajektorie můžeme také snadno vyč́ıslit časový pr̊uběh stavové proměnné x1

a t́ım i stavové proměnné x2. Mějme opět fázovou trajektorii resp. jej́ı úsek na daném
intervalu pozorováńı - obr. 4.21(a). Fázovou trajektorii můžeme rozdělit na malé úseky,
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(a) fázová trajektorie

1

2

3

4

5

x10

x11

x12

x13

x14

x1f

∆x11
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(b) časový pr̊uběh

Obrázek 4.21: Určeńı časového pr̊uběhu stavové veličiny z fázové trajektorie

ve kterých rychlost x2 změny veličiny x1 nahrad́ıme hodnotou x̄2i tak, že bude platit

∆x1i

∆ti
= x̄2i (4.111)

Ze znalosti velikost́ı úseku ∆x1i a hodnoty x̄2i pak můžeme určit ∆ti, a tak určit bod na
grafu x1(t) obr. 4.21(b). Pot́ıž spoč́ıvá v nalezeńı hodnoty x̄2i, která by splňovala rovnici
(4.111). Bezpečně v́ıme jen, že tato hodnota lež́ı mezi hodnotami x2 určenými hranicemi
intervalu. S dostatečnou přesnost́ı můžeme hodnotu x̄2i určit jako aritmetický pr̊uměr
hraničńıch hodnot

x̄2i ≈
x2i + x2(i−1)

2
(4.112)

Určováńı časového intervalu, eventuálně výpočet pr̊uběhu x1(t) výše uváděným zp̊usobem
lze použ́ıt předevš́ım k odhadu která trajektorie je rychleǰśı, nebo může sloužit k oceněńı
správnosti numerického výpočtu.

Jak již bylo řečeno dř́ıve, konstrukce stavových trajektoríı metodou izoklin je rozumně
proveditelná jen v př́ıpadě, kdy lze popis systému převést do tvaru (4.88). Tento převod
je možný i v př́ıpadě t-variantńıho systému zapsaného ve tvaru

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= f2(x1 + kt, x2)

(4.113)

kde k je konstanta. Substitućı x1 + kt = z1 pak dostaneme

dz1
dt

= x2 + k

dx2

dt
= f2(z1, x2)

(4.114)
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Daľśı substituce x2 + k = z2 pak vede na

dz1
dt

= z2

dz2
dt

= f2(z1, z2 − k)

(4.115)

Tento systém je již t-invariantńı, řešitelný ve fázové rovině. Uvedený postup nám umožňuje
zjistit metodou izoklin odezvu některých regulačńıch obvod̊u na vstupńı signál ve tvaru
u = kt (rychlostńı skok). Řešeńı si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 4.22 Předpokládejme regulačńı obvod zakreslený na obr. 4.22. Zesilovač zesiluj́ıćı
regulačńı odchylku má statickou charakteristiku s nasyceńım. Dále předpokládejme, že ξ >
1. Chceme vyšetřit chováńı systému pro u = konst, a u = kt pro všechny možné počátečńı
stavy.

∫∫ x1x2

x1(0)x2(0)

u e ++

−−

M

−M

e1−e1

2ξω0

M
e1

= ω2
0

Obrázek 4.22: Regulačńı obvod s nasyceńım z př́ıkladu 4.22

Stavové rovnice systému jsou

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= f(u− x1)− 2ξω0x2

(4.116)

kde

f(u− x1) =

{
ω2
0(u− x1) |u− x1| ≤ e1

M sign(u− x1) |u− x1| > e1
(4.117)

Řešeńı pro u = konst
Substitucemi u− x1 = e, −x2 = ω převedeme popis systému na tvar

de

dt
= ω

dω

dt
= −f(e)− 2ξω0ω

(4.118)
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Vzhledem ke tvaru funkce f nastává rovnovážný stav pro ω = e = 0. Fázovou rovinu lze
vzhledem k pr̊uběhu funkce (4.117) rozdělit na tři pásma.

1. |e| ≤ e1: V tomto pásmu se pohybujeme v lineárńı oblasti a systém m̊užeme popsat
rovnicemi

de

dt
= ω

dω

dt
= −ω2

0e− 2ξω0ω

(4.119)

Směrnici tečen k fázové trajektorii lze vyjádřit jako

κ =
ω̇

ė
= −ω2

0e + 2ξω0ω

ω
(4.120)

Izokliny jsou pak dány vztahem

ω = − ω2
0

κ + 2ξω0
e (4.121)

což odpov́ıdá př́ımkám procházej́ıćım počátkem fázové roviny se směrnićı

K = − ω2
0

κ+ 2ξω0
(4.122)

Všimněme si nyńı situace, kdy směrnice tečny k trajektorii je shodná se směrnićı
izokliny κ = K. V takovém př́ıpadě dostaneme pro směrnici izokliny rovnici

K2 + 2ξω0K + ω2
0 = 0 (4.123)

jej́ı̌z řešeńı je

K1,2 = −ξω0 ± ω0

√

ξ2 − 1 (4.124)

Fázová trajektorie tedy procháźı př́ımo po izoklinách se směrnicemi K1,2.

2. e > e1: V tomto pásmu m̊užeme systém zapsat

de

dt
= ω

dω

dt
= −M − 2ξω0ω

(4.125)

Pro směrnici κ tečen k fázové trajektorii pak plat́ı

κ =
ω̇

ė
=

−M − 2ξω0ω

ω
(4.126)

a izokliny budou tedy př́ımky ω = konst

ω =
−M

κ+ 2ξω0
(4.127)
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3. e < −e1: V posledńım pásmu je systém opět v omezeńı a m̊uže být popsán

de

dt
= ω

dω

dt
= M − 2ξω0ω

(4.128)

Směrnice tečen k fázové trajektorii pak bude

κ =
ω̇

ė
=

M − 2ξω0ω

ω
(4.129)

a izokliny jsou opět př́ımky ω = konst

ω =
M

κ+ 2ξω0

(4.130)

Na základě uvedeného rozboru m̊užeme načrtnout fázový portrét tak, jak zachycen na
obr. 4.23. Z fázového portrétu lze učinit závěr, že pro libovolné počátečńı podmı́nky dosáhne
systém ustáleného stavu v singulárńım bodě (0, 0). Rovněž je zřejmé, že bude-li systém
vycházet z nulových počátečńıch podmı́nek

x1(0) = 0, x2(0) = 0 ⇒ e(0) = u, ω(0) = 0 (4.131)

pak při ř́ızeńı u = konst nikdy nem̊uže dosáhnout stavu |ω| > M
2ξω0

. Vzhledem k tomu, že
veličina ω v našem př́ıkladě reprezentuje vlastně rychlost změny regulačńı odchylky e, je
zřejmé, že nasyceńı v regulačńım obvodě zp̊usob́ı zpomaleńı regulačńıho děje.

Řešeńı pro u = kt
V př́ıpadě lineárně nar̊ustaj́ıćıho vstupńıho signálu maj́ı stavové rovnice tvar

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= f(kt− x1)− 2ξω0x2

(4.132)

Použit́ım substituce e = kt− x1 a ω = −x2 + k źıskáme rovnice ve tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −f(e)− 2ξω0ω + 2ξω0k

(4.133)

Tyto rovnice jǐz představuj́ı t-invariantńı neř́ızený systém a umožňuj́ı řešeńı ve fázové
rovině. Rovnovážný stav systému je určen rovnicemi

0 = ω

0 = −f(e)− 2ξω0ω + 2ξω0k
(4.134)
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1 23

e

ω = ė

κ < 0

κ < 0

κ < 0

κ < 0

κ > 0

κ > 0

ω = − M
2ξω0

ω = M
2ξω0

ω → −∞; κ → −2ξω0ω → −∞; κ → −2ξω0

ω → ∞; κ → −2ξω0ω → ∞; κ → −2ξω0

t = 0 K = 0; κ → ∞

K → ∞; κ = −2ξω0

κ = 0

κ = 0κ = 0

Obrázek 4.23: Fázový portrét systému z př́ıkladu 4.22 pro konstantńı ř́ızeńı

Rovnice (4.134) maj́ı řešeńı jen v př́ıpadě, že |k| < M
2ξω0

. Řešeńı tedy rozděĺıme na dva
př́ıpady.

Řešeńı pro |k| ≤ M
2ξω0

V tomto př́ıpadě bude existovat rovnovážný stav

ω = 0

e =
2ξ

ω0
k

(4.135)

Dále muśıme uvažovat tři př́ıpady podobně jako u systému s konstantńım vstupńım signálem.

1. |e| ≤ e1: Stavové rovnice (4.133) přejdou do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −ω2

0e− 2ξω0ω + 2ξω0k

(4.136)

Výše vypočtený singulárńı bod lež́ı uvnitř tohoto pásma nebot’ z předpokladu



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 67

|k| ≤ M
2ξω0

plyne

|e0| =
2ξ

ω0
|k| ≤ 2ξ

ω0

M

2ξω0
= e1 (4.137)

Pokud provedeme substituci z = e − 2ξ
ω0
k, dojde k posunut́ı počátku souřadnicového

systému do singulárńıho bodu a stavové rovnice přejdou do tvaru

dz

dt
= ω

dω

dt
= −ω2

0z − 2ξω0ω

(4.138)

Dospěli jsme tak k rovnici, která má stejný tvar, jako (4.119). Je tedy zřejmé, že
i stavový portrét v daném pásmu bude shodný s př́ıpadem pro u = konst s t́ım
rozd́ılem, že p̊uvodńı počátek souřadnic posuneme do vypočteného singulárńıho bodu.

2. e > e1: V této situaci dostaneme stavové rovnice

de

dt
= ω

dω

dt
= −M − 2ξω0ω + 2ξω0k

(4.139)

Zavedeme-li substituci M − 2ξω0k = M1 přejdou stavové rovnice do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −M1 − 2ξω0ω

(4.140)

což formálně odpov́ıdá rovnićım (4.125). Fázový portrét tedy bude mı́t obdobný cha-
rakter jak u systému s konstantńım vstupńım signálem. Dojde pouze k posunut́ı
izokliny pro κ = 0 ve směru osy ω.

3. e < e1: Stavové rovnice maj́ı tvar

de

dt
= ω

dω

dt
= M − 2ξω0ω + 2ξω0k

(4.141)

Substitućı M + 2ξω0k = M2 pak dostaneme

de

dt
= ω

dω

dt
= M2 − 2ξω0ω

(4.142)

což odpov́ıdá zápisu (4.128). Fázový portrét bude tedy opět odpov́ıdat fázovému
portrétu systému s konstantńım vstupńım signálem v odpov́ıdaj́ıćı oblasti.
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Na základě uvedeného rozboru m̊užeme opět zakreslit fázový portrét uvedený na obr. 4.24.
Silně vyznačená trajektorie odpov́ıdá nulovým počátečńım podmı́nkám p̊uvodńıho systému

x1(0) = 0, x2(0) = 0 ⇒ e(0) = u, ω(0) = k (4.143)

e

ω = ė

e1−e1

κ → −2ξω0κ → −2ξω0

2ξ
ω0
k

ω = −M1

2ξω0
= −M

2ξω0
+ k

ω = M2

2ξω0
= M

2ξω0
+ k

Obrázek 4.24: Fázový portrét systému z př́ıkladu 4.22 pro pomalu lineárně nar̊ustaj́ıćı
vstupńı signál

Z fázového portrétu lze učinit závěr, že při u = kt; |k| < M
2ξω0

pro libovolné počátečńı

podmı́nky přejde do rovnovážného stavu s ustálenou regulačńı odchylkou e = 2ξ
ω0
k. Rovněž si

lze všimnout, že pro nulové počátečńı podmı́nky x1(0) = x2(0) = 0 v̊ubec nedojde k nasyceńı
a systém se bude chovat jako lineárńı.

Řešeńı pro |k| > M
2ξω0

Opět muśıme uvažovat tři oblasti

1. |e| ≤ e1: Předpokládejme, že k > 0. Stavové rovnice pak přejdou opět na tvar
(4.136). Pro uvedené rovnice lze nalézt singulárńı bod, jak bylo ukázáno dř́ıve. Tento
singulárńı bod bude však ležet mimo pásmo, ve kterém rovnice (4.136) plat́ı a systém
jej tedy nem̊uže dosáhnout. Fázový portrét bude samozřejmě stejný jako u rov-
nic (4.136) v okoĺı pomyslného nedosažitelného singulárńıho bodu, avšak muśıme
uvažovat pouze jeho část pro |e| ≤ e1.

2. e > e1: Rovnice přejdou na tvar (4.140). Vzhledem k tomu, že k > M
2ξω0

bude M1 < 0

a izokliny s κ = 0 bude dosaženo při ω1 = − M1

2ξω0
> 0.
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3. e < −e1: Stavové rovnice budou mı́t tvar (4.142)

Fázový portrét ze zakreslen na obr. 4.25. Silně je vykreslena trajektorie pro nulové
počátečńı podmı́nky

x1(0) = 0, x2(0) = 0 ⇒ e(0) = u, ω(0) = k (4.144)

Z fázového portrétu plyne, že se systém pro libovolné počátečńı podmı́nky dostane do
nasyceńı a jeho regulačńı odchylka pak poroste rychlost́ı k − M

2ξω0
. Podobné závěry lze

odvodit i pro k < 0.

e

ω = ė

e1−e1

κ → −2ξω0κ → −2ξω0

κ → −2ξω0κ → −2ξω0

ω = k − M
2ξω0

ω = k + M
2ξω0

Obrázek 4.25: Fázový portrét systému z př́ıkladu 4.22 pro rychle lineárně nar̊ustaj́ıćı
vstupńı signál

Uvedené př́ıklady ukázaly, že konstrukce stavového portrétu umožňuje źıskáńı globálńı
představy o chováńı nelineárńıho systému. Zvláště posledńı př́ıklad pak ukazuje, že je
často možné chováńı nelineárńıho systému v určité oblasti popsat lineárńımi závislostmi.
Je tedy velice užitečné, pokud máme představu o chováńı stavové trajektorie lineárńıch
systémů, o čemž bude pojednávat následuj́ıćı kapitola.

4.3.4 Trajektorie lineárńıch systémů druhého řádu

Vyšetřováńı chováńı nelineárńıho systému metodou izoklin tak, jak bylo popsáno
v předchoźı kapitole, je značně pracné. Vzhledem k tomu, že řada nelineárńıch systémů
může být v okoĺı rovnovážných stav̊u nahrazena systémy lineárńımi, nebo je vyjádřitelná
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popisem po částech lineárńım, bude užitečné udělat si dobrou představu o stavovém
portrétu lineárńıch systémů. Tento portrét pak můžeme použ́ıt pro konstrukci portrétu
nelineárńıho systému v určité části stavové roviny, aniž bychom v této části prováděli
detailńı vyšetřováńı trajektoríı nebo izoklin.

V okoĺı izolovaných singulárńıch bod̊u mohou být linearizovatelné t-invariantńı systémy
druhého řádu nahrazeny lineárńım systémem (kapitola 4.2)

dx1

dt
= a11x1 + a12x2

dx2

dt
= a21x2 + a22x2

(4.145)

př́ıpadně v maticovém tvaru

dx

dt
= Ax (4.146)

Za podmı́nky, že matice A je regulárńı

detA = a11a22 − a12a21 6= 0 (4.147)

bude mı́t lineárńı systém jediný singulárńı bod

0 = Ax (4.148)

x = 0 (4.149)

v počátku stavové roviny. Umı́stěńım počátku stavové roviny do izolovaného singulárńıho
bodu nelineárńıho systému ztotožńıme jednoduše singulárńı body obou systémů. Chováńı
lineárńıho systému je určeno charakteristickými č́ısly λ matice A, která vypočteme z cha-
rakteristické rovnice

det[A− λI] = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 = 0 (4.150)

Nyńı provedeme vyšetřeńı stavového portrétu lineárńıho systému (4.145) pro možné hod-
noty vlastńıch č́ısel λ, přičemž z podmı́nky (4.147) vyplývá, že λ1 6= 0, λ2 6= 0.

Obecně je známo, že každý lineárńı systém může být vhodnou substitućı

x = Tz (4.151)

převeden do tvaru

dz

dt
= Bz (4.152)

kde B = T−1AT je matice, která má tzv. Jordan̊uv kanonický tvar a plat́ı

dz

dt
=

[
λ1 0
0 λ2

]

z (4.153)

Stavový portrét systému v Jordanově tvaru v rovině (z1, z2) lze nalézt poměrně snadno
a následně jej pomoćı transformace (4.151) můžeme převést zpět do stavové roviny (x1, x2).
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Nejdř́ıve uvažujme, že vlastńı č́ısla systému jsou reálná λ1, λ2 ∈ R. V tomto př́ıpadě
má systém (4.153) při počátečńıch podmı́nkách (z1(0), z2(0)) řešeńı

z1 = z1(0)e
λ1t

z2 = z2(0)e
λ2t

(4.154)

Pokud z rovnice (4.154) vylouč́ıme čas, dostaneme

z2 = z2(0)

(
z1

z1(0)

)λ2
λ1

(4.155)

Pomoćı této rovnice již snadno zakresĺıme stavové portréty pro možné hodnoty vlastńıch
č́ısel jak je ukázáno na obr. 4.26. U stabilńıch systémů směřuj́ı trajektorie do singulárńıho
bodu, u nestabilńıch systémů směřuj́ı ze singulárńıho bodu. Na obr. 4.26 je použit souřad-
nicový systém (z1, z2). Souřadný systém (x1, x2) je s t́ımto systémem spojen lineárńı
transformaćı (4.151), která zp̊usobuje pouze změnu bázových vektor̊u. Jsou-li souřadné
systémy navzájem spojeny, jak je naznačeno na obr. 4.26(a),4.26(e), mohou mı́t trajektorie
v systému (x1, x2) tvar jak je uvedeno v obr. 4.27. Je zřejmé,že se transformaćı může
portrét dosti změnit, ale bude zachována jeho stabilita a charakter.

Druhá možnost je, že vlastńı č́ısla matice systému jsou komplexně sdružená
λ1 = α + jβ, λ2 = α − jβ. V takovém př́ıpadě je Jordan̊uv kanonický tvar systému

dz

dt
=

[
α β
−β α

]

z (4.156)

Řešeńı tohoto systému je názorněǰśı v polárńıch souřadnićıch, které zavedeme substitućı

r =
√

z21 + z22

φ = arctg
z2
z1

(4.157)

Systém (4.156) pak přejde na tvar

dr

dt
= αr

dφ

dt
= −β

(4.158)

jehož řešeńı při počátečńıch podmı́nkách r(0), φ(0) je

r = r(0)eαt

φ = φ(0)− βt
(4.159)

Tvar trajektorie je tedy určen hodnotou α a snadno jej načrtneme, jak je ukázáno na obr.
4.28.

Jestliže bude alespoň jedno charakteristické č́ıslo matice A systému (4.146) nulové,
bude nutně matice A singulárńı a systém bude mı́t nekonečně mnoho singulárńıch bod̊u.
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z1

z2

x1

x2

(a) Stabilńı uzel λ2 < λ1 < 0

z1

z2

(b) Nestabilńı uzel λ2 > λ1 > 0

z1

z2

(c) Stabilńı dikritický uzel λ1 = λ2 < 0

z1

z2

(d) Nestabilńı dikritický uzel λ1 = λ2 >

0

z1

z2

x1

x2

(e) Sedlo λ1 < 0 < λ2

Obrázek 4.26: Stavové portréty lineárńıch systémů v Jordanově kanonickém tvaru
v rovině (z1, z2)
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z1
z2

x1

x2

(a) Sedlo λ1 < 0 < λ2

z1

z2

x1

x2

(b) Stabilńı uzel λ1 < λ2 < 0

Obrázek 4.27: Stavové portréty lineárńıch systémů v Jordanově kanonickém tvaru
v rovině (x1, x2)

z1

z2

(a) Stabilńı ohnisko α < 0

z1

z2

(b) Střed α = 0

z1

z2

(c) Nestabilńı ohnisko α > 0

Obrázek 4.28: Stavové portréty lineárńıch systémů v Jordanově kanonickém tvaru

Nemůže být tedy použit k náhradě nelineárńıho systému v okoĺı izolovaného singulárńıho
bodu. Předpokládejme nyńı λ1 6= 0, λ2 = 0. Jordan̊uv kanonický tvar systému je pak

dz

dt
=

[
λ1 0
0 0

]

z (4.160)

Řešeńı tohoto systému při počátečńıch podmı́nkách z1(0), z2(0) je

z1 = z1(0)e
λ1t

z2 = z2(0)
(4.161)

Trajektorie jsou tedy př́ımky z2 = konst a singulárńı body tvoř́ı př́ımka z1 = 0. Jiná
situace nastane pro λ1 = λ2 = 0, přičemž nejdř́ıve uvažujme že matice systému je nenulová
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A 6= 0. Pak Jordan̊uv kanonický tvar systému je

dz

dt
=

[
0 1
0 0

]

z (4.162)

a jeho řešeńı

z1 = z1(0) + z2(0)t

z2 = z2(0)
(4.163)

Trajektorie jsou tedy př́ımky z2 = konst a singulárńı body lež́ı na př́ımce z2 = 0. Posledńı
možnost́ı je λ1 = λ2 = 0 a A = 0. V tomto př́ıpadě je každý bod stavové roviny
singulárńım bodem systému a řešeńı stavových rovnic je

z1 = z1(0)

z2 = z2(0)
(4.164)

Pokud si k jednotlivým Jordanovým kanonickým tvar̊um nakresĺıme odpov́ıdaj́ıćı sta-
vová schémata, zjist́ıme, že v př́ıpadě singulárńı matice A obsahuje schéma nezavazbené
integračńı členy, které zp̊usobuj́ı, že množina rovnovážných stav̊u je nekonečná.

Použit́ı popsaných stavových portrét̊u si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 4.23 V př́ıkladu 4.1 jsme zjǐst’ovali singulárńı body systému tvořeného matema-
tickým kyvadlem se stavovými rovnicemi (4.5). Směrnice tečen k trajektorii je

κ =
ẋ2

ẋ1
= −g

l

sin x1

x2
(4.165)

a rovnice izokliny tedy je

x2 = −g

l

sin x1

κ
(4.166)

Pole izoklin a směrnice tečen k trajektorii je načrtnuto na obr. 4.29.
Nyńı m̊užeme provést linearizaci v okoĺı singulárńıch bod̊u zjǐstěných v př́ıkladu 4.1.

V okoĺı singulárńıho bodu x10 = x20 = 0 dostaneme pro odchylkové rovnice

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
= −g

l
∆x1

(4.167)

kde

∆x1 = x1 − x10

∆x2 = x2 − x20

(4.168)

Charakteristická č́ısla matice systému (4.167) jsou ryze imaginárńı

λ1,2 = ±j

√
g

l
(4.169)



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 75

π
2−π

2

x1 = α

x2 = α̇

Obrázek 4.29: Stavový portrét systému matematického kyvadla

V bĺızkém okoĺı bodu x10 = x20 = 0 bude tedy stavový portrét typu střed (což je v souladu
s obr. 4.29). V okoĺı singulárńıho bodu x10 = π, x20 = 0 budou linearizované odchylkové
rovnice

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
=

g

l
∆x1

(4.170)

přičemž charakteristická č́ısla budou reálná

λ1,2 = ±
√

g

l
(4.171)

V bĺızkém okoĺı tohoto singulárńıho bodu muśı být stavový portrét typu sedlo (což opět
odpov́ıdá nákresu na obr. 4.29).

4.3.5 Vyšetřeńı existence mezńıho cyklu systémů druhého řádu

K vyšetřováńı mezńıch cykl̊u u systémů druhého řádu slouž́ı následuj́ıćı teorémy, které
jsou uváděny bez d̊ukaz̊u.

Věta 4.1 Bendixson̊uv teorém:
At’ D je jednoduše souvislá oblast D ⊂ R2 taková, že divergence

∇f(x) =
∂f1
∂x1

(x1, x2) +
∂f2
∂x2

(x1, x2) (4.172)
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pole směrových vektor̊u systému

dx1

dt
= f1(x1, x2)

dx2

dt
= f2(x1, x2)

(4.173)

neńı identicky rovna nule v jakékoliv podoblasti D a neměńı v D znaménko, pak D neob-
sahuje žádné uzavřené trajektorie.

Jednoduše souvislou oblast si lze představit např. jako spojitě deformovaný kruh.
Teorém tedy udává podmı́nku postačuj́ıćı pro neexistenci mezńıho cyklu v nějaké oblasti
D.

Př́ıklad 4.24 Mějme lineárńı systém

dx1

dt
= a11x1 + a12x2

dx2

dt
= a21x1 + a22x2

(4.174)

Divergence pole směrových vektor̊u tohoto systému je

∇f(x) = a11 + a22 (4.175)

Bude-li tedy platit a11 + a22 > 0, nemohou u tohoto systému podle Bendixsonova teorému
4.1 nastat periodická řešeńı. Vzhledem k tomu, že se jedná o lineárńı systém, je zřejmé,
že periodické řešeńı bude existovat jen v př́ıpadě, že charakteristická č́ısla systému budou
ryze imaginárńı. Charakteristická rovnice systému je

λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21) = 0 (4.176)

Charakteristická č́ısla systému budou ryze imaginárńı právě když

a11 + a22 = 0

a11a22 − a12a21 > 0
(4.177)

Pokud tedy bude existovat periodické řešeńı, bude porušen Bendixson̊uv teorém 4.1 o ne-
existenci uzavřené trajektorie.

Věta 4.2 Poincaré-Bendixson̊uv teorém:
M̊užeme-li nalézt uzavřenou souvislou ohraničenou oblast M ⊂ R2 takovou, že ne-

obsahuje žádné singulárńı body a takovou, že nějaká trajektorie systému do ńı vstupuje
a s rostoućım časem už v ńı z̊ustává, pak tato oblast obsahuje alespoň jedno periodické
řešeńı systému.

Postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby taková trajektorie existovala, je, aby pole směrových
vektor̊u směřovalo v každém bodě hranice oblasti M dovnitř této oblasti, jak je zobrazeno
na obr. 4.30.
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x1

x2

Obrázek 4.30: Poincaré-Bendixon̊uv teorém

Př́ıklad 4.25 Mějme systém

dx1

dt
= x2 + αx1(1− x2

1 − x2
2)

dx2

dt
= −x1 + αx2(1− x2

1 − x2
2) α > 0

(4.178)

Na tento systém se nyńı pokuśıme aplikovat Poincaré-Bendixson̊uv teorém 4.2. Uvažujme
oblast

M = {(x1, x2)|0,9 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 1,1} (4.179)

která představuje mezikruž́ı se středem v počátku s poloměrem vnitřńı kružnice
√
0,9

a poloměrem vněǰśı kružnice
√
1,1. Vzhledem k tomu, že uvažovaný systém má jediný

singulárńı bod (0, 0) neobsahuje oblast M žádné singulárńı body. Lehce zjist́ıme, že pole
směrových vektor̊u pro x2

1+x2
2 > 1 (a tedy i v oblasti vně vněǰśı kružnice) směřuje k počátku

stavové roviny, zat́ım co pro x2
1+x2

2 <1 (a tedy i v oblasti uvnitř vnitřńı kružnice) směřuje
od počátku stavové roviny. Podle Bendixsonova teorému muśı tedy v oblasti M existovat
alespoň jedno periodické řešeńı.

Daľśı orientaci ve stavové rovině nám umožňuj́ı tzv. indexové teorémy. Teorémy
uvedeme opět bez d̊ukazu.

Definice 4.1 Předpokládejme, že D ⊂ R2 je jednoduše spojitá oblast. Dále předpokládejme,
že je dáno zobrazeńı f : R2 → R2, které definuje pole směrových vektor̊u. Dále předpokládej-
me, že D obsahuje pouze izolované singulárńı body systému

dx

dt
= f(x) (4.180)
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At’ J je jednoduchá spojitá pozitivně orientovaná Jordanova křivka uvnitř D, která ne-
procháźı žádným singulárńım bodem systému. Pak indexem této Jordanovy křivky vzhledem
k poli směrových vektor̊u f rozumı́me č́ıslo If (J ) definované integrálem

If (J ) =
1

2π

∮

J

dΘf (x1, x2) (4.181)

Pod jednoduchou Jordanovou křivkou si můžeme představit spojitě deformovanou
kružnici. Při kladné orientaci obcháźıme při integraci tuto křivku proti směru hodinových
ručiček. Integrál (4.181) nám pak udává počet celistvých otáček, které provede směrový
vektor na křivce J , obejdeme-li ji jedenkrát v kladném směru. Kladné otáčky se poč́ıtaj́ı
proti směru hodinových ručiček.

Definice 4.2 Necht’ je p izolovaný singulárńı bod systému 4.180. Pak Poincare̊uv index
tohoto bodu je definován jako If (p)

If (p) = If (J ) (4.182)

kde J je libovolná Jordanova křivka taková, že p je uvnitř této křivky a žádný daľśı
singulárńı bod neńı uvnitř křivky.

Na základě uvedených definic lze dokázat následuj́ıćı věty

Věta 4.3 Poincare̊uv index

• Jordanovy křivky, která neobsahuje žádný singulárńı bod je 0

• singulárńıho bodu typu střed, ohnisko nebo uzel je 1

• singulárńıho bodu typu sedlo je −1

Věta 4.4 Jestlǐze Jordanova křivka obklopuje několik izolovaných singulárńıch bod̊u
{p1,p2, . . . ,pn}, pak Poincare̊uv index této křivky je součtem index̊u jednotlivých sin-
gulárńıch bod̊u

If (J ) =
∑

i

If (pi) (4.183)

Věta 4.5 Necht’ f , g jsou dvě pole směrových vektor̊u v R
2 a necht’ Θf ,Θg jsou směrové

úhly směrových vektor̊u. Dále předpokládejme, že J je jednoduchá uzavřená pozitivně ori-
entovaná Jordanova křivka taková, že |Θf −Θg| < π podél této křivky (tj. směrové vektory
poĺı f , g nejdou na této křivce nikdy proti sobě) a J neprocháźı žádným singulárńım bodem
systému 4.180 ani systému

dx

dt
= g(x) (4.184)

pak plat́ı

If (J ) = Ig(J ) (4.185)
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Věta 4.6 Necht’ J je jednoduchý uzavřený pozitivně orientovaný mezńı cyklus systému
4.180. Pak

If (J ) = 1 (4.186)

Věta 4.7 Jestlǐze systém 4.180 má jen izolované singulárńı body, pak každý jeho mezńı
cyklus obsahuje uvnitř konečný počet těchto bod̊u takový, že součet jejich index̊u je 1.

Př́ıklad 4.26 Mějme systém popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
=

(

0,1− 10

3
x2
2

)

x2 − x1 − x2
1

(4.187)

Pokusme se vyřešit jeho stavový portrét se speciálńım zřetelem na existenci mezńıho cyklu.
Nejdř́ıve najdeme singulárńı body řešeńım rovnice

0 = x2

0 =

(

0,1− 10

3
x2
2

)

x2 − x1 − x2
1

(4.188)

Rovnici vyhovuj́ı pouze dva singulárńı body (0, 0) a (−1, 0). Pokud provedeme linearizaci
v okoĺı singulárńıho bodu (0, 0) dostaneme odchylkové rovnice

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
= −∆x1 + 0,1∆x2

(4.189)

Charakteristický polynom této soustavy je λ2 − 0,1λ+ 1 a jeho kořeny λ1,2 = 0,05± j. Ze
závěr̊u kapitoly 4.3.4 pak vyplývá, že stavový portrét v okoĺı singulárńıho bodu (0, 0) bude
mı́t tvar nestabilńıho ohniska. Po linearizaci v okoĺı singulárńıho bodu (−1, 0) dostaneme
odchylkové rovnice

d∆x1

dt
= ∆x2

d∆x2

dt
= ∆x1 + 0,1∆x2

(4.190)

Charakteristický polynom tohoto systému je λ2 − 0, 1λ− 1 s kořeny λ1,2 = 0,05± 1. Opět
pomoćı výsledk̊u kapitoly 4.3.4 dospějeme k závěru, že v okoĺı singulárńıho bodu (−1, 0)
má stavový portrét charakter sedla. Nyńı m̊užeme provést hrubý náčrt fázového portrétu
obr. 4.31.

Vzhledem k uvedeným větám nem̊uže existovat mezńı cyklus, který by uzav́ıral bod
(−1, 0), a rovněž nem̊uže existovat mezńı cyklus, který by neuzav́ıral bod (0, 0). Existence
mezńıho cyklu kolem bodu (0, 0) neńı vyloučena. Zvoĺıme-li si např́ıklad oblast vymeze-
nou podmı́nkami |x1| < 0,5,|x2| < 0,5 a vypočteme divergenci pole směrových vektor̊u,
dostaneme

∇f(x) = 0,1− 10x2
2 (4.191)
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1

1

−1

−1

x1

x2

Obrázek 4.31: Hrubý náčrt fázového portrétu z př́ıkladu 4.26

1

1−1

−1

x1

x2

0,5

0,5

−0,5

−0,5

Obrázek 4.32: Náčrt fázového portrétu a trajektorie z př́ıkladu 4.26
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Je zřejmé, že ∇f(x) měńı na zvolené oblasti znaménko a podle Bendixsonova teorému
neńı existence mezńıho cyklu v této oblasti vyloučena. Daľśım řešeńım simulaćı na poč́ıtači
zjist́ıme, že mezńı cyklus skutečně existuje a trajektorie maj́ı tvar zachycený na obr. 4.32.

x1

x2

x20

x21

Obrázek 4.33: Metoda bodových transfor-
maćı

K vyšetřováńı existence a stability
mezńıch cykl̊u systému druhého řádu se
také použ́ıvá tzv. metoda bodových trans-
formaćı. Jej́ı princip je následuj́ıćı. Ve
stavové rovině si zvoĺıme vhodnou př́ımku,
nejčastěji kladnou poloosu x2 stavové ro-
viny, viz obr. 4.33. Obecně může však
být tato př́ımka volena libovolně tak,
aby ulehčila výpočty spojené s touto
metodou. Stavová trajektorie vycháźı na
obr. 4.33 z bodu x20 na této př́ımce a
po jednom oběhu procháźı bodem x21.
Hodnoty x20, x21 určuj́ı zároveň vzdálenost
trajektorie od počátku při pr̊uchodu tra-
jektorie př́ımkou. Daľśı pr̊uchody tra-
jektorie př́ımkou nám vytvoř́ı posloup-
nost [x20, x21, x22, x23, . . .]. Hodnotu x20

můžeme volit naprosto libovolně a k ńı
vypoč́ıtat ze znalosti systému hodnotu x21

, tj. určit funkci x21 = f(x20) (prakticky
tento výpočet nemuśı být jednoduchý). Jestliže ke zvolené hodnotě x20 zjist́ıme, že
x21 = x20, pak zřejmě i ostatńı členy posloupnosti budou x20 a nalezli
jsme mezńı cyklus nebo singulárńı bod. Stač́ı nám tedy naj́ıt řešeńı rovnice
f(x20) = x20. Jestliže řešeńı této rovnice existuje, pak mezńı cyklus může nastat a jeho
stabilitu můžeme zjistit zkoumáńım posloupnosti [x20, x21, x22, x23, . . .] pro r̊uzné počátečńı
hodnoty x20. Řešeńı rovnice f(x20) = x20 a zjǐstěńı stability př́ıpadného mezńıho cyklu
zjist́ıme nejsnadněji graficky, viz obr. 4.34. Jak na obr. 4.34(a), tak na obr. 4.34(b)
existuje řešeńı rovnice f(x20) = x20 a má hodnotu x̄20. Jestliže však u systému, pro
který plat́ı obr. 4.34(a) budeme sledovat posloupnost hodnot [x20, x21, x22, x23, . . .] zjist́ıme,
že zač́ınáme-li v bodě označeném 0 (odpov́ıdá prvńımu členu posloupnosti), bude daľśı
člen posloupnosti odpov́ıdat bodu 1 atd. Hodnoty posloupnosti se budou od hodnoty x20

vzdalovat a mezńı cyklus bude nestabilńı. Podobně zd̊uvodńıme, že mezńı cyklus zjǐstěný
z obr. 4.34(b) bude stabilńı a obr. 4.34(c),obr. 4.34(d) bude polostabilńı. Protože zjǐstěńı
funkce f(x20) je relativně nejsnadněǰśı u systému po částech lineárńıch, je tato metoda
vhodná předevš́ım pro tyto systémy.

Uvedené metody umožňuj́ı sṕı̌se hrubou představu o existenci periodického řešeńı.
V praxi je pak pro zjǐstěńı mezńıho cyklu použ́ıvána často metoda harmonické rovnováhy,
která bude popsána v kapitole 4.4.
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x20

x21

x21 = f(x20)

x21 = x20
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x̄21 0
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(a) Nestabilńı mezńı cyklus

x20

x21

x21 = f(x20)

x21 = x20
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(b) Stabilńı mezńı cyklus

x20

x21

x21 = f(x20)

x21 = x20
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x̄21

0

0

1
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(c) Polostabilńı mezńı cyklus

x20

x21

x21 = f(x20)

x21 = x20

x̄20

x̄21

0

0

1

1

2

2

(d) Polostabilńı mezńı cyklus

Obrázek 4.34: Grafické vyšetřeńı stability mezńıho cyklu

4.3.6 Shrnut́ı kapitoly 4.3

Chováńı nelineárńıch systémů často nedokážeme vypoč́ıtat analyticky. Můžeme však
obvykle graficky sestrojit stavovou trajektorii, která nám umožňuje vytvořit globálńı
představu o chováńı nelineárńıho dynamického systému. Obvyklým zp̊usobem sestavováńı
stavové trajektorie je pokryt́ı stavové roviny směrovými vektory tečen k trajektorii a
zakresleńı izoklin - křivek, na kterých je směrnice tečen k trajektorii konstantńı. Ne-
lineárńı systém lze obvykle linearizovat v okoĺı jeho singulárńıch bod̊u. Stavový portrét
nelineárńıho systému v okoĺı singulárńıho bodu pak odpov́ıdá svým tvarem stavovému
portrétu př́ıslušného lineárńıho systému. Proto jsme určili možné tvary stavové trajektorie
lineárńıch systémů druhého řádu, které je možné použ́ıt při sestavováńı stavového portrétu
nelineárńıho systému.
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4.3.7 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.3

1. Co je to izoklina?

2. Jaké jsou základńı typy stavové trajektorie systému druhého řádu v okoĺı izolovaného
singulárńıho bodu?

3. Jaký tvar stavových rovnic je výhodný pro určováńı času na trajektorii?

4. Je možné nakreslit stavový portrét ř́ızeného systému?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

4.3.8 Řešené př́ıklady pro kapitolu 4.3

Př́ıklad 4.27 Zkonstruujte fázový portrét systému popsaného blokovým schématem na
obr. 4.35 a zakreslete fázovou trajektorii pro u = 0, x1(0) = −0,8, x2(0) = −1.

∫ ∫ x1x2u = konst

1 2

1−1−2

−1

Obrázek 4.35: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.27

Blokovému schématu odpov́ıdaj́ı stavové rovnice

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= f(u− x1)− x2

(4.192)

Jedná se o ř́ızený systém a proto se pokuśıme nejdř́ıve z rovnic odstranit závislost na
vstupńım signálu u. Substitucemi e = u − x1 a x2 = −ω převedeme popis systému do
tvaru fázových rovnic (máme sestavit fázový portrét)

de

dt
= ω

dω

dt
= −f(e)− ω

(4.193)

Rovnovážné stavy jsou dány řešeńım

0 = ω

0 = −f(e)− ω
(4.194)

Rovnovážné stavy systému tedy představuj́ı celou úsečku ω = 0,|e| ≤ 1 a jsou neizolované.
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Nelinearita, vyskytuj́ıćı se v zadaném systému, je po částech lineárńı funkce. Fázový
portrét budeme proto řešit v jednotlivých oblastech, kde se systém chová jako lineárńı.

I. |e| ≤ 1
Fázové rovnice přejdou do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −ω

(4.195)

Směrnice tečny k trajektorii

κ =
ω̇

ė
=

−ω

ω
= −1 (4.196)

Celý pás představuje jednu izoklinu.

II. e > 1
Fázové rovnice přejdou do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −e + 1− ω

(4.197)

Směrnice tečny k trajektorii

κ =
ω̇

ė
=

−e + 1− ω

ω
(4.198)

Rovnice izokliny pro κ = konst

ωκ = −e + 1− ω

ω =
−e + 1

κ+ 1
=

−1

κ + 1
(e− 1) = K(e− 1)

(4.199)

Izokliny jsou př́ımky procházej́ıćı bodem (1; 0) a směrnićı K = −1
κ+1

.

III. e < −1
Fázové rovnice přejdou do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= −e− 1− ω

(4.200)

Směrnice tečny k trajektorii

κ =
ω̇

ė
=

−e− 1− ω

ω
(4.201)
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Rovnice izokliny pro κ = konst

ωκ = −e− 1− ω

ω =
−e− 1

κ+ 1
=

−1

κ+ 1
(e+ 1) = K(e + 1)

(4.202)

Izokliny jsou př́ımky procházej́ıćı bodem (−1; 0) a směrnićı K = −1
κ+1

.
Na základě zjǐstěných izoklin a vztah̊u pro určeńı směrových vektor̊u tečen k trajektorii

lze zakreslit fázový portrét zachycený na obr. 4.36.

e

ω

e = 1e = −1

Obrázek 4.36: Stavový portrét systému z př́ıkladu 4.27

Př́ıklad 4.28 Nelineárńı dynamický systém je popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1 − x2 sign(x

2
1 + x2

2 − 1)

(4.203)

Chceme zkonstruovat stavový portrét systému a načrtnout trajektorii pro x1(0) = 0,
x2(0) = 0,25

V tomto př́ıpadě se jedná o neř́ızený systém a rovnice systému jsou jǐz ve tvaru fázových
rovnic. Proto neńı nutné zavádět žádné substituce. Systém má jediný rovnovážný stav,
který urč́ıme řešeńım rovnic

0 = x2

0 = −x1 − x2 sign(x
2
1 + x2

2 − 1)
(4.204)
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přičemž dostaneme x0 = (0; 0). V bĺızkém okoĺı rovnovážného stavu přejdou stavové
rovnice do tvaru lineárńıho systému

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1 + x2

(4.205)

což odpov́ıdá v maticovém zápisu

dx

dt
=

[
0 1
−1 1

]

x (4.206)

Charakteristický polynom systému je

det(pI−A) = det

[
p −1
1 p− 1

]

= p2 − p+ 1 (4.207)

což znamená, že je systém nestabilńı. Po malém vychýleńı z rovnovážného stavu se tedy
začne systém od něj vzdalovat a rovnovážný stav systému je tedy nestabilńı.

Systém je po částech lineárńı. Stavovou rovinu si proto rozděĺıme na jednotlivé oblasti,
ve kterých bude systém odpov́ıdat určitému lineárńımu systému.

I. x2
1 + x2

2 < 1
Tato oblast odpov́ıdá kruhu o poloměru 1. Stavové rovnice maj́ı tvar

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1 + x2

(4.208)

Směrnice tečny k trajektorii jsou

κ =
ẋ2

ẋ1

=
−x1 + x2

x2

(4.209)

Pro κ = konst dostaneme rovnici izoklin

κx2 = −x1 + x2

x2 =
−1

κ− 1
x1

(4.210)

Izokliny jsou tedy př́ımky procházej́ıćı počátkem se směrnićı K = −1
κ−1

II. x2
1 + x2

2 = 1
Tato oblast odpov́ıdá kružnici o poloměru 1. Stavové rovnice maj́ı tvar

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1

(4.211)
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Směrnice tečny k trajektorii jsou

κ =
ẋ2

ẋ1
=

−x1

x2
(4.212)

a izokliny maj́ı pak rovnici

x2 =
−1

κ
x1 (4.213)

Izokliny jsou tedy př́ımky procházej́ıćı počátkem se směrnićıK = −1
κ
. Je zřejmé, že v tomto

př́ıpadě bude směrnice tečny k trajektorii kolmá na izoklinu a trajektorie bude odpov́ıdat
kružnici o poloměru 1.

III. x2
1 + x2

2 > 1
Tato oblast odpov́ıdá části stavové roviny vně kruhu o poloměru 1. Stavové rovnice maj́ı
tvar

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1 − x2

(4.214)

V tomto př́ıpade je směrnice tečny k trajektorii

κ =
ẋ2

ẋ1
=

−x1 − x2

x2
(4.215)

a pro izokliny dostaneme

κx2 = −x1 − x2

x2 =
−1

κ + 1
x1

(4.216)

Izokliny jsou tedy př́ımky procházej́ıćı počátkem se směrnićı K = −1
κ+1

Na základě zjǐstěných izoklin a vztah̊u směrových vektor̊u m̊užeme zakreslit stavový
portrét na obr. 4.37.

Př́ıklad 4.29 Nelineárńı dynamický systém je popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −3x2 − 4x3

1 + x1

(4.217)

Chceme určit přiblǐzný tvar trajektorie v okoĺı jeho rovnovážných stav̊u a určit, zda se v
oblastech vymezených kruhy se středem v bodě (0,25; 0) o poloměru 0,2 a se středem v bodě
(−0,25; 0) o poloměru 0,2 nacháźı mezńı cyklus.

Rovnovážné stavy vypočteme řešeńım rovnic

dx1

dt
= x2 = 0

dx2

dt
= −3x2 − 4x3

1 + x1 = 0

(4.218)
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x1

x2

Obrázek 4.37: Stavový portrét systému z př́ıkladu 4.28

Pro všechny rovnovážné stavy bude platit podle prvńı z rovnic x20 = 0. Hodnotu x1

vypočteme řešeńım

−4x3
1 + x1 = x1(−4x2

1 + 1) = 0 (4.219)

což vede na x10 = {0; 0,5;−0,5}. Rovnovážné stavy tedy jsou x0 = {(0; 0), (0,5; 0), (−0,5; 0)}.
Pro zjǐstěńı typu trajektorie provedeme linearizaci v okoĺı jednotlivých rovnovážných

stav̊u a dostaneme
[
∆ẋ1

∆ẋ2

]

= A

[
∆x1

∆x2

]

(4.220)

kde ∆x1 = x1 − x10,∆x2 = x2 − x20 a

A =







∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2







x0

=

[
0 1

1− 12x2
10 −3

]

(4.221)
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Charakteristická rovnice vypočtené lineárńı náhrady je

det(pI−A) = det

[
p −1

−1 + 12x2
10 p + 3

]

= p2 + 3p− 1 + 12x2
10 = 0 (4.222)

Pro rovnovážné stavy x10 = 0, x20 = ±0,5 dostáváme rovnici p2 + 3p + 2 = 0 s
řešeńım p1,2 =

−3±
√
9−8

2
= {−1;−2}. Póly jsou v levé polorovině a jedná se o reálná č́ısla

– rovnovážný stav je lokálně stabilńı a trajektorie v jeho okoĺı bude mı́t charakter stabilńıho
uzlu.

Pro rovnovážný stav x10 = 0, x20 = 0 dostáváme rovnici p2 + 3p − 1 = 0 s řešeńım
p1,2 = −3±

√
9+4

2
= {0,3028;−3,3028}. Póly jsou reálná č́ısla a maj́ı r̊uzná znaménka –

rovnovážný stav neńı lokálně stabilńı a trajektorie v jeho okoĺı bude mı́t charakter sedla.
Existenci mezńıho cyklu v tomto př́ıpadě snadno ověř́ıme pomoćı indexových teorém̊u.

Jakákoli křivka vedená uvnitř definovaných kruh̊u neobklopuje žádný singulárńı bod. Jor-
dan̊uv index takové křivky je pak 0. Každá křivka odpov́ıdaj́ıćı mezńımu cyklu má však
podle indexových teorém̊u Jordan̊uv index 1. V uvažovaných oblastech tedy nem̊uže exis-
tovat žádný mezńı cyklus. Pomoćı Bendixsonova teorému m̊užeme dokonce lehce ukázat,
že uvažovaný systém nemá žádný mezńı cyklus v celé stavové rovině. Pokud vypočteme
divergenci pole směrových vektor̊u, dostaneme

∇(ẋ1; ẋ2) =
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

= −3 (4.223)

Divergence pole směrových vektor̊u je tedy konstantńı, neměńı znaménko v celé stavové
rovině a podle Bendixsonova teorému tedy nem̊uže existovat žádný mezńı cyklus.

Př́ıklad 4.30 Uvažujme Van der Pol oscilátor popsaný diferenciálńı rovnićı

d2x

dt2
+ 0,2(x2 − 1)

dx

dt
+ x = 0 (4.224)

kterou m̊užeme rovněž zapsat ve tvaru stavových rovnic

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −0,2(x2

1 − 1)x2 − x1

(4.225)

Pokusme se sestavit stavový portrét oscilátoru. Pro směrnici tečen k trajektorii plat́ı

κ =
ẋ2

ẋ1
= −0,2(x2

1 − 1)x2 + x1

x2
(4.226)

Izokliny nebudou v tomto př́ıpadě př́ımky, ale obecné křivky. Stavový portrét je zakreslen
na obr. 4.38. Na stavovém portrétu si m̊užeme všimnout, že patrně existuje mezńı cyklus.
Zdá se rovněž, že trajektorie směřuj́ı vždy k mezńımu cyklu a ten bude tedy stabilńı.
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2

4

−2

−4

2 4−2−4

x1

x2

2

4

−2

−4

2 4−2−4

Obrázek 4.38: Stavový portrét Van der Pol oscilátoru z př́ıkladu 4.30

4.3.9 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 4.3

Př́ıklad 4.31 Rozhodněte, zda trajektorie systému popsaného stavovými rovnicemi

ẋ1 = sin x2

ẋ2 = cosx1 − 4x2

y = x2
1 + x2

2

(4.227)

m̊uže obsahovat mezńı cyklus.

Př́ıklad 4.32 Sestavte fázový portrét systému, který je zakreslen na obr. 4.39, při u = 2,
a zakreslete fázovou trajektorii pro x1(0) = −1, x2(0) = −5.
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∫ ∫u x1x2

U = 5
e1 = 1

e1

U

0

Obrázek 4.39: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.32

4.4 Harmonická linearizace

4.4.1 Motivace

V předchoźı kapitole jsme využili možnosti linearizace nelineárńıho systému rozvojem
do Taylorovy řady v okoĺı singulárńıho bodu. Nyńı se objevuje otázka, zda by nebylo
možné naj́ıt lineárńı náhradu i v situaci, kdy se systém pohybuje po ustálené trajektorii
- mezńım cyklu. Následuj́ıćı kapitola se bude proto zabývat metodou harmonické linea-
rizace, která umožňuje linearizaci nelineárńıho systému v př́ıpadech, kdy se regulačńım
obvodem š́ı̌ŕı harmonický signál.

4.4.2 Ekvivalentńı přenos

Metoda harmonické linearizace (někdy také nazývaná metoda ekvivalentńıch přenos̊u)
je dosti obecná, prakticky použitelná metoda, slouž́ıćı předevš́ım k vyšetřováńı exis-
tence periodických řešeńı nelineárńıch systémů, resp. ke zjǐst’ováńı existence a stability
mezńıch cykl̊u nelineárńıch systémů vyšš́ıch řád̊u. Podstatou této metody je linearizace
nelineárńıho systému za předpokladu existence harmonických kmit̊u tohoto systému (tzv.
harmonická linearizace).

Základńı myšlenku harmonické linearizace si vysvětĺıme na nelineárńım systému po-
psaném jednoduchou funkčńı závislosti y = f(u). Vstupuje-li do tohoto systému signál
u = A sinωt, je výstupem signál y = f(A sinωt), který už nemá harmonický pr̊uběh.
Pokuśıme se nahradit tento nelineárńı člen lineárńım systémem y = Keu tak, aby rozd́ıl
m(t) = f(u(t))−Keu(t) byl při u = A sinωt v nějakém smyslu minimálńı. Jako kritérium

dobré shody se obvykle voĺı minimum středńı kvadratické odchylky J = 1
T

T∫

0

m2(t)dt.

Lze dokázat, že minima je dosaženo tehdy, jestliže výstupńı signál z lineárńı náhrady
bude odpov́ıdat prvńı harmonické z rozvoje výstupńıho signálu z nelineárńıho systému
do Fourierovy řady, t.j. jestliže bude platit

KeA sinωt =




2

T

T∫

0

f(A sinωt) sinωtdt



 sinωt (4.228)
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Odtud dostaneme

Ke =
2

AT

T∫

0

f(A sinωt) sinωtdt (4.229)

Ke nazýváme ekvivalentńı zisk nebo také ekvivalentńı ześıleńı nelineárńıho členu. Tento
zisk zřejmě záviśı na velikosti amplitudy vstupńıho harmonického signálu.

u y z
G(p)

Obrázek 4.40: Ekvivalentńı přenos

Vzhledem k tomu, že výstup nelineárńıho
členu obvykle obsahuje významné vyšš́ı harmo-
nické frekvence, budou se výstupńı signály z ne-
lineárńıho členu a jeho ekvivalentńı náhrady
samozřejmě značně lǐsit. Ve většině reálných
situaćı bude ale za nelineárńım členem zařazen
lineárńı systém s operátorovým přenosem

G(p) =
M(p)

N(p)
(4.230)

který má charakter dolńı propusti. V takovém př́ıpadě bude celým zapojeńım obr. 4.40
procházet fakticky jen prvńı harmonická frekvence. Za předpokladu, že vstupńı signál je
u(t) = A sinωt pak můžeme celé spojeńı nahradit lineárńım členem s přenosem KeG(p).
Výstupńı signály sériového zapojeńı obr. 4.40 a jeho náhrady KeG(p) se budou při
u(t) = A sinωt lǐsit jen velmi málo. Člen Ke pak můžeme považovat za jakýsi ekvivalentńı
přenos nelineárńıho systému, který však plat́ı jen pro harmonický vstupńı signál.

Složitěǰśı nelineárńı systémy produkuj́ı při vstupńım harmonickém signálu výstupńı
signál, jehož prvńı harmonická má oproti vstupu nějaký fázový posun a parametry této
složky výstupńıho signálu závisej́ı obecně jak na amplitudě tak na frekvenci vstupńıho
signálu. Předpokládejme, že můžeme výstupńı signál takového nelineárńıho systému při
vstupńım harmonickém signálu u(t) = A sinωt rozvést do Fourierovy řady

y(t) =
b0
2
+ b1 cosωt+ a1 sinωt+

∞∑

k=2

(bk cos kωt+ ak sin kωt)

bk =
2

T

T∫

0

y(t) cos kωt dt

ak =
2

T

T∫

0

y(t) sin kωt dt

T =
2π

ω

(4.231)

Je známo, že k analýze ustálených stav̊u lineárńıch a linearizovaných systémů s har-
monickými signály můžeme použit symbolickou komplexńı metodu. Tato metoda nahra-
zuje signál A sin(ωt + ϕ) symbolickou náhradou Aejϕ. Vztah mezi signálem a náhradou
označ́ıme

A sin(ωt+ ϕ) ↔ A ejϕ (4.232)
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Vstupuje-li do lineárńıho systému s operátorovým přenosem G(p) signál A sinωt, źıskáme
symbolickou náhradu výstupńıho signálu ve formě AG(jω). Ustálený výstupńı signál je
tedy opět sinusový s amplitudou A|G(jω)| a fázovým posuvem arg(G(jω)). Na základě
těchto znalost́ı můžeme definovat ekvivalentńı přenos jako

Ne(A, ω) =
a1 + jb1

A
(4.233)

kde A je amplituda vstupńıho signálu u(t) = A sinωt,a1 a b1 jsou amplitudy sinusové
a kosinusové složky prvńı harmonické výstupńıho signálu z nelinearity. Protože ampli-
tuda prvńı harmonické výstupńıho signálu z nelinearity může záviset jak na amplitudě
vstupńıho signálu, tak na jeho frekvenci, je ekvivalentńı přenos obecně funkćı A i ω.

Př́ıklad 4.33 Je třeba vypoč́ıtat ekvivalentńı přenos nelineárńıho systému typu ideálńı
relé se statickou převodńı charakteristikou

y(t) = M sign u(t) (4.234)

V př́ıpadě, že na vstup systému přivedeme signál u(t) = A sinωt s periodou T = 2π
ω
, bude

výstup nelinearity

y(t) =

{
M t ∈ (kT, T

2
+ kT )

−M t ∈ (T
2
+ kT, T + kT )

k = 0, 1, 2, . . . (4.235)

Pomoćı (4.231) vypočteme velikost prvńı harmonické složky

b1 =
2

T






T
2∫

0

M cosωt dt−
T∫

T
2

M cosωt dt




 = 0

a1 =
2

T






T
2∫

0

M sinωt dt−
T∫

T
2

M sinωt dt




 =

4M

π

(4.236)

Z (4.233) pak dostaneme ekvivalentńı přenos ideálńıho relé

Ne(A, ω) =
4M

πA
(4.237)

V tabulce 4.2 jsou uvedeny ekvivalentńı přenosy často se vyskytuj́ıćıch nelinearit.
Všechny ekvivalentńı přenosy př́ıslušej́ıćı nelinearitám z tabulky 4.2 jsou nezávislé na frek-
venci vstupńıho signálu.
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obr. Nelinearita Složky ekvivalentńıho přenosu

a

x

y

M

M−c
c

M
c
= K

ϑ = arcsin c
A

a1 =
KA

π
(2ϑ − sin 2ϑ) +

4M

π
cos ϑ

b1 = 0






A > c

a1 = KA

b1 = 0

}

A ≤ c

b

x

y

M

−M

−c

c

−a

a

M
c−a

= K

ϑ1 = arcsin a
A

ϑ2 = arcsin c
A

a1 = 0 b1 = 0 A ≤ a

a1 =
K

π
[A(π − 2ϑ1) +A sin 2ϑ1 − 4a cos ϑ1]

b1 = 0






a < A ≤ c

a1 =
K

π
[2A(ϑ2 − ϑ1) +A(sin 2ϑ1 − sin 2ϑ2)+

+ 4a(cos ϑ2 − cosϑ1)] +
4M

π
cos ϑ2

b1 = 0







A > c

c

x

y

M

M

a1 =
4M

π

b1 = 0

d

x

y

M

M

a
−a

ϑ = arcsin a
A

a1 = 0

b1 = 0

}

A ≤ a

a1 =
4M

π
cos ϑ

b1 = 0






A > a

e

x

y

M

−M

a

−a

c

−c

ϑ1 = arcsin a
A

ϑ2 = arcsin c
A

a1 = 0

b1 = 0

}

A ≤ a

a1 =
2M

π
(cos ϑ1 + cos ϑ2)

b1 = −2M

π
(sinϑ1 − sinϑ2)







A > a

f

x

y
M

−M

a−a

ϑ = arcsin a
A

a1 = 0

b1 = 0

}

A ≤ a

a1 =
4M

π
cos ϑ

b1 = −4M

π
sinϑ







A > a

Tabulka 4.2: Složky ekvivalentńıch přenos̊u typických nelinearit při symetrickém
vstupńım signálu e = A sinωt
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4.4.3 Metoda harmonické rovnováhy

u = 0u = 0 e y x
G(p)f(e, ė)

Ne(A, ω)

Obrázek 4.41: Konfigurace pro metodu harmo-
nické rovnováhy

Metoda harmonické rovnováhy využ́ıvá
ekvivalentńı přenosy a metodu harmo-
nické linearizace k zjǐstěńı existence
mezńıch cykl̊u (periodických řešeńı)
u neř́ızených systémů. Metoda se
použ́ıvá pro systémy v konfiguraci
nakreslené na obr. 4.41, nebo pro
systémy, které můžeme dovolenými
úpravami do této konfigurace převést.
Základńı podmı́nkou této metody je předpoklad, že při existenci mezńıho cyklu se
obvodem š́ı̌ŕı pouze prvńı harmonická z periodických kmit̊u signálu y. Z tohoto základńıho
předpokladu plynou následuj́ıćı podmı́nky použit́ı

• nelineárńı část systému je takového charakteru, že při vstupńım signálu
do nelineárńıho systému e(t) = A sinωt je výstupńı signál y(t) rozvinutelný do
Fourierovy řady a tato řada neobsahuje stejnosměrnou složku.

• lineárńı část systému G(p) má charakter dolnofrekvenčńı propusti potlačuj́ıćı vyšš́ı
harmonické signálu y(t) při ustálených periodických kmitech systému.

Prvńı podmı́nce vyhovuj́ı kromě jiných i všechny nelinearity z tabulky 4.2. Druhé
podmı́nce vyhovuj́ı dobře systémy, jejichž frekvenčńı charakteristika nemá rezonančńı
zvýšeńı amplitudy a dostatečně účinně potlačuje vyšš́ı frekvence. Vzhledem k nedostatečně
přesné formulaci a kontrolovatelnosti této podmı́nky je třeba výsledky metody vždy ověřit
prakticky nebo simulaćı. Pokud jsou splněny uvedené předpoklady, plat́ı při e(t) = A sinωt

X = Ne(A, ω)G(jω)A (4.238)

Rovnice určuje signál x v komplexńım symbolickém tvaru. Existuj́ı-li v obvodu ustálené
periodické kmity s e(t) = A sinωt, muśı zřejmě platit e(t) = −x(t) = A sinωt a tedy
v symbolickém tvaru

A = −Ne(A, ω)G(jω)A (4.239)

Vyloučeńım A pak dostáváme nutnou podmı́nku pro existenci mezńıch cykl̊u

G(jω) = − 1

Ne(A, ω)
(4.240)

Protože jde o rovnici v komplexńım oboru, rozpadá se výraz (4.240) na dvě rov-
nice v reálném oboru, ze kterých pak dostaneme př́ıpadné řešeńı amplitudy A a úhlové
frekvence mezńıch cykl̊u ω. Rovnici (4.240) muśıme většinou řešit graficky s využit́ım
znalosti frekvenčńı charakteristiky lineárńı části systému v komplexńı rovině. Na obr. 4.42
jsou nakresleny některé možné př́ıpady grafického řešeńı rovnice (4.240) pro př́ıpad, že
ekvivalentńı přenos nezáviśı na frekvenci ω. Řešeńı v př́ıpadě, že ekvivalentńı přenos záviśı
na frekvenci ω, je zachyceno na obr. 4.42(d) a je již podstatně obt́ıžněǰśı.
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replacemen

Im

Re

A

ω

G(jω)

− 1
Ne(A)

(a) Rovnice (4.240) nemá řešeńı, mezńı cyklus
neexistuje

Im

Re

A ωω

G(jω)− 1
Ne(A)

A1, ω1

(b) Rovnice (4.240) má jedno řešeńı, mezńı
cyklus e = A1 sinω1t

Im

Re

A ωω

G(jω)

− 1
Ne(A)

A1, ω1

A2, ω2

(c) Rovnice (4.240) má dvě řešeńı, mohou na-
stat mezńı cykly e = A1 sinω1t,e = A2 sinω2t

Im

Re

A

A

A

A

ωω
G(jω)

ω1

ω1

ω2

ω2

ω3
ω3 ω4

ω4

A1

− 1
Ne(A,ω)

(d) Řešeńı rovnice (4.240) pro ekvivalentńı
přenos závislý na frekvenci, může nastat jen
mezńı cyklus e = A1 sinω3t

Obrázek 4.42: Zjǐst’ováńı existence mezńıch cykl̊u řešeńım rovnice (4.240) při ekviva-
lentńım přenosu nezávislém (a,b,c) a závislém (d) na frekvenci

Jak již v́ıme, nemuśı být některé mezńı cykly stabilńı. Z praktického hlediska maj́ı
význam pouze stabilńı mezńı cykly. Proto může být užitečné zjǐstěńı stability nalezeného
mezńıho cyklu analytickou cestou.

Ke zjǐstěńı stability mezńıho cyklu můžeme použ́ıt Nyquistova kritéria, známého z li-
neárńıch systémů. Pro mezńı cyklus a jeho bĺızké okoĺı můžeme dopřednou větev systému
z obr. 4.41 nahradit operátorovým přenosem Ne(A, ω)G(p) a zakreslit pr̊uběh výrazu
Ne(A, ω)G(jω) v komplexńı rovině. Pro parametry mezńıho cyklu např. A = A1,
ω = ω1 procháźı tento graf právě kritickým bodem (−1, 0j). Pro malé odchylky parametr̊u
mezńıho cyklu od hodnot A1, ω1 nebude jižNe(A, ω)G(jω) procházet kritickým bodem, ale
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bude indikovat stabilńı nebo nestabilńı systém jak je běžné u Nyquistova kritéria. Jestliže
při uvážeńı A > A1, resp. A < A1 bude kritérium indikovat stabilńı resp. nestabilńı
systém, dojde po náhodném zvýšeńı resp. sńıžeńı amplitudy kmit̊u mezńıho cyklu ke
snižováńı resp. zvyšováńı této amplitudy a mezńı cyklus bude stabilńı. Naopak jestliže
při uvážeńı A > A1 resp. A < A1 bude kritérium indikovat nestabilńı resp. stabilńı systém,
bude mezńı cyklus s parametry A1, ω1 nestabilńı.

Z uvedeného je zřejmé, že pro aplikaci kritéria muśıme nakreslit několik graf̊u
Ne(A, ω)G(jω). Postup však jde zjednodušit, uvědomı́me-li si, že při běžném použit́ı
Nyquistova kritéria sledujeme chováńı vektoru směřuj́ıćıho z kritického bodu (−1, 0j)
do hodografu G(jω). Např. aby byl lineárńı systém s přenosem otevřené smyčky G(p)
stabilńı, nesmı́ při stabilńı otevřené smyčce tento vektor vykonat celistvý počet otáček
měńı-li se p po imaginárńı od −j do +j. V našem př́ıpadě muśıme tedy sledovat chováńı
vektoru směřuj́ıćıho z kritického bodu (−1, 0j) do hodografu Ne(A, ω)G(jω). Lze dokázat,
že chováńı tohoto vektoru je stejné jako chováńı vektoru směřuj́ıćıho z bodu − 1

Ne(A,ω)

do hodografu G(jω). Při sledováńı stability mezńıho cyklu prostě zaměńıme kritický bod
(−1, 0j)

Im

ReRe

AA ωωωω

G(jω)G(jω)

− 1
Ne(A)

1
1′

1′′

2
2′

2′′

Obrázek 4.43: Stabilita mezńıch cykl̊u

kritickým bodem − 1
Ne(A,ω)

. Situaci si ob-
jasńıme pomoćı obr. 4.43. Obvod, jehož
konfigurace je na obr. 4.41 má pr̊uběhy
G(jω) a Ne(A, ω) takové, jak je na-
kresleno na obr. 4.43. V obvodu mo-
hou tedy existovat dva mezńı cykly od-
pov́ıdaj́ıćı bod̊um 1 a 2 na obr. 4.43.
Pokud se u mezńıho cyklu 1 sńıž́ı am-
plituda kmit̊u tak, že na charakteristice
ekvivalentńıho přenosu přejdeme do bodu
1′′, pak můžeme tento bod považovat
za ekvivalent kritického bodu (−1, 0j) a
Nyquistovo kritérium indikuje nestabilitu
odpov́ıdaj́ıćıho lineárńıho systému. Ampli-
tuda kmit̊u tedy začne nar̊ustat. Stejnou
úvahou dojdeme k závěru, že při zvýšeńı
amplitudy kmit̊u a přechodu do bodu 1′

bude ekvivalentńı lineárńı systém stabilńı
a amplituda kmit̊u začne klesat. Bod 1 bude tedy bodem stabilńıch oscilaćı - stabilńıho
mezńıho cyklu. Stejným rozborem dojdeme k závěru, že bod 2 je bodem, pro který je
mezńı cyklus nestabilńı.

Př́ıklad 4.34 Na obr. 4.44 je nakreslen regulačńı systém u kterého je zapotřeb́ı vyšetřit
existenci a parametry mezńıch cykl̊u. Pro použitý regulátor nalezneme ekvivalentńı přenos
s pomoćı tabulky 4.2. Plat́ı

Ne(A) =
4M cosϑ− j4M sin ϑ

πA
=

4M

πA
e−jϑ A > a (4.241)
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kde M = 10,a = 5,ϑ = arcsin a
A
. Dále lze psát

− 1

Ne(A)
= − πA

4M
ejϑ = − πA

4M
(cosϑ+ j sin ϑ) =

= − π

4M

√
A2 − a2 − j

πa

4M

(4.242)

5-5

10

-10

+

-

10
(p+1)(0,25p+1)(0,125p+1)

u = 0 e y x

Obrázek 4.44: Regulačńı soustava s reléovým regulátorem

Imaginárńı část grafu − 1
Ne(A)

nezálež́ı tedy na amplitudě A, takže graf − 1
Ne(A)

je

př́ımka rovnoběžná s reálnou osou lež́ıćı ve 3. kvadrantu. Náčrt grafu − 1
Ne(A)

i G(jω) je
na obr. 4.45. Jak grafickým, tak numerickým řešeńım źıskáme parametry mezńıho cyklu
A = 14,3;ω = 4,8. Použit́ım výše uvedené modifikace Nyquistova kritéria stability zjist́ıme,
že nalezený mezńı cyklus je stabilńı. Při řešeńı jsme předpokládali u = 0. Jestlǐze bude
ale do systému vstupovat konstantńı vstupńı signál u = 200, pak je z fyzikálńıho názoru
zřejmé, že kmity systému nenastanou (výstup ze systému se ustáĺı na hodnotě x = 100,
vznikne ustálená regulačńı odchylka e = 100, která zp̊usob́ı, že relé bude ve stavu sepnuto
s y = 10).

Metodu harmonické rovnováhy můžeme snadno zobecnit na obecněǰśı konfiguraci
systému tak, jak je naznačeno na obr. 4.46. Předpoklady použit́ı metody z̊ustávaj́ı stejné
jako pro základńı př́ıpad, ovšem obě lineárńı části muśı mı́t charakter dolnofrekvenčńı
propusti. Existuj́ı-li v obvodu ustálené harmonické kmity, pro které plat́ı x1 = A1 sinωt,
x3 = A3 sin(ωt+ϕ3),x4 = A4 sin(ωt+ϕ4) a maj́ı-li nelinearity N1, N2 ekvivalentńı přenosy
Ne1(A1, ω), Ne2(A3, ω), pak v symbolickém komplexńım tvaru plat́ı

X1 = −G2(jω)Ne2(A3, ω)G1(jω)Ne1(A1, ω)X1 (4.243)

Pro amplitudu A3 plat́ı

A3 = |G1(jω)||Ne1(A1, ω)|A1 (4.244)

Můžeme tedy psát

Ne2(A3, ω) = Ne2(|G1(jω)||Ne1(A1, ω)|A1, ω) = N∗
e2(A1, ω) (4.245)

Označ́ıme-liG1(jω)G2(jω) = G(jω) a dosad́ıme-li (4.245) do (4.243), dostaneme podmı́nku
existence mezńıch cykl̊u ve tvaru

N∗
e2(A1, ω)Ne1(A1, ω)G(jω) = −1 (4.246)
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Im

Re

−0,5

−1,0

−0,5−1,0−1,5

A

ω

A = 5

ω = 8

ω = 4

A = 14,3 ω = 4,8

Obrázek 4.45: Řešeńı mezńıho cyklu systému z obr. 4.44

+

-

u = 0 x1 x2 x3 x4 x5
N1 N2G1(p) G2(p)

Obrázek 4.46: Obecněǰśı konfigurace pro použit́ı metody harmonické rovnováhy

Dále můžeme označit N∗
e2(A1, ω)Ne1(A1, ω) = Ne(A1, ω) a podmı́nka existence mezńıch

cykl̊u bude stejná jako v základńı verzi

G(jω) = − 1

Ne(A1, ω)
(4.247)

Oproti základńı verzi bude Ne(A1, ω) explicitně záviset na ω i když ekvivalentńı
přenosy jednotlivých nelinearit nebudou na ω závislé. Tento fakt vyplývá z př́ıtomnosti
G1(jω) v rovnici (4.245). Praktické vyč́ısleńı ekvivalentńıho přenosu Ne(A1, ω) je pak
značně náročné.

Metodu harmonické rovnováhy můžeme použ́ıt i při návrhu systému. Vhodnou úpravou
frekvenčńı charakteristiky lineárńı části nebo ekvivalentńıho přenosu nelineárńı části může-
me měnit parametry mezńıho cyklu nebo dokonce mezńı cykly odstranit. Je však třeba
si uvědomit, že existence mezńıho cyklu někdy zaručuje, že regulačńı děj prob́ıhá, jako
v př́ıkladu 4.34, u kterého regulačńı proces prob́ıhá právě když existuje mezńı cyklus.
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4.4.4 Mezńı cykly ř́ızených systémů

V předcházej́ıćı kapitole jsme se zabývali problematikou zjǐst’ováńı mezńıch cykl̊u
u neř́ızených systémů. Př́ıtomnost ř́ıd́ıćıho signálu (nebo poruchového signálu) většinou
zp̊usob́ı, že systémem se neš́ı̌ŕı pouze prvńı harmonická z periodického signálu na výstupu
nelineárńıho systému, ale i stejnosměrná složka, eventuálně daľśı signály. V této kapi-
tole budeme předpokládat, že regulačńı systém má konfiguraci podle obr. 4.41, nebo je
možno jej na tuto konfiguraci upravit. Oproti předchoźı kapitole budeme předpokládat, že
u = konst, resp. u = kt, bude-li lineárńı část obvodu statická resp. astatická. Daľśım
předpokladem je, že při vstupńım signálu do nelineárńıho systému ve tvaru e = e0 +
A sinωt lze jeho výstupńı signál y rozložit do Fourierovy řady a obvodem se š́ı̌ŕı pouze
stejnosměrná složka a prvńı harmonická tohoto rozvoje. Kmity systému jsou tedy ne-
symetrické. Tyto předpoklady opět vyžaduj́ı, aby lineárńı část obvodu měla charakter
dolnofrekvenčńı propusti, ale oproti předchoźı kapitole dovoluj́ı, aby nelinearita byla ta-
kového charakteru, aby při vstupńım signálu e = A sinωt obsahuje jej́ı výstupńı signál
stejnosměrnou složku.

Předpokládejme, že lineárńı část systému je popsána operátorovým přenosem

G(p) =
M(p)

N(p)
(4.248)

Obvod z obr. 4.41 pak můžeme popsat diferenciálńı rovnićı

N(p)e +M(p)f(e, pe) = N(p)u (4.249)

kde p je operátor derivace p =
d

dt
. Řešeńı této rovnice budeme hledat ve tvaru

e = e0 + e∗ e∗ = A sinωt (4.250)

Podle dř́ıve uvedených předpoklad̊u můžeme výstup z nelinearity zapsat ve formě prvńıch
tř́ı člen̊u Fourierovy řady

y = f(e, ė)
,
= y0 + a1 sinωt+ b1 cosωt (4.251)

Veličiny y0, a1, b1 jsou v tomto př́ıpadě obecně funkce proměnných e0, A, ω. Koeficienty
Fourierovy řady pro základńı nelinearity jsou uvedeny v tab. 4.3. Pro předpokládané řešeńı
a jeho bĺızké okoĺı můžeme rovnici (4.251) vyjádřit jako

y = y0 +
a1
A
e∗ +

b1
Aω

pe∗ (4.252)

Dosazeńım do (4.249) dostaneme

N(p)(e0 + e∗) +M(p)

(

y0 +
a1
A
e∗ +

b1
Aω

pe∗
)

= N(p)u (4.253)

což představuje linearizaci rovnice (4.249) v okoĺı předpokládaného mezńıho cyklu. Rovnici
(4.253) můžeme zjednodušit, pokud uvažujeme následuj́ıćı př́ıpady

a) u = konst a statický systém ⇒ N(p)u = N(0)u
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obr. Nelinearita Složky ekvivalentńıho přenosu
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A− |e0| > a

Tabulka 4.3: Složky ekvivalentńıch přenos̊u typických nelinearit při nesymetrickém
vstupńım signálu e = e0 + A sinωt
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g(x) =







−1

2
x < −1

1

π
arcsin x |x| ≤ 1

1

2
x > 1

f(x) =







−1 x < −1

2

π
(arcsin x+ x

√
1− x2) |x| ≤ 1

1 x > 1

D(x) =

{√
1− x2 |x| ≤ 1

0 |x| > 1

Tabulka 4.4: Význam funkćı v tabulce 4.3

b) u = konst a astatický systém ⇒ N(p)u = 0

c) u = kt a astatický systém 1. řádu ⇒ N(p)u = k lim
p→0

N(p)
p

d) u = kt a astatický systém 2. řádu ⇒ N(p)u = 0

V každém př́ıpadě tedy můžeme psát pravou stranu rovnice (4.253) ve tvaru
N(p)u = konst = N0 a tedy

N(p)(e0 + e∗) +M(p)

(

y0 +
a1
A
e∗ +

b1
Aω

pe∗
)

= N0 (4.254)

Tato rovnice bude splněna pro

N(0)e0 +M(0)y0 = N0 (4.255)

N(p)e∗ +M(p)

(
a1
A
e∗ +

b1
Aω

pe∗
)

= 0 (4.256)

Rovnice (4.255) se nazývá podmı́nka stejnosměrné rovnováhy, rovnice (4.256) se nazývá
podmı́nka stř́ıdavé rovnováhy. Dosad́ıme-li do rovnice (4.256) p = jω, dostaneme

N(jω) +M(jω)
a1 + jb1

A
= 0 (4.257)

Označ́ıme-li

a1 + jb1
A

= Ne(e0, A, ω) (4.258)

můžeme zapsat podmı́nku stř́ıdavé rovnováhy ve tvaru

M(jω)

N(jω)
= − 1

Ne(e0, A, ω)
(4.259)
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Tato podmı́nka je podobná jako (4.240), a proto se někdy také Ne(e0, A, ω) nazývá
ekvivalentńı přenos, i když tento termı́n neńı v daném př́ıpadě nejvýstižněǰśı.

Vyšetřováńı existence periodického řešeńı - mezńıch cykl̊u - můžeme provádět následu-
j́ıćım zp̊usobem. Podmı́nka stř́ıdavé rovnováhy (4.259) je rovnice v oboru komplexńı
proměnné a může být převedena na dvě rovnice v oboru reálné proměnné

X(e0, A, ω) = 0

Y (e0, A, ω) = 0
(4.260)

Z této soustavy rovnic můžeme vyšetřit závislost parametr̊u mezńıho cyklu A, ω na e0. Ze
závislosti y0 = y0(e0, A, ω) a znalosti A(e0), ω(e0) źıskáme funkci y0 = φ(e0). Dosazeńım
této funkce do rovnice stejnosměrné rovnováhy dostaneme rovnici o jedné neznámé

N(0)e0 +M(0)φ(e0) = N0 (4.261)

ze které můžeme určit hodnotu e0 a pak i A(e0), ω(e0). Řešeńı úlohy je podstatně
komplikovaněǰśı, než př́ıklady z minulé kapitoly. Postup si ukážeme na následuj́ıćıch
př́ıkladech.

Př́ıklad 4.35 Mějme systém s konfiguraćı podle obr. 4.41, u kterého u = konst. Ne-
lineárńı část obvodu je některá z nelinearit z tabulky 4.2. Lineárńı část obvodu necht’ je
s astatismem 1. řádu s charakterem dolnofrekvečńı propusti. Je třeba zjistit, zda se bude
lǐsit chováńı systému pro u = konst 6= 0 od chováńı neř́ızeného systému při u = 0 pokud
jde o mezńı cykly.

Protože jde o astatický systém, plat́ı pro charakteristický polynom lineárńı části
N(0) = 0. Rovnice stejnosměrné rovnováhy (4.255) má tvar

M(0)y0 = 0 (4.262)

Vzhledem k tomu, že M(0) 6= 0, je zřejmé, že y0 = 0. Vzhledem k tomu, že všechny
nelinearity z 4.2 produkuj́ı nulovou stejnosměrnou složku pouze při symetrickém vstupu
e = A sinωt, muśı být i e0 = 0. Ekvivalentńı přenos v rovnici stř́ıdavé rovnováhy (4.259)
bude tedy určen za předpokladu e0 = 0. Podmı́nka stř́ıdavé rovnováhy bude tedy shodná
s př́ıpadem u = 0. Chováńı ř́ızeného a neř́ızeného systému bude v uvažovaném př́ıpadě,
pokud jde o mezńı cykly, shodné.

Př́ıklad 4.36 Mějme regulačńı obvod podle obr. 4.47. Úkolem je provést analýzu jeho
chováńı z hlediska mezńıch cykl̊u při u = konst. Vzhledem k typu nelinearity mohou
v obvodu nastat kmity, při kterých signál y nabývá jak kladných, tak záporných hodnot (typ
1), nebo kmity, při kterých signál y nabývá pouze nezáporných nebo nekladných hodnot
(typ 2). Pro kmity typu 1 plat́ı pro složku y0, a1, b1 vztah (4.251). Složky y0,a1,b1 urč́ıme
rozkladem výstupu nelinearity do Fourierovy řady při vstupńım signálu e = e0 + A sinωt,
nebo s využit́ım tabulek ekvivalentńıch přenos̊u.
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Obrázek 4.47: Regulačńı obvod s reléovým regulátorem

Pro kmity typu 1 plat́ı podle řádku d tabulky 4.3
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a1
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=
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πb







√
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1 + a

b
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+

√

1−
(
1− a

b

)2







b1 = 0

y0
c

=
1

π

(

arcsin
1 + a

b
− arcsin

1− a

b

)

(4.263)

kde

a =
e0
D
, b =

A

D
, b > |a|+ 1 (4.264)

Pro kmity typu 2 plat́ı

D

c

a1
A

=
2

πb

√

1−
(
1− |a|

b

)2

b1 = 0

y0
c

=
1

2π

(

π − 2 arcsin
1− |a|

b

)

sign a

(4.265)

kde

a =
e0
D
, b =

A

D
, ||a| − 1| < b < |a|+ 1 (4.266)

Uvažujme nejdř́ıve kmity typu 1. Rovnici stř́ıdavé rovnováhy (4.257) dostaneme ve
tvaru

(0,5jω + 1)(2jω + 1)(5jω + 1) +
a1
A

= 0 (4.267)

Po rozkladu na reálnou a imaginárńı část dostaneme řešeńı ω = 1,22 s−1 a a1
A

= 19.

Pokud tedy v obvodu vznikne mezńı cyklus, jeho perioda bude T = 2π
ω

,
= 5 s. Na obr. 4.49

je zobrazena závislost (4.263). Z podmı́nky stř́ıdavé rovnováhy zjist́ıme, že muśı platit

D

c

a1
A

=
1

25
19 = 0,76 (4.268)
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Obrázek 4.48: Závislost amplitudy prvńı harmonické na parametrech nesymetrického
vstupńıho signálu při kmitech 1. typu z př́ıkladu 4.36

Z obr. 4.48 je zřejmé, že tento požadavek nelze splnit žádnou kombinaćı hodnot a, b resp.
e0, A. V obvodu tedy nemohou vzniknout kmity typu 1.

Na obr. 4.49 je zobrazena závislost amplitudy kmit̊u na parametrech kmit̊u 2. typu. Pro
požadovanou hodnotu D

c
a1
A

= 1
25
19 = 0,76 m̊užeme z tohoto grafu zjistit závislost b(a) a

t́ım i y0(a), kterou pak zakresĺıme do grafu stejnosměrné složky (na obr. 4.50 čárkovaná
křivka). Kmity obvodu mohou mı́t jen takové parametry, které odpov́ıdaj́ı pr̊useč́ık̊um
čárkované křivky s ostatńımi křivkami grafu na obr. 4.50. To, zda kmity vniknou, záviśı
ještě na podmı́nce stejnosměrné rovnováhy, která je v našem př́ıpadě

e0 + y0 = u (4.269)

Tuto podmı́nku vyneseme do grafu obr. 4.50 jako př́ımku

y0
c

=
u

c
− D

c
a = 0,04u− 0,04a (4.270)

Mezńı cyklus m̊uže vzniknout, pokud tato př́ımka protne čárkovanou křivku.
Z uvedeného rozboru plynou následuj́ıćı závěry. Pro malé hodnoty vstupńıho signálu

nedojde ke stabilńım oscilaćım systému. Od určité hodnoty vstupńıho signálu bude systém
kmitat s kmity typu 2. S r̊ustem vstupńıho signálu se bude stejnosměrná složka oscilaćı
e0 ze začátku zvěťsovat přiblǐzně na hodnotu e0

,
= 1,5. S r̊ustem vstupńıho signálu kmity

zaniknou při u = 26. Pro vyšš́ı hodnoty u nebude už systém regulovat.
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Obrázek 4.49: Závislost amplitudy prvńı harmonické na parametrech nesymetrického
vstupńıho signálu při kmitech 2. typu z př́ıkladu 4.36

4.4.5 Určeńı frekvenčńı charakteristiky

Má-li obvod konfiguraci podle obr. 4.41, splňuje-li všechny předpoklady pro použit́ı
metody harmonické rovnováhy a nav́ıc pro nelineárńı část plat́ı pouze y = f(e) (tedy ne-
linearita je určena funkćı - systém bez paměti), můžeme s pomoćı ekvivalentńıho přenosu
zjistit amplitudovou frekvenčńı charakteristiku uzavřené smyčky při u = U sinωt.

Předpokládejme, že se obvodem š́ı̌ŕı pouze základńı harmonický signál s úhlovou
frekvenćı ω, pak můžeme psát

E

U
=

1

|1 +Ne(E)G(jω)| (4.271)

Kde E a U jsou amplitudy odchylkového a vstupńıho harmonického signálu. V rovnici
můžeme volit ω a pro známé U vyšetřit E(ω). Amplitudu X výstupńıho signálu źıskáme
pro danou hodnotu E a ω z rovnice

X = Ne(E)G(jω)E(ω) (4.272)

Při výpočtu frekvenčńı charakteristiky je však třeba si uvědomit, že plat́ı pouze pro
konkrétńı hodnotu amplitudy vstupńıho signálu.

Př́ıklad 4.37 Na obr. 4.51 je nakreslen nelineárńı systém. Je třeba určit jeho charakte-
ristiku G(ω) pro U = 5.
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Obrázek 4.50: Závislost stejnosměrné složky na parametrech nesymetrických kmit̊u
z př́ıkladu 4.36

Vztah (4.271) m̊užeme po úpravách zapsat ve tvaru

Ne(E) =
ω2

10
± ω

10E

√

(1 + ω2)U2 − 1 (4.273)

Jak pravou tak levou stranu rovnice m̊užeme vynést do grafu, obr. 4.52, pro U = 5. Řešeńı
najdeme v pr̊useč́ıku křivky ekvivalentńıho přenosu a pravé strany. Tak např. pro ω = 4
dostáváme 4 řešeńı této rovnice (ale pouze 2 z nich jsou stabilńı). Daľśım výpočtem podle
vztahu (4.272) źıskáme frekvenčńı charakteristiku X(ω), jak je zobrazena na obr. 4.53. Na
frekvenčńı charakteristice se objevuje tzv. skoková rezonance. Frekvenčńı charakteristika
vykazuje hysterezńı část. Při snǐzováńı frekvence dojde ke skokovému poklesu amplitudy
výstupńıho signálu.

Uváděná metoda však často nevede k prakticky použitelným výsledk̊um. Přesněǰśı
výsledky dává při analytickém vyšetřováńı harmonicky ř́ızených nelineárńıch systémů
metoda, která použ́ıvá ekvivalentńı přenos definovaný pro vstupńı signál do nelinea-
rity ve formě součtu dvou harmonických signál̊u, tzv. Dual Input Describing Function.

-10

10

-0, 4

0,4

yu e x+

-

10
p(p+1)

Obrázek 4.51: Nelineárńı regulačńı obvod
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Obrázek 4.52: Grafické řešeńı př́ıkladu 4.37
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Obrázek 4.53: Frekvenčńı charakteristika systému z př́ıkladu 4.37

Řı́zené nelineárńı systémy maj́ı obecně velmi složité chováńı, které se analyticky obt́ıžně
vyšetřuje. V tomto směru p̊usob́ı dosti depresivně fakt, že i tak jednoduchý systém jako
je na obr. 4.51 může při harmonickém ř́ızeńı vykazovat kromě skokové rezonance daľśı
nepř́ıjemné chováńı. Za určitých podmı́nek může totiž při ř́ızeńı periodickým signálem
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s frekvenćı 6 Hz vykazovat periodický výstup s frekvenćı 2 Hz, tzv. subharmonickou
odezvu. Těmito komplikovanými př́ıpady se nebudeme dále zabývat, přičemž jsou popsány
v dostupné odborné literatuře.

4.4.6 Shrnut́ı kapitoly 4.4

V řadě př́ıpad̊u lze regulačńı obvod rozdělit na nelineárńı část a lineárńı část s charak-
terem dolńı propusti. Můžeme pak předpokládat, že v př́ıpadě ustálených kmit̊u se obvo-
dem š́ı̌ŕı jen prvńı harmonická frekvence. Nelineárńı systém můžeme nahradit systémem
lineárńım, který zp̊usobuje stejné ześıleńı a fázový posun prvńı harmonické jako p̊uvodńı
nelinearita. Tento ekvivalentńı přenos zjist́ıme pomoćı rozkladu výstupu nelinearity do
Fourierovy řady za podmı́nky, že na vstupu nelinearity p̊usob́ı harmonický signál. Ekvi-
valentńı přenos je obecně závislý na amplitudě, frekvenci a stejnosměrné složce signálu
vstupuj́ıćıho do nelinearity. Řešeńı většinou provád́ıme graficky, přičemž stabilitu mezńıho
cyklu lze vyšetřit modifikovaným Nyquistovým kritériem.

4.4.7 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.4

1. Jaké jsou podmı́nky použit́ı metody harmonické linearizace?

2. Jak urč́ıme ekvivalentńı přenos nelineárńı části obvodu?

3. Na jakých veličinách záviśı ekvivalentńı přenos?

4. Jak urč́ıme stabilitu mezńıho cyklu?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

4.4.8 Řešené př́ıklady pro kapitolu 4.4

Př́ıklad 4.38 Pro systém zakreslený na blokovém schématu obr. 4.54 určete, zda v ob-
vodu vzniknou periodické kmity (mezńı cyklus). Pokud mezńı cyklus vznikne, určete jeho
amplitudu a periodu kmit̊u.

1
(p+1)3

yxeu = 0 M

−M

Ne =
4M
πA

Obrázek 4.54: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.38

Vzhledem k tomu, že lineárńı část obvodu má charakter dolńı propusti, m̊užeme použit
pro vyšetřeńı mezńıho cyklu metodu harmonické rovnováhy. Podmı́nkou vzniku oscilaćı je
splněńı rovnosti

F (jω) = − 1

Ne(A, ω)
(4.274)
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Lineárńı část obvodu má přenos F (p) = 1
(p+1)3

. Frekvenčńı přenos tedy je

F (jω) =
1

−3ω2 + 1− j(ω3 − 3ω)
=

−3ω2 + 1 + j(ω3 − 3ω)

(−3ω2 + 1)2 + (ω3 − 3ω)2
(4.275)

Ekvivalentńı přenos ideálńıho relé je Ne(A) =
4M
πA

, kde A je amplituda prvńı harmonické
složky š́ıř́ıćı se obvodem. Je zřejmé, že v našem př́ıpadě je tedy hledaným řešeńım pr̊useč́ık
frekvenčńı charakteristiky s reálnou osou v levé polorovině (obr. 4.55).

−0,25
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−0,75

0,25 0,50 0,75 1,00−0,25−0,50−0,75−1,00
ℜ

ℑ
a = − 1

k
= −1

8

F (jω)

− 1
Ne(A)

ω

A

Obrázek 4.55: Grafické řešeńı př́ıkladu 4.38

Tento pr̊useč́ık snadno urč́ıme řešeńım

ℑF (jω) = 0

ω3 − 3ω = ω(ω2 − 3) = 0
(4.276)

Řešeńım je ω1 = 0;ω2 = −
√
3;ω3 =

√
3. Uvažovat m̊užeme jen ω3, protože pouze toto

řešeńı odpov́ıdá pr̊useč́ıku v levé polorovině při kladné frekvenci (záporná frekvence kmit̊u
nemá z fyzikálńıho hlediska smysl). Polohu pr̊useč́ıku urč́ıme z

a = ℜF (jω3) =
−3ω2

3 + 1

(−3ω2
3 + 1)2 + (ω3

3 − 3ω3)2
=

−9 + 1

(−9 + 1)2
= −1

8
(4.277)

V obvodu tedy vzniknou periodické kmity s amplitudou

− πA

4M
= a = −1

8
(4.278)

A =
M

2π
(4.279)

a periodou

T =
2π

ω3
=

2π√
3

(4.280)



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 111
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Obrázek 4.56: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.39
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Obrázek 4.57: Modifikované blokové schema systému z př́ıkladu 4.39

Při pozorné interpretaci źıskaných výsledk̊u si m̊užeme všimnout, že sledovaný pr̊useč́ık
představuje bod na frekvenčńı charakteristice odpov́ıdá stavu, kdy je regulačńı obvod přiveden
na mez stability. Zjǐstěná frekvence mezńıho cyklu pak odpov́ıdá frekvenci kmit̊u regulačńıho
obvodu na mezi stability a ekvivalentńı ześıleńı relé Ne(A) = 4M

πA
je rovno kritickému

ześıleńı. Pomoćı reléové zpětné vazby tedy dokážeme źıskat údaje potřebné k návrhu re-
gulátoru metodou Ziegler–Nichols. Velkou výhodou ve srovnáńı se základńı metodou, která
je založena na zvyšováńı ześıleńı vedoućı k dosažeńı meze stability, je fakt, že m̊užeme
omezit amplitudu kmit̊u na přijatelnou velikost vhodnou volbou výstupńı úrovně relé.

Př́ıklad 4.39 Uvažujme regulačńı obvod pro ř́ızeńı otáček s reléovým regulátorem, jehož
blokové schema je zakresleno na obr. 4.56. Regulačńı obvod sestává ze stejnosměrného
motoru s ciźım buzeńım, tachodynama s filtrem a reléového regulátoru. Chceme provést
analýzu chováńı systému a ověřit, zda v obvodu vzniknou ustálené kmity. Budeme uvažovat,
že hodnota vstupńıho signálu u je konstantńı. Je zřejmé, že regulace m̊uže prob́ıhat jen
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pro u ∈ 〈0; 3,648〉 pro menš́ı hodnoty u dojde k zastaveńı motoru, pro u > 3,648 dosáhne
motor maximálńıch otáček ωmmax

= 48 · 4 = 192rad/s.
K analýze chováńı použijeme metodu harmonické rovnováhy. Blokové schema lze upra-

vit do tvaru obr. 4.57, který odpov́ıdá požadavk̊um metody harmonické rovnováhy. Pro
nelinearitu, která se nacháźı v obvodu, nejsou v tabulce 4.3 uvedeny jednotlivé harmonické
složky výstupńıho signálu. Muśıme proto nejdř́ıve tyto složky odvodit.

Předpokládejme, že na vstupu nelinearity p̊usob́ı signál

e = e0 + A sinωt (4.281)

V př́ıpadě, že |e0| > A, nebude veličina e v̊ubec měnit znaménko a relé bude trvale v
jednom z možných stav̊u. V tomto př́ıpadě lehce zjist́ıme, že plat́ı

b0 =







0
e0
A

< −1

48
e0
A

> 1
(4.282)

a1 = 0 (4.283)

b1 = 0 (4.284)

Pokud bude platit |e0| ≤ A, dostaneme na výstupu z nelinearity signál, jehož pr̊uběh je
zobrazen na obr. 4.58. Pro časový úsek t1 plat́ı

t1 =
T

2π
arcsin

e0
A

(4.285)

Středńı hodnota signálu na výstupu z nelinearity pak je

b0 =
1

T

T∫

0

uK(t)dt =
1

T

(

48
T

2
+ 48 · 2t1

)

= 24 +
48

π
arcsin

e0
A

(4.286)

Pro sinusovou složku prvńı harmonické frekvence a1 dostaneme

a1 =
2

T

T∫

0

uK(t) sin
2πt

T
dt =

2 · 48
T

T
2∫

0

sin
2πt

T
dt + 2

2 · 48
T

T
2
+t1∫

T
2

sin
2πt

T
dt =

=
2 · 48
T

T

2π

[

− cos
2πt

T

]T
2

0

+ 2
2 · 48
T

T

2π

[

− cos
2πt

T

]T
2
+t1

T
2

=

=
2 · 48
π

+
2 · 48
π

cos
2πt1
T

− 2 · 48
π

=
96

π
cos arcsin

e0
A

=

=
96

π

√

1−
(e0
A

)2

(4.287)

Obdobným postupem snadno odvod́ıme, že pro kosinovou složku plat́ı

b1 = 0 (4.288)
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Lineárńı část upraveného blokového schématu je možné popsat operátorovým přenosem

G(p) =
0,076

(0,025p+ 1)(0,009p+ 1)(0,003p+ 1)(0,0006p+ 1)
(4.289)

Pro stř́ıdavou rovnováhu muśı podle vztahu (4.259) platit

a1(e0, A)

A
G(jω) = −1 (4.290)

Vzhledem k tomu, že koeficient a1 je reálné č́ıslo, muśı pro dosažeńı této rovnosti platit

ℑ{G(jω)|} = 0 (4.291)

odkud dostaneme

ω = 208rad/s (4.292)

G(jω) = −0,0057 (4.293)

Mezńı cyklus tedy bude mı́t frekvenci přiblǐzně 33Hz bez ohledu na velikost vstupńıho
signálu. Dosazeńım do (4.290) obdrž́ıme

96

π

√

1−
(e0
A

)2

=
A

0,0057
(4.294)

Vyřešeńım této rovnice odvod́ıme závislost mezi stejnosměrnou složkou e0 a amplitudou A
při periodickém řešeńı

e0 = ±A
√

1− 32,93A2 (4.295)

Podmı́nka stejnosměrné rovnováhy je daná vztahem (4.255)

u− 0,076b0(e0, A) = e0 (4.296)

Po dosazeńı závislosti (4.295) dostaneme závislost mezi amplitudou kmit̊u A a vstupńım
signálem u

u− 0,076 · 24
[

1 +
2

π
arcsin

±A
√

1− 32,93A2

A

]

= ±A
√

1− 32,93A2 (4.297)

a tedy

u = ±A
√

1− 32,93A2 + 0,076 · 24
[

1 +
2

π
arcsin

±A
√

1− 32,93A2

A

]

(4.298)

Výslednou závislost u = f(A) snadno vykresĺıme do grafu a sestroj́ıme závislost
A = f−1(u)



114 Řı́zeńı a regulace II

t

e, uK

T/2 T 3T/2 2T

48

A

e0

t1

Obrázek 4.58: Časový pr̊uběh výstupu z nelinearity z př́ıkladu 4.39

α
p2−αp+1
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−x
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lineárńı částnelineárńı část

w

Obrázek 4.59: Blokové schema Van der Polova oscilátoru z př́ıkladu 4.40

Př́ıklad 4.40 V př́ıkladě 4.30 jsme se zabývali konstrukćı stavového portrétu Van der
Polova oscilátoru. Nyńı se pokuśıme dokázat, že trajektorie systému skutečně obsahuje
mezńı cyklus. Uvažovaný oscilátor je v obecném př́ıpadě popsán diferenciálńı rovnićı

d2x

dt2
+ α(x2 − 1)

dx

dt
+ x = 0 (4.299)

kde α > 0. Této diferenciálńı rovnici odpov́ıdá blokové schema zachycené na obr. 4.59.
Vid́ıme, že systém m̊užeme rozložit na nelineárńı a lineárńı část, přičemž lineárńı část
má charakter dolńı propusti. Pro zjǐstěńı mezńıho cyklu lze tedy použ́ıt metodu harmonické
rovnováhy.
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Pokud do nelineárńıho bloku přivedeme harmonický signál

e(t) = A sin(ωt) (4.300)

dostaneme na jeho výstupu

w(t) = A2 sin2(ωt)Aω cos(ωt)
(C.11)
= =

A3ω

2
[1− cos(2ωt)] cos(ωt)

(C.12)
=

=
A3ω

4
[cos(ωt)− cos(3ωt)]

(4.301)

Je zřejmé, že výsledný signál obsahuje pouze prvńı a třet́ı kosinovou harmonickou složku
a tedy

a1 = 0

b0 = 0

b1 =
A3ω

4

(4.302)

Ekvivalentńı přenos nelineárńı části tedy je

Ne(A, ω) =
a1 + jb1

A
=

A2jω

4
(4.303)

Frekvenčńı přenos lineárńı části je

G(jω) =
α

(jω)2 − αjω + 1
(4.304)

Nyńı muśıme vyřešit podmı́nku harmonické rovnováhy (4.240). Po dosazeńı do podmı́nky
dostáváme

α

(jω)2 − αjω + 1
= − 4

A2jω
α

−jω2 + αω + j
=

4

A2ω

(4.305)

Vzhledem k tomu, že výraz na pravé straně rovnice neobsahuje imaginárńı složku, je možné
rovnosti dosáhnout jen pro ω = 1 a po dosazeńı této hodnoty do (4.305) dostáváme rovnici
pro amplitudu

1 =
4

A2
(4.306)

a tedy A = 2. Tı́m jsme dokázali, že trajektorie uvažovaného systému obsahuje mezńı cyk-
lus s úhlovou frekvenćı ω = 1 a amplitudou A = 2. Pomoćı Nyquistova kritéria (obr. 4.43)
lze rovněž snadno určit, že vypočtený mezńı cyklus bude stabilńı. Zaj́ımavým výsledkem
řešeńı je skutečnost, že amplituda a frekvence mezńıho cyklu nezáviśı na parametru α.
Tento parametr bude ovlivňovat pouze tvar mezńıho cyklu, který m̊užeme vyšetřit např.
metodou izoklin. Podoba mezńıho cyklu pro r̊uzné hodnoty α je zachycena na obr. 4.60.
Pro α → 0 se přestává uplatňovat nelinearita systému a mezńı cyklus se bĺı̌źı kružnici.
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Obrázek 4.60: Závislost podoby mezńıho cykly Van der Polova oscilátoru z př́ıkladu 4.40
na parametru α

Pokud provedeme simulačńı ověřeńı, zjist́ıme, že v př́ıpadě α → 0 je úhlová rychlost
mezńıho cyklu skutečně ω = 1. S rostoućım α však tato rychlost klesá a v př́ıpadě α = 3
dosahuje jen hodnoty ω = 0,7. Skutečné chováńı tedy neodpov́ıdá našim předpoklad̊um.
Př́ıčinu tohoto nesouladu lze pochopit na základě tvaru trajektorie. Pokud se pod́ıváme
na obr. 4.60(c) vid́ıme, že chováńı systému je silně nelineárńı na rozd́ıl od pr̊uběh̊u při
nǐzš́ıch hodnotách α. Ze vztahu (4.301) je patrné, že nelinearita vytvář́ı třet́ı harmonickou
frekvenci. Pokud má být metoda harmonické linearizace použitelná, muśı lineárńı část tuto
třet́ı harmonickou frekvenci účinně filtrovat. Jestlǐze porovnáme ześıleńı lineárńı části pro
prvńı a třet́ı harmonickou frekvenci při frekvenci odpov́ıdaj́ıćı mezńımu cyklu ω = 1,
dostaneme

ρ(α) =

( |F (3jω)|
|F (jω)|

)

ω=1

=

( | − ω2 + 1− αjω|
| − 9ω2 + 1− 3αjω|

)

ω=1

=
α

| − 8− 3jα| =

=
α√

64 + 9α2

(4.307)

Pr̊uběh poměru ρ(α) je zakreslen na obr. 4.61. Vid́ıme, že pro malé hodnoty α je veli-
kost třet́ı harmonické zanedbatelná v̊uči prvńı harmonické frekvenci. S rostoućım α pak
zastoupeńı třet́ı harmonické frekvence výrazně roste a při α = 4 je dosahuje amplituda
třet́ı harmonické přiblǐzně 28% amplitudy prvńı harmonické frekvence. Obvodem se tedy
neš́ıř́ı zdaleka jen prvńı harmonická a podmı́nky použit́ı metody harmonické rovnováhy
nejsou splněny. Tı́m je vysvětlen rozd́ıl mezi skutečnou a vypočtenou periodou mezńıho
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Obrázek 4.61: Poměr ześıleńı prvńı a třet́ı harmonické lineárńı část́ı Van der Polova
oscilátoru

cyklu. Uvedený př́ıklad demonstruje, že při použit́ı metody harmonické rovnováhy muśıme
pečlivě posoudit filtračńı schopnosti lineárńı části systému.

4.4.9 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 4.4

Př́ıklad 4.41 Statická charakteristika nelineárńı pružiny je popsána závislost́ı

y = x+
1

2
x3 (4.308)

Vypočtěte ekvivalentńı přenos této nelinearity.

Př́ıklad 4.42 Na obr. 4.62 je zakresleno blokové schema nelineárńıho dynamického systé-
mu. Rozhodněte, zda v obvodu vzniknou periodické kmity a určete jejich periodu a ampli-
tudu.

Kω2
0

p(p2+2ξω0p+ω2
o)

u = 0 y

δ

D

Obrázek 4.62: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.41
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4.5 Stabilita nelineárńıch systémů

4.5.1 Motivace

Přesná definice stability v př́ıpadě nelineárńıch systémů neńı tak jednoduchá. Snaha
o rozš́ı̌reńı pojmu

”
stabilita“ na nelineárńı systémy, tak jak byl tento pojem chápán u

lineárńıch systémů, nevede k rozumným závěr̊um. Stabilita lineárńıch časově invariantńıch
systémů je určena rozložeńım kořen̊u charakteristické rovnice sytému. Stabilita takového
systému nezáviśı na jeho počátečńım stavu (počátečńıch podmı́nkách), ani na vstupńıch
signálech. Pro nelineárńı systémy tato tvrzeńı již neplat́ı. To, zda reakce nelineárńıho
systému na ohraničený vstupńı signál je ohraničená nebo neohraničená, může nyńı záviset
na počátečńım stavu systému nebo na tvaru vstupńıho signálu. Nav́ıc u nelineárńıho
systému mohou existovat ustálené kmity (limitńı cykly), které v podstatě nemohou exis-
tovat u lineárńıch systémů. (Př́ıpad, kdy u lineárńıho systému existuj́ı nějaké kořeny
charakteristické rovnice právě na imaginárńı ose, můžeme považovat za

”
strukturálně

nestabilńı“, protože téměř jistě se změnou parametr̊u systému, přejdou tyto kořeny do
nestabilńı nebo stabilńı oblasti.)

Vychýĺıme-li stabilńı lineárńı systém z rovnovážné polohy a pak vzruch odstrańıme,
vrát́ı se do této p̊uvodńı rovnovážné polohy. Provedeme-li totéž u nelineárńıho systému,
může se vrátit do p̊uvodńı rovnovážné polohy, nebo může přej́ıt do jiné rovnovážné
polohy, může zač́ıt kmitat v ustáleném mezńım cyklu, nebo mohou jeho stavové proměnné
neohraničeně r̊ust. Je tedy potřeba definovat stabilitu nelineárńıho systému odlǐsně, než u
lineárńıch systémů. Existuje celá řada definic stability nelineárńıch systémů. V podstatě
je nelineárńı systém považován za stabilńı, jestliže trajektorie poč́ınaj́ıćı v dané oblasti
R1 stavového prostoru z̊ustanou uvnitř nějaké oblasti R2 tohoto prostoru. Volba oblast́ı
R1 a R2 záviśı na konkrétńı úloze. Z uvedeného je zřejmé, že je výhodněǰśı nehovořit
o stabilitě nelineárńıho systému, ale sṕı̌se o stabilitě pohybu, resp. stabilitě trajektoríı.
Definice stability se tedy vztahuj́ı k odchylkám stavu od některých trajektoríı.

V následuj́ıćı kapitole se seznámı́me se základńımi metodami pro posouzeńı stability
trajektorie nelineárńıch dynamických systémů.

4.5.2 Ljapunovova definice stability

Uvažujme nelineárńı dynamický systém popsaný stavovými rovnicemi ve tvaru

dx

dt
= f(x, t) (4.309)

který má rovnovážný stav x0. Stav v čase t0 označ́ıme xt0 . Systém (4.309) je neř́ızený. Tato
podmı́nka neńı výrazně limituj́ıćı, protože většinu ř́ızených systémů lze převést vhodnými
úpravami na systémy neř́ızené, jak již bylo ukázáno dř́ıve. Neř́ızený systém je také nazýván
jako volný.

Definice 4.3 Lokálńı stabilita rovnovážného stavu (stabilita v malém)
Rovnovážný stav x0 volného dynamického systému (4.309) je lokálně stabilńı, jestlǐze pro
libovolné reálné č́ıslo ε > 0 a t0 ∈ 〈τ ;∞〉 existuje takové reálné č́ıslo δ(ε, t0), že při
‖xt0 − x0‖ ≤ δ je ‖x(t,xt0 , t0)− x0‖ ≤ ε pro všechna t > t0.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 119

Lokálńı stabilita se týká nekonečně malého okoĺı rovnovážného stavu singulárńıho
bodu. Definice v podstatě ř́ıká, že zvoĺıme-li si libovolně malé ε okoĺı rovnovážného stavu,
pak vždy můžeme nalézt nějaké δ okoĺı tohoto stavu, že všechny trajektorie, vycházej́ıćı
z tohoto δ okoĺı z̊ustanou v časovém intervalu pozorováńı 〈τ,∞〉 uvnitř ε okoĺı.

Př́ıklad 4.43 Systém je popsán diferenciálńı rovnićı

d2y

dt2
+ y = 0 (4.310)

Zvoĺıme stavové proměnné x1 = y,x2 = ẏ a dostaneme stavové rovnice

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1

(4.311)

Singulárńı bod je x1 = x2 = 0 a trajektorie systému odpov́ıdaj́ı obr. 4.19. Je zřejmé,
že trajektorie vycházej́ıćı z oblasti vymezené vzdálenost́ı δ od singulárńıho bodu z̊ustávaj́ı
uvnitř oblasti ε pro

δ(ε, t0) ≤ ε (4.312)

Věta 4.3 je tedy splněna a singulárńı bod je lokálně stabilńı.

Př́ıklad 4.44 Systém je popsán diferenciálńı rovnićı

d2i

dt2
+ 2a

di

dt
− b2

2
i+ c2i3 = 0 (4.313)

Zvoĺıme stavové proměnné i = x1,i̇ = x2 a dostaneme stavové rovnice

dx1

dt
= x2

dx2

dt
=

b2

2
x1 − c2x3

1 − 2ax2

(4.314)

Singulárńı body jsou (x1, x2) ∈
{

(0; 0),
(

b

c
√
2
; 0
)

,
(

− b

c
√
2
; 0
)}

. Metodou izoklin m̊užeme

načrtnout stavové trajektorie, které jsou např. pro a = c = 1,b = 2 zakresleny na obr. 4.63

Zkoumáńım platnosti definice 4.3 zjist́ıme, že rovnovážné stavy (x1, x2) =
(

± b

c
√
2
; 0
)

jsou

lokálně stabilńı, stav (x1, x2) = (0, 0) neńı lokálně stabilńı.

Nevýhodou výše uvedené definice stability je, jak patrno z př́ıkladu 4.43, že prohláśı
za stabilńı i systém, u kterého se trajektorie po vychýleńı z rovnovážného stavu nemuśı do
rovnovážného stavu v̊ubec vrátit. Tuto nevýhodu odstraňuje následuj́ıćı definice stability:

Definice 4.4 Lokálńı asymptotická stabilita
Rovnovážný stav x0 volného dynamického systému (4.309) je lokálně asymptoticky stabilńı
tehdy, když plat́ı
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Obrázek 4.63: Trajektorie systému z př́ıkladu 4.44

a) je lokálně stabilńı podle definice lokálńı stability 4.3

b) existuje reálné č́ıslo ∆(ε, t0) takové, že pro každé ‖xt0 − x0‖ ≤ ∆ a t0 ∈ 〈τ ;∞〉 plat́ı
lim
t→∞

‖x(t,xt0 , t0)− x0‖ = 0

Podmı́nka b) neř́ıká nic jiného, než že existuje libovolně malé okoĺı rovnovážného
bodu, ze kterého všechny trajektorie s rostoućım časem konverguj́ı k rovnovážnému stavu
v daném intervalu pozorováńı 〈τ ;∞〉.Podle této definice už neńı rovnovážný bod z př́ıkladu
4.43 stabilńı. Lokálńı asymptotická stabilita se zpravidla zjǐst’uje na lineárńım modelu,
který źıskáme (je-li to možné) linearizaćı rovnic systému v okoĺı př́ıslušného rovnovážného
stavu. Nevýhodou definic lokálńı stability je, že nedefinuj́ı dostatečně přesně velikost okoĺı
rovnovážného stavu, ze kterého všechny trajektorie budou směřovat k tomuto stavu. Řı́kaj́ı
jen, že takové okoĺı existuje. Pro praktické použit́ı jsou tedy nevýhodné. Podstatně silněǰśı
je následuj́ıćı definice stability:

Definice 4.5 Globálńı stabilita (stabilita ve velkém)
Necht’ rovnovážný stav x0 systému (4.309) je lokálně asymptoticky stabilńı. Množina všech
bod̊u xt0 ze stavového prostoru Rn, pro které plat́ı
lim
t→∞

‖x(t,xt0 , t0) − x0‖ = 0 při t0 ∈ 〈τ ;∞〉 se nazývá oblast přitažlivosti řešeńı. Je-

li oblast́ı přitažlivosti celý stavový prostor, pak je rovnovážný stav volného dynamického
systému globálně asymptoticky stabilńı.

Tato definice je tak silná, že j́ı vyhovuje jen málo praktických systémů. Všechny
lineárńı systémy, které jsou stabilńı podle známých kritéríı stability lineárńıch systémů,
jsou globálně asymptoticky stabilńı. Žádný z rovnovážných stav̊u systémů z př́ıkladu 4.43
a 4.44 neńı globálně asymptoticky stabilńı.
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Definice 4.6 Praktická stabilita
Necht’ je rovnovážný stav x0 systému (4.309) lokálně asymptoticky stabilńı a existuje oblast
přitažlivosti Ω ⊂ Rn. Pak je rovnovážný stav volného dynamického systému prakticky
stabilńı v oblasti Ω.

Je zřejmé, že v př́ıkladě 4.44 lze nalézt dvě oblasti, ve kterých budou př́ıslušné rov-
novážné stavy prakticky stabilńı.

Pokud bychom chtěli studovat stabilitu nějakého obecněǰśıho řešeńı (trajektorie) než je
singulárńı bod, lze problém převést na problematiku stability singulárńıho bodu následuj́ı-
ćım zp̊usobem. Předpokládejme, že známe řešeńı xS(t) stavové rovnice (4.309), takže když
toto řešeńı do rovnice dosad́ıme, bude splněna, t.j.

dxS

dt
= f(xs, t) (4.315)

Chceme zjistit, jak se bude chovat řešeńı stavové rovnice (4.309), které v určitém časovém
okamžiku bude nějak vzdáleno od řešeńı xS(t). Můžeme vyjádřit rozd́ıl mezi oběma
řešeńımi ∆x = x− xS a tedy x = ∆x + xS. Dosad́ıme-li do (4.309), dostaneme

dx

dt
=

dxS

dt
+

d∆x

dt
= f(xS +∆x, t) (4.316)

a odtud

d∆x

dt
= f(xS +∆x, t)− f(xs, t) (4.317)

Protože pr̊uběh xS(t) je již znám, je systém (4.317) systémem diferenciálńıch rovnic
vzhledem k ∆x(t) a má singulárńı bod ∆x(t) = 0.

Bohužel rovnice (4.317) bývá složitěǰśı než p̊uvodńı rovnice (4.309). Nav́ıc pro určeńı
rovnice (4.317) muśıme znát řešeńı xS(t) rovnice (4.309). Přesto nám umožňuje tento
zp̊usob transformovat problém stability řešeńı (trajektoríı) na problém stability rovnováž-
ného stavu, který je dokonce umı́stěn v počátku stavového prostoru. Proto je většina
problémů stability vztahována ke stabilitě singulárńıho bodu v počátku stavového pro-
storu. Pokud bychom studovali stabilitu singulárńıho bodu lež́ıćıho mimo počátek sta-
vového prostoru, převedeme si problém do počátku stavového prostoru prostým posuvem
souřadnic prostoru.

4.5.3 Ljapunovova funkce

Stabilitou řešeńı diferenciálńıch rovnic se zabýval ruský matematik Ljapunov již v roce
1892.

Ljapunov rozděloval problém analýzy stability na dvě metody. Prvńı metoda obsa-
hovala všechny zp̊usoby, ve kterých bylo třeba řešit systém rovnic bud’ zcela nebo z
části. Řešeńı pak bylo zkoumáno a zjǐst’ovalo se, zda vyhovuje některé z definic stabi-
lity. Tato metoda nese název prvńı Ljapunovova metoda. Při studiu této metody Ljapu-
nov ukázal, že často muśı být řešeńı hledáno ve formě řady a s pomoćı druhé metody
dokázal, že u mnoha systému stač́ı k vyšetřeńı stability jen lineárńı část řady. Proto se
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také prvńı Ljapunovova metoda nazývá metoda zjǐst’ováńı stability, při které provedeme
linearizaci problému a zjǐst’ujeme stabilitu vzniklého lineárńıho systému. Stabilita to-
hoto lineárńıho systému indikuje lokálńı asymptotickou stabilitu př́ıslušného nelineárńıho
systému. Výjimku tvoř́ı př́ıpad, kdy linearizovaný systém má charakteristická č́ısla na ima-
ginárńı ose. V takovém př́ıpadě nelze jednoznačně prohlásit, že p̊uvodńı nelineárńı systém
je lokálně stabilńı, protože členy Taylorovy řady, které jsme při linearizaci zanedbali, s
největš́ı pravděpodobnost́ı zp̊usob́ı posun charakteristických č́ısel systému z imaginárńı
osy do stabilńı nebo nestabilńı oblasti.

Druhá metoda, která nese název druhá Ljapunovova metoda nebo také př́ımá Ljapno-
vova metoda, zahrnuje ty zp̊usoby zjǐst’ováńı stability, u kterých neńı třeba předem určovat
řešeńı systému. Při této metodě se v podstatě hledá tzv. Ljapunovova funkce k danému
systému. Podař́ı-li se nám naj́ıt Ljapunovovu funkci, je systém stabilńı. V opačném př́ıpadě
nemůžeme o stabilitě nic ř́ıci. Existence Ljapunovovy funkce je tedy podmı́nkou postačuj́ıćı
pro stabilitu systému. Nav́ıc pro daný systém může existovat v́ıce Ljapunovových funkćı.
Z toho plyne, že když z nalezené Ljapunovovy funkce urč́ıme nějakou oblast parametr̊u
systému, při kterých je systém stabilńı, neznamená to, že překročeńı této oblasti nutně
zp̊usob́ı nestabilitu systému.

Vzhledem k těmto nepř́ıjemnostem se podobným zp̊usobem vyv́ıjela kritéria, která
pro změnu tvoř́ı podmı́nku postačuj́ıćı pro nestabilitu. Hlavńım problémem je v̊ubec Lja-
punovovu funkci naj́ıt. Nejčastěji se Ljapunovova funkce hledá ve tvaru funkce udávaj́ıćı
celkovou energii systému nebo ve tvaru kvadratické formy, jak bude patrno z následuj́ıćıho
výkladu.

Na úvod výkladu se pokuśıme vyšetřit stabilitu jednoduchého mechanického systému,
aniž bychom řešili jeho rovnice.

Př́ıklad 4.45 Předpokládejme mechanický systém z obr. 4.64.Charakteristika třeńı i pru-
žiny je nelineárńı. Śıla třeńı je určena funkćı b(ẏ) a śıla pružiny funkćı k(y). Diferenciálńı
rovnice popisuj́ıćı systém je

d2y

dt2
+ b

(
dy

dt

)

+ k(y) = 0 (4.318)

Po zavedeńı stavových proměnných x1 = y,x2 = ẏ dostaneme stavové rovnice

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −k(x1)− b(x2)

(4.319)

Za předpokladu, že k(x1) 6= 0 pro x1 6= 0 a k(0) = b(0) = 0, má systém jediný
singulárńı bod (x1, x2) = (0, 0). Jestlǐze bude třeńı v systému nulové b(x2) = 0 dostaneme
pro směrové vektory tečen k trajektorii

dx2

dx1
= −k(x1)

x2
(4.320)
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b(ẏ)

m = 1kg

y

Obrázek 4.64: Mechanický tlumič

Stavový portrét pak m̊užeme sestavit metodou izoklin, nebo provést př́ımo výpočet trajek-
torie vyřešeńım diferenciálńı rovnice (4.320) metodou separace proměnných

x2
2

2
+

x1∫

0

k(x1)dx1 = konst (4.321)

Trajektorie tohoto systému jsou podobné jako na obr. 4.19, jejich konkrétńı tvar bude
záviset na pr̊uběhu funkce k(y).

Obrázek o trajektoríıch si v tomto př́ıpadě m̊užeme také udělat na základě energetických
úvah. Jelikož v systému neńı třeńı, nem̊uže u něj nastat ztráta energie a tak muśı být jeho
celková energie E(x1, x2) která na jeho stavu záviśı, konstantńı. Celková energie systému
je dána energíı kinetickou a potenciálńı. Kinetická energie je 1

2
x2
2, potenciálńı energie

je energie akumulovaná v pružině při jej́ım vychýleńı z rovnovážného stavu
x1∫

0

k(x1)dx1.

Celková energie systému tedy je

E(x1, x2) =
1

2
x2
2 +

x1∫

0

k(x1)dx1 = konst (4.322)

Trajektorie tohoto systému jsou tedy křivkami konstantńı energie. Muśı pak platit
dE

dt
= 0,

č́ımž dostáváme

dE

dt
= x2

dx2

dt
+ k(x1)

dx1

dt
= x2

[
dx2

dt
+ k(x1)

]

(4.323)

Po dosazeńı za
dx2

dt
dostaneme skutečně

dE

dt
= 0.

Předpokládejme nyńı existenci třeńı, kdy plat́ı x2b(x2) > 0 pro x2 6= 0. Trajektorie
systému m̊užeme źıskat obdobně jako v předchoźım př́ıpadě. Chceme-li ale vyšetřovat pouze
stabilitu, stač́ı nám jen odhadnout, jak se bude měnit energie systému. Je zřejmé, že
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x1

x2

c1 > c2 > c3
E = c1

E = c2

E = c3

Obrázek 4.65: Křivky konstantńı energie z př́ıkladu 4.45

v tomto př́ıpadě bude docházet ke ztrátě energie systému s časem. Změna energie v čase
je určena rovnićı (4.323). Po dosazeńı za ẋ2 do této rovnice dostaneme

dE

dt
= −x2b(x2) (4.324)

Podle našich předpoklad̊u je
dE

dt
< 0, vyjma x2 = 0. Znamená to, že každá trajektorie

muśı ve stavové rovině prob́ıhat tak, že energie systému bude klesat. Nakresĺıme-li si
do stavové roviny křivky konstantńı energie, muśı stavové trajektorie procházet tyto křivky
z vyšš́ı energetické úrovně na nǐzš́ı úroveň, vyjma př́ıpadu, kdy x2 = 0. Trajektorie,
která dospěla na čáru x2 = 0 by se mohla zastavit, energie systému se v tomto bodě
nemuśı měnit. Ale protože žádný bod na čáře x2 = 0 kromě bodu (x1, x2) = (0, 0),
neodpov́ıdá rovnovážnému stavu, nezastav́ı se na této čáře žádná trajektorie vyjma bodu
(x1, x2) = (0, 0). Představa, kterou si o trajektorii m̊užeme učinit, je zachycena na obr. 4.65.
Z tohoto rozboru je zřejmé, že všechny trajektorie směřuj́ı do počátku stavové roviny a tento
počátek je tedy stabilńı. Vyšetřili jsme tak stabilitu systému, anǐz jsme řešili jeho rovnice.

Rozbor, který jsme provedli v podstatě intuitivně objasňuje, že jestliže změna energie
fyzikálńıho systému je negativńı při libovolném stavu (vyjma jediného singulárńıho bodu),
pak úbytek energie bude prob́ıhat tak dlouho, dokud stav systému nedosáhne tohoto
singulárńıho bodu a t́ım i minimálńı energie. Souhlaśı to také s intuitivńım pojet́ım
stability. Jestliže se však snaž́ıme výše źıskanou ideu převést do konkrétńı matema-
tické metody, která by umožňovala zjǐst’ováńı stability, vzniká řada problémů. Jeden
z problémů je, jak určit energii systému, který je zadán v čistě matematické podobě
diferenciálńımi rovnicemi. Obecněǰśım aparátem jsou v takovém př́ıpadě Ljapunovovy
funkce, které v některých př́ıpadech mohou charakterizovat energii systému.

Předpokládejme t-invariantńı systém popsaný soustavou nelineárńıch diferenciálńıch
rovnic

dx

dt
= f(x) (4.325)
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který má jediný rovnovážný bod v počátku souřadnic a tedy plat́ı f(0) = 0.
Ljapunovova teorie předpokládá nalezeńı vhodné skalárńı funkce V (x) stavových pro-

měnných x, které jsou také proměnnými systému (4.325). Podle vlastnost́ı funkce V (x) a
jej́ı časové derivace vzhledem k systému (4.325) lze pak posuzovat stabilitu rovnovážného
stavu. Derivaci V (x) podle času označ́ıme W (x)

dV (x)

dt
= W (x) =

∂V

∂x1

dx1

dt
+

∂V

∂x2

dx2

dt
+ . . .+

∂V

∂xn

dxn

dt
(4.326)

Dosazeńım (4.325) do (4.326) dostaneme vztah pro W (x) plat́ıćı na libovolné trajektorii
systému

W (x) =
∂V

∂x1

f1(x) +
∂V

∂x2

f2(x) + . . .+
∂V

∂xn

fn(x) (4.327)

Označ́ıme-li

grad V (x) =

[
∂V

∂x1
;
∂V

∂x2
; . . . ;

∂V

∂xn

]T

(4.328)

můžeme W (x) zapsat také jako skalárńı součin gradientu a vektoru f(x)

W = 〈gradV (x); f(x)〉 = (gradV (x))T f(x) (4.329)

Definice 4.7 Ljapunovova funkce
Ljapunovova funkce je taková skalárńı funkce V (x), která splňuje následuj́ıćı podmı́nky

1. V (x) je spojitá a má spojité prvńı parciálńı derivace v dané oblasti Ω definované v
okoĺı počátku souřadnic vztahem ‖x‖ < a; a > 0

2. V (x) je v oblasti Ω pozitivně definitńı

3. W (x) je v oblasti Ω negativně definitńı př́ıpadně semidefinitńı

Připomeňme, že funkce F (x) se nazývá pozitivně definitńı v určité oblasti, jestliže ve
všech bodech této oblasti je stále kladná a jen v počátku je rovna nule, tedy F (x) > 0
pro x 6= 0 a F (0) = 0. F (x) je pozitivně semidefinitńı, jestliže F (x) ≥ 0 a je-li nulová i
pro nějaké x 6= 0. F (x) je indefinitńı, jestliže ve sledované oblasti měńı znaménko.

Jako Ljapunovovu funkci lze volit r̊uzné typy funkćı. Pro libovolnou skalárńı funkci
F (x) však neexistuje obecná metoda, pomoćı ńıž by bylo možno určit definitnost funkce.
To značně omezuje volbu vhodných Ljapunovových funkćı.

Př́ıklad 4.46 Uved’me několik př́ıklad̊u skalárńıch funkćı a určeme jejich definitnost
v n-rozměrném stavovém prostoru.

• V (x) = (x1 + x2)
2 + x2

3;n = 3 je pozitivně semidefinitńı, protože je pozitivńı všude
vyjma x1 = x2 = x3 = 0 a x1 = −x2; x3 = 0, kdy je nulová

• V (x) = x2
1 + x2

2;n = 2 je pozitivně definitńı, protože je pozitivńı všude vyjma bodu
0, kdy je nulová
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• V (x) = x2
1 + x2

2;n = 3 je pozitivně semidefinitńı, protože je pozitivńı všude vyjma
bodu x1 = x2 = 0 a x3 je libovolné, kdy je nulová

• V (x) =
n∑

j=1

n∑

i=1

qijxixj ; qij = qji je kvadratická forma, kterou m̊užeme vyjádřit jako

skalárńı součin 〈x;Qx〉, kde Q je matice koeficient̊u qij. Podle Sylvestrova teorému je
tato funkce pozitivně definitńı tehdy a jen tehdy, když všechny hlavńı subdeterminanty
matice Q jsou věťśı než 0

• funkce E(x1, x2) definovaná vztahem (4.322) je pozitivně definitńı

4.5.4 Věty o stabilitě

K hledáńı Ljapunovovy funkce se velmi často použ́ıvá kvadratická forma

V (x) =
n∑

j=1

n∑

i=1

qijxixj ; qij = qji (4.330)

Všimněme si, že Ljapunovova funkce v podstatě určitým zp̊usobem měř́ı
”
vzdálenost“

stavového vektoru od počátku stavového prostoru, a protože jej́ı derivace s časem muśı
být na každé trajektorii negativně semidefinitńı nebo dokonce negativně definitńı, nemůže
tato

”
vzdálenost“ r̊ust s časem. To pak vede k teorémům o stabilitě, které uvedeme v této

kapitole.

Věta 4.8 Teorém o lokálńı stabilitě
Jestlǐze m̊uže být pro systém popsaný stavovou rovnićı (4.325) nalezena taková Ljapu-

novova funkce, u které je W (x) negativně semidefinitńı, pak je počátek stavového prostoru
lokálně stabilńı.

Teorém o lokálńı stabilitě si objasńıme ve stavové rovině. Stavovou rovnici ẋ = f(x)
lze pak vyjádřit

dx1

dt
= f1(x1, x2)

dx2

dt
= f2(x1, x2)

(4.331)

Zvoĺıme funkci

V (x) = x2
1 + x2

2 (4.332)

Jej́ı derivace podle času je

W (x) =
dV

dt
= 2x1

dx1

dt
+ 2x2

dx2

dt
(4.333)

Po dosazeńı z (4.331) dostaneme

W (x) =
dV

dt
= 2x1f1(x1, x2) + 2x2f2(x1, x2) (4.334)
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v1 > v2

v2 > v3

kružnice V (x) = v = konst

vyhovuje
dV

dt
≤ 0

nevyhovuje
dV

dt
≤ 0

x1

x2

Obrázek 4.66: Objasněńı věty o lokálńı stabilitě

Hodnota V (x) je konstantńı na kružnićıch se středem v počátku obr. 4.66. Jestliže bude
W (x) negativně semidefinitńı, pak při postupu po libovolné stavové trajektorii ve směru
r̊ustu času muśıme přecházet na kružnice s menš́ı hodnotou V (x) nebo alespoň z̊ustat na
některé kružnici. V žádném př́ıpadě nemůžeme přecházet na kružnice s větš́ım V (x). Ta-
kový systém by tedy vyhovoval lokálńı definici stability a byl by lokálně stabilńı vzhledem
k počátku.

Vrat’me se nyńı k př́ıkladu 4.45. Pokusme se naj́ıt Ljapunovovu funkci ve formě energie
systému

V (x1, x2) = E(x1, x2) =
1

2
x2
2 +

x1∫

0

k(u)du (4.335)

Pro libovolnou reálnou pružinu plat́ı

x1∫

0

k(u)du

{
> 0 x1 6= 0
= 0 x1 = 0

(4.336)

a funkce V (x) je tedy pozitivně definitńı. Funkce W (x1, x2) je dána vztahem

W (x1, x2) = x2
dx2

dt
+ k(x1)

dx1

dt
= −x2b(x2) (4.337)

Jestliže bude b(x2) ≡ 0 ⇒ x2b(x2) = 0 , bude W (x1, x2) negativně semidefinitńı (je
nulová pro každé x1, x2) a systém je tedy lokálně stabilńı. Vid́ıme, že výsledek teorému
odpov́ıdá našim fyzikálńım představám o chováńı systému bez třeńı a definici lokálńı
stability. Jestliže bude b(x2) představovat jakoukoliv lichou funkci s vlastnost́ı x2b(x2) > 0
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+
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u(t) = 0 ∫∫

a

g()

ẋ2 = ÿ x2 = ẏ x1 = y

ax2

g(x1)

Obrázek 4.67: Nelineárńı regulačńı systém

při x2 6= 0, bude W (x1, x2) rovněž negativně semidefinitńı (W (x1, x2) = 0 pro x2 = 0 a
x1 6= 0) a systém je opět lokálně stabilńı (jde o systém, z kterého se energie ztráćı). To
opět odpov́ıdá našim představám, dokonce v́ıme, že takový systém je lokálně asymptoticky
stabilńı i globálně asymptoticky stabilńı.

Věta 4.9 Teorém o lokálńı asymptotické stabilitě
Jestlǐze m̊uže být pro systém popsaný stavovou rovnićı (4.325) nalezena taková Lja-

punovova funkce, u které je W (x) negativně definitńı, pak je počátek stavového prostoru
lokálně asymptoticky stabilńı.

Př́ıklad 4.47 Na obr. 4.67 je nakreslen systém druhého řádu s nelineárńı zpětnou vazbou.
Máme určit podmı́nky, jaké muśı zpětné vazby splňovat, aby byl systém při u(t) = 0
stabilńı. Stavové rovnice systému jsou

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −g(x1)− ax2

(4.338)

Předpokládáme, že g(x1) = 0 jen pro x1 = 0. Systém má tedy pouze jeden rovnovážný
stav x1 = x2 = 0. Vzhledem k tomu, že rovnice (4.338) jsou podobné rovnićım (4.319),
pokuśıme se naj́ıt Ljapunovovu funkci ve tvaru podobném (4.322)

V (x1, x2) =
x2
2

2
+

x1∫

0

g(u)du (4.339)

Jestlǐze bude mı́t g(u) tvar obdobný jako na obr. 4.68 silně vytažený pr̊uběh, tj. bude
platit ug(u) > 0 pro u 6= 0 a g(0) = 0, bude V (x1, x2) pozitivně definitńı. Odpov́ıdaj́ıćı
W (x1, x2) je

W (x1, x2) = x2
dx2

dt
+ g(x1)

dx1

dt
= −ax2

2 (4.340)

Tato funkce je negativně semidefinitńı pro a ≥ 0. Za těchto podmı́nek je tedy systém
lokálně stabilńı. Při a > 0 bude W (x1, x2) (vyjma čáry x2 = 0) negativně definitńı. Na
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této čáře je W (x1, x2) = 0 a pohyb systému (trajektorie) by na ńı mohl končit. Protože
však na této čáře nelež́ı vyjma bodu x1 = x2 = 0, žádný rovnovážný bod systému, nebude
na ńı končit žádná trajektorie a systém bude asymptoticky stabilńı, i když námi nalezená
Ljapunovova funkce neodpov́ıdá teorému o lokálńı asymptotické stabilitě. Intuitivně ćıt́ıme,
že systém bude dokonce globálně asymptoticky stabilńı. Poznamenejme ještě, že počátek
stavové roviny bude pro tento systém lokálně asymptoticky stabilńı, i když g(x1) bude mı́t
pr̊uběh zaznamenaný na obr. 4.68 čárkovaně, protože chováńı funkćı W (x) a V (x) z̊ustane
stejné pro dostatečně malé okoĺı kolem počátku 0. Čárkovaný pr̊uběh g(x1) však zp̊usob́ı,
že systém bude mı́t daľśı rovnovážné stavy, které nemuśı být stabilńı.

Věta 4.10 Teorém o globálńı asymptotické stabilitě
Jestlǐze m̊uže být pro systém popsaný stavovou rovnićı (4.325) nalezena taková Ljapu-

novova funkce, u které je oblast Ω = Rn (celý stavový prostor) a V (x) → ∞ pro ‖x‖ → ∞
a W (x) je negativně definitńı, pak je počátek stavového prostoru globálně asymptoticky
stabilńı.

Požadavek na neohraničený r̊ust Ljapunovovy funkce při r̊ustu vzdálenosti ‖x‖ od
počátku si můžeme intuitivně vysvětlit na př́ıkladu 4.45. V́ıme, že pro tento systém jsme
použ́ıvali Ljapunovovu funkci ve formě energie systému a čáry odpov́ıdaj́ıćı jej́ı konstantńı
hodnotě jsou určeny rovnićı

v(x1, x2) = E(x1, x2) =
x2
2

2
+

x1∫

0

k(u)du = c = konst (4.341)

Předpokládejme, že k(u) je takové, že člen
x1∫

0

k(u)du při r̊ustu x1 → ∞ neroste neo-

mezeně, ale jen na nějakou konečnou hodnotu c0 (pružina nemůže akumulovat nekonečné

u

g

Obrázek 4.68: Pr̊uběh nelineárńı funkce
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x1

x2

c1c2c3

c4

c5

c6

c1 < c2 < c3 < c4 < c5 < c6

Obrázek 4.69: Vysvětleńı teorému o globálńı stabilitě

množstv́ı energie). Jestliže c0 < c, nemuśı být čáry konstantńı energie uzavřené tak jako
na obr. 4.65, ale mohou mı́t tvar jako na obr. 4.69. V takovém př́ıpadě může být počátek
lokálně asymptoticky stabilńı, ale ne globálně stabilńı. Při dostatečně velkém xt0 může
totiž prob́ıhat ze stav̊u s velkou energíı ke stav̊um s nižš́ı energíı tak, že mine počátek
souřadnic. Podmı́nky teorému o globálńı stabilitě takovou možnost vylučuj́ı.

Př́ıklad 4.48 Následuj́ıćı rovnice popisuj́ı pohyb družice okolo hlavńıch os setrvačnosti
obr. 4.70

Jx

dωx

dt
− (Jy − Jz)ωyωz = Mx

Jy

dωy

dt
− (Jz − Jx)ωxωz = My

Jz

dωz

dt
− (Jx − Jy)ωxωy = Mz

(4.342)

kde Jx, Jy, Jz jsou momenty setrvačnosti družice kolem hlavńıch os, ωx, ωy, ωz jsou
úhlové rychlosti kolem hlavńıch os a Mx,My,Mz jsou vněǰśı krout́ıćı momenty kolem
hlavńıch os. Družice se m̊uže nevhodně otáčet kolem těchto hlavńıch os, a proto chceme
jej́ı pohyb stabilizovat tak, že vněǰśı momenty vyvolané raketovými motory učińıme závislé

x

y

z

Obrázek 4.70: Řı́zená družice
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na úhlových rychlostech podle rovnic

Mx = −kxωx

My = −kyωy

Mz = −kzωz

(4.343)

Otázka je, za jakých podmı́nek bude takový systém stabilńı. Stavové rovnice systému s uvá-
žeńım ř́ızeńı jsou

dωx

dt
=

1

Jx

[−kxωx + (Jy − Jz)ωyωz]

dωy

dt
=

1

Jy

[−kyωy + (Jz − Jx)ωxωz]

dωz

dt
=

1

Jz

[−kzωz + (Jx − Jy)ωxωy]

(4.344)

Rovnice jsou nelineárńı vzhledem k př́ıtomnosti násobeńı stavových veličin. Systém má
jediný rovnovážný stav ωx = ωy = ωz = 0. Rovnice (4.344) m̊užeme zapsat rovněž ve tvaru

dω

dt
= A(ω)ω (4.345)

kde

A(ω) =






−kx
Jx

Jy
Jx
ωz − Jz

Jx
ωy

−Jx
Jy
ωz −ky

Jy

Jz
Jy
ωx

Jx
Jz
ωy −Jy

Jz
ωx −kz

Jz




 , ω =





ωx

ωy

ωz



 (4.346)

Pro Ljapunovovu funkci zvoĺıme pozitivně definitńı kvadratickou formu, kterou m̊užeme
zapsat jako skalárńı součin ω a Qω

V (ω) = 〈ω,Qω〉 (4.347)

Zvoĺıme

Q =





J2
x 0 0
0 J2

y 0
0 0 J2

z



 (4.348)

a dostaneme

V (ω) = J2
xω

2
x + J2

yω
2
y + J2

zω
2
z (4.349)

Odpov́ıdaj́ıćı funkce W (ω) je

W (ω) =
dV

dt
=

〈
dω

dt
,Qω

〉

+

〈

ω,Q
dω

dt

〉

(4.350)



132 Řı́zeńı a regulace II

S využit́ım (4.345) dostaneme

W (ω) = 〈A(ω)ω,Qω〉+ 〈ω,QA(ω)ω〉 = [A(ω)ω]TQω + ωTQA(ω)ω =

= ωTAT (ω)Qω + ωTQA(ω)ω
(4.351)

Tuto rovnici lze také zapsat ve tvaru

W (ω) = 〈ω, [AT (ω)Q+QA(ω)]ω〉 = −〈ω,Pω〉 (4.352)

kde

P = −[AT (ω)Q+QA(ω)] (4.353)

Dosad́ıme-li z předchoźıch rovnic, dostaneme

P =





2kxJx 0 0
0 2kyJy 0
0 0 2kzJz



 (4.354)

Při pozitivńıch hodnotách kx, ky, kz bude tedy W (ω) negativně definitńı v celém sta-
vovém prostoru, a tak tedy bude i náš systém (družice plus navržený stabilizátor) globálně
asymptoticky stabilńı.

4.5.5 Volba Ljapunovovy funkce

V předchoźıch kapitolách jsme uvedli několik př́ıklad̊u, ve kterých jsme dokázali nalézt
Ljapunovovu funkci k vyšetřovaným systémům. Volba funkce byla provedena pouze na
základě analogie a zkušenost́ı. Neexistuje totiž jednoduchá a spolehlivá metoda, které
by umožnila stanovit vhodnou Ljapunovovu funkci k libovolnému nelineárńımu systému.
Volba Ljapunovovy funkce ve tvaru kvadratické formy obecně selhává a vyhov́ı jen ome-
zenému počtu speciálńıch př́ıpad̊u. Existuje řada metod pro generováńı Ljapunovovy
funkce, pro speciálńı rovnice dokonce i některé metody obecné. Jejich praktické použit́ı
je však poměrně obt́ıžné. V daľśım si všimneme jen některých metod, které lze prakticky
použ́ıt. Jednu z nich jsme již v předchoźıch kapitolách aplikovali. Byla to metoda vytvořeńı
Ljapunovovy funkce podle fyzikálńı energetické analogie. Tato metoda je vhodná pro
systémy nižš́ıho řádu.

Krasovského metoda

Pro systém popsaný rovnićı (4.325) lze nalézt Ljapunovovu funkci ve tvaru obecné
kvadratické formy

V (x) =

n∑

i=1

n∑

j=1

lijfifj = 〈f ;Lf〉 (4.355)

kde fi jsou obecné nelineárńı funkce z pravé strany rovnice (4.325). Symetrickou matici L
zvoĺıme tak, že bude pozitivně definitńı. Pak bude i V (x) pozitivně definitńı. Pro W (x)
plat́ı

W (x) =

〈
df

dt
;Lf

〉

+

〈

f ;L
df

dt

〉

(4.356)
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+

- -

+ ∫ ∫

f()

u = 0

ω2
0

x2 x1

Obrázek 4.71: Nelineárńı regulačńı systém

kde

df

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
(4.357)

a

∂f

∂x
=













∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
∂f2
∂xn

...
...

...
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . .
∂fn
∂xn













= J (4.358)

je Jacobián systému. Po dosazeńı (4.325),(4.357) a (4.358) do (4.356) dostaneme

W (x) = 〈Jf ;Lf〉+ 〈f ;LJf〉 = (Jf)TLf + fTLJf = fTJTLf + fTLJf =

= fT (JTL + LJ)f = fTTf = 〈f ;Tf〉
(4.359)

kde

T = JTL+ LJ (4.360)

Aby bylo W (x) negativně definitńı stač́ı, aby matice −T byla pozitivně definitńı, č́ımž
si zajist́ıme globálńı stabilitu systému. Z tohoto požadavku pak vyplyne, jaké podmı́nky
muśı parametry systému splňovat, aby bylo dosaženo globálńı stability. Problém si ob-
jasńıme př́ıkladem.

Př́ıklad 4.49 Pro systém z obr. 4.71 je třeba zjistit, jaké požadavky muśı splňovat neli-
nearita, aby byl systém globálně stabilńı.

Stavové rovnice sestav́ıme ve tvaru

dx1

dt
= x2 = f1(x1, x2)

dx2

dt
= −f(x2)− ω2

0x1 = f2(x1, x2)

(4.361)
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Aby byly splněny podmı́nky kladené na rovnici (4.325), muśı platit, že f(x) 6= 0 pro
x 6= 0 a f(0) = 0. Ljapunovovu funkci zvoĺıme podle (4.355)

V (x) = [f1f2]

[
l11
2

0
0 l22

2

] [
f1
f2

]

=
1

2
l11f

2
1 +

1

2
l22f

2
2 (4.362)

Po dosazeńı ze stavových rovnic dostaneme

V (x) =
1

2
l11x

2
2 +

1

2
l22[f(x2) + ω2

0x1]
2 (4.363)

W (x) =
dV (x)

dt
= l11x2

dx2

dt
+ l22[f(x2) + ω2

0x1]

[
df(x2)

dx2

dx2

dt
+ ω2

0

dx1

dt

]

= l11x2[−f(x2)− ω2
0x1] + l22[f(x2) + ω2

0x1]

[

−df(x2)

dx2
(f(x2) + ω2

0x1) + ω2
0x2

]

=

= (−l11 + l22ω
2
0)(f(x2) + ω2

0x1)x2 − l22
df(x2)

dx2
[f(x2) + ω2

0x1]
2

(4.364)

Zvoĺıme-li l11 = ω2
0 a l22 = 1, dostaneme

W (x) = −df(x2)

dx2
[f(x2) + ω2

0x1]
2 (4.365)

Postačuj́ıćı podmı́nkou pro globálńı stabilitu systému je, že W (x) je negativně definitńı
v celém stavovém prostoru. Je tedy třeba, aby platilo

df(x2)

dx2

> 0 (4.366)

pro libovolné x2. Lze však dokázat, že tento požadavek na f(x2) je zbytečně př́ısný, protože
lze nalézt jinými metodami i jiné Ljapunovovy funkce, podle kterých bude tento systém
stabilńı i při nesplněńı výše uvedené podmı́nky pro f(x2).

Metoda variabilńıho gradientu

V předchoźıch př́ıpadech byly Ljapunovovy funkce vhodně zvoleny. Různé teorémy
dokazuj́ı existenci Ljapunovových funkćı pro stabilńı systémy. Jde o to takovou funkci
nalézt. Jednou z metod, podle které lze vhodnou Ljapunovovu funkci vypoč́ıtat (tedy
určit jej́ı tvar, nejen koeficienty) je metoda variabilńıho gradientu.

Jestliže u systému existuje Ljapunovova funkce (skalárńı funkce vektorového argu-
mentu), muśı u něj existovat také gradient této funkce. (Volně řečeno je gradient V (x)
vektor, jehož

”
velikost“ udává změnu V (x) ve

”
směru“ tohoto vektoru.)

grad V (x) =
∂V

∂x1
e1 +

∂V

∂x2
e2 + . . .+

∂V

∂xn

en =













∂V

∂x1

∂V

∂x2
...

∂V

∂xn













(4.367)
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kde x1, x2, . . . , xn jsou souřadnice vektoru x v normálńı bázi e1, e2, . . . , en prostoru Rn.
Princip metody spoč́ıvá v tom, že podle určitého systému voĺıme gradient V (x), ze

kterého pak vypoč́ıtáme V (x). Z rovnice (4.329) v́ıme, že plat́ı

W (x) =
dV (x)

dt
= 〈gradV (x); f(x)〉 =

〈

gradV (x);
dx

dt

〉

(4.368)

a tedy

V (x) =

x∫

0

〈gradV ; dx〉 (4.369)

Tento vztah představuje křivkový integrál funkce W (x) z počátku do zvoleného bodu x

stavového prostoru. Aby bylo možné V (x) vypoč́ıtat jednoznačně, nesmı́ výsledek záviset
na zvolené cestě integrace. K tomu je nutné a postačuj́ıćı

∀i, j = 1, 2, . . . , n i 6= j
∂

∂xi

(
∂V

∂xj

)

=
∂

∂xj

(
∂V

∂xi

)

(4.370)

Při splněńı této podmı́nky si můžeme vybrat např. integračńı cestu postupně ve směru
jednotlivých vektor̊u báze

V (x) =

x1∫

0

∂v

∂x1

∣
∣
∣
∣
(u1,0,0,...,0)

du1+

x2∫

0

∂v

∂x2

∣
∣
∣
∣
(x1,u2,0,...,0)

du2+. . .+

xn∫

0

∂v

∂xn

∣
∣
∣
∣
(x1,x2,x3,...,un)

dun(4.371)

kde
∂v

∂xi

∣
∣
∣
∣
(x1,x2,...,xn)

udává hodnotu i-té souřadnice vektoru gradV (x) v bodě x o souřadnićıch

x1, x2, . . . , xn.
Nyńı přejděme k vlastńı volbě gradientu. Předpokládejme, že složky gradientu jsou ve

tvaru určeném rovnićı

grad V (x) = αx (4.372)

kde

α =








α11(x) α12(x) . . . α1n(x)
α21(x) α22(x) . . . α2n(x)

...
...

...
αn1(x) αn2(x) . . . αnn(x)








(4.373)

Gradient tedy obsahuje neurčité koeficienty, které jsou funkćı stavového vektoru. Je výhodné
jednotlivé koeficienty rozdělit na část konstantńı a část proměnnou, závisej́ıćı na x, t.j.

αij = αc
ij + αv

ij(x) (4.374)
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kde index c označuje konstantńı a index v proměnnou část. Dále je vhodné zvolit koefici-
enty αv

ii závislé pouze na složce xi stavového vektoru, všechny ostatńı složky vybrat tak,
aby nezáležely na složce xn a αnn = 1. Matice α má pak tvar

α =





αc
11 + αv

11(x1) αc
12 + αv

12(x1, x2, . . . , xn−1) . . . αc
1n + αv

1n(x1, x2, . . . , xn−1)
αc
21 + αv

21(x1, x2, . . . , xn−1) αc
22 + αv

22(x2) . . . αc
2n + αv

2n(x1, x2, . . . , xn−1)
...

...
...

αc
n1 + αv

n1(x1, x2, . . . , xn−1) αc
n2 + αv

n2(x1, x2, . . . , xn−1) . . . 1



 (4.375)

Jestliže tedy zvoĺıme matici α tak, jak bylo popsáno, je postup určeńı Ljapunovovy
funkce následuj́ıćı:

1. předpokládáme, že gradient je určen rovnićı (4.372)

2. urč́ıme W = 〈gradV (x); f〉

3. na základě podmı́nek nezávislosti na integračńı cestě (4.370) voĺıme neurčité koefi-
cienty tak, aby W byla alespoň negativně semidefinitńı

4. integraćı (4.371) urč́ıme funkci V (x) a stanov́ıme jej́ı definitnost

Postup si objasńıme na př́ıkladě

Př́ıklad 4.50 Máme určit Ljapunovovu funkci pro systém z př́ıkladu 4.47. Stavové rov-
nice systému jsou

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −g(x1)− ax2

(4.376)

Podle (4.372) a (4.375) gradient bude

grad V =

[
[αc

11 + αv
11(x1)]x1 + [αc

12 + αv
12(x1)]x2

[αc
12 + αv

12(x1)]x1 + x2

]

(4.377)

Funkce W (x) je podle (4.368)

W = {[αc
11 + αv

11(x1)]x1 + [αc
12 + αv

12(x1)]x2}x2+

+ {[αc
21 + αv

21(x1)]x1 + x2}{−g(x1)− ax2} =

=

[

αc
11 + αv

11(x1)− aαc
21 − aαv

21(x1)−
g(x1)

x1

]

x1x2−

− [αc
21 + αv

21(x1)]x1g(x1)− [a− αc
12 − αv

12(x1)]x
2
2

(4.378)

Podle (4.370) muśıme zaručit, že plat́ı

∂

∂x2

(
∂V

∂x1

)

= αc
12 + αv

12(x1) =
∂

∂x1

(
∂V

∂x2

)

= αc
21 +

∂

∂x1
[αv

21(x1)x1] (4.379)
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Zvolme αc
12 = αv

12 = αv
21 = αc

21 = 0. Tı́m dojde ke zjednodušeńı

gradV =

[
[αc

11 + αv
11(x1)]x1

x2

]

W =

[

αc
11 + αv

11(x1)−
g(x1)

x1

]

x1x2 − ax2
2

(4.380)

Daľśıho zjednodušeńı dosáhneme volbou αc
11 = 0, αv

11(x1) =
g(x1)
x1

gradV =

[
g(x1)
x2

]

W = −ax2
2

(4.381)

W je tedy negativně semidefinitńı při a > 0. Provedeme integraci podle (4.371)

V (x) =

x1∫

0

g(u1)du1 +

x2∫

0

u2du2 =

x1∫

0

g(u1)du1 +
x2
2

2
(4.382)

Pokud plat́ı g(u1)u1 > 0 pro u1 6= 0 a g(0) = 0 je V (x) pozitivně definitńı a je to tedy
Ljapunovova funkce. Obvod je tedy lokálně stabilńı.

4.5.6 Popovovo kritérium stability

+u = 0 e x y
f(e) F (p)

Obrázek 4.72: Základńı konfigurace regulačńıho
systému pro použit́ı Popovova kritéria stability

Popovovo kritérium je velmi
výhodné pro praxi, protože k vyšetřeńı
stability použ́ıvá běžně známých
frekvenčńıch charakteristik lineárńı
části systému. V základńı verzi je
možno Popovovo kritérium použ́ıt
pouze pro systémy, které maj́ı
konfiguraci uvedenou na obr. 4.72,
nebo mohou být na takovou konfi-
guraci převedeny. Kritérium je tedy použitelné pro neř́ızené
t-invariantńı systémy, které mohou být rozděleny na lineárńı část a nelineárńı část
popsanou funkčńım předpisem x = f(e). Nav́ıc muśı být splněny následuj́ıćı podmı́nky:
Pro nelinearitu muśı platit:

a) f(0) = 0 (4.383)

b) Má-li F (p) póly jen s negativńı reálnou část́ı (tzv. základńı př́ıpad), muśı nelinearita
splňovat podmı́nku

0 ≤ f(e)

e
≤ k, e 6= 0 (4.384)

To znamená, že převodńı charakteristika nelinearity může ležet kdekoliv v sektoru
ohraničeném osou úseček a př́ımkou o směrnici k, viz obr. 4.73.
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c) Má-li F (p) nějaké póly na imaginárńı ose a žádné póly s pozitivńı reálnou část́ı (tzv.
kritický př́ıpad), plat́ı pro nelinearitu podmı́nka

0 <
f(e)

e
≤ k, e 6= 0 (4.385)

Pro operátorový přenos F (p) muśı nav́ıc v kritickém př́ıpadě platit následuj́ıćı omezeńı.
Nahrad́ıme-li nelineárńı funkci f(e) lineárńı funkćı f(e) = δe, nesmı́ být uzavřená
smyčka z obr. 4.72 nestabilńı pro δ → 0+, tj. póly uzavřené smyčky muśı být pro malé
hodnoty δ v levé polorovině komplexńı roviny.

Za těchto podmı́nek můžeme formulovat následuj́ıćı teorém:

Věta 4.11 Popov̊uv teorém

Nelineárńı systém vyhovuj́ıćı výše uvedeným podmı́nkám je globálně asymptoticky sta-
bilńı tehdy, existuje-li libovolné reálné č́ıslo q takové, že nerovnost

ℜ{(1 + jωq)F (jω)}+ 1

k
> 0 (4.386)

kde F (jω) je frekvenčńı charakteristika lineárńı části systému a k je směrnice př́ımky
omezuj́ıćı nelinearitu, je splněna pro všechna ω ≥ 0.

Popov̊uv teorém představuje podmı́nku postačuj́ıćı pro globálńı asymptotickou stabi-
litu, jeho nesplněńı tedy neznamená nestabilitu systému. Podmı́nky Popovova teorému
zajǐst’uj́ı, že systém má jediný rovnovážný stav, při kterém e = 0. Platnost podmı́nky
(4.384) se obvykle zjǐst’uje graficky. Reálnou část z nerovnosti (4.384) můžeme upravit

ℜ{(1 + jωq)F (jω)} = ℜ{(1 + jωq)[ℜF (jω) + jℑF (jω)]} =

= ℜF (jω)− qωℑF (jω)
(4.387)

ke

e

f(e)

f(e)

Obrázek 4.73: Sektor, ve kterém se může nacházet nelinearita při použit́ı Popovova
kritéria stability
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Obrázek 4.74: Zjǐst’ováńı stabilita
podle Popovova kritéria

Označ́ıme-li

ℜF (jω) = X

ωℑF (jω) = Y
(4.388)

můžeme nerovnost (4.384) přepsat do tvaru

X − qY +
1

k
> 0 (4.389)

Změńıme-li v nerovnici (4.389) znaménko ne-
rovnosti na rovnost, dostáváme v souřadnićıch
X, Y rovnici tzv. Popovovy př́ımky

X − qY +
1

k
= 0 (4.390)

Tato př́ımka má směrnici 1
q
a vyt́ıná na ose X

úsek − 1
k
. Vyneseme-li nyńı do těchto souřadnic

pro určité ω bod o souřadnićıch X(ω), Y (ω)
podle rovnic (4.388) a bude-li tento bod ležet
vpravo od Popovovy př́ımky, pak pro toto ω bude zřejmě nerovnost (4.389), a tedy
i (4.384), splněna. Provedeme-li tento test pro všechna ω ≥ 0, dostaneme v rovině
X, Y hodograf, jehož parametrem bude ω. Ztotožńıme-li nyńı osu X resp. Y s reálnou
resp. imaginárńı osou, můžeme výše uvedený hodograf chápat jako jakousi modifikovanou
frekvenčńı charakteristiku, kterou označ́ıme F ∗(jω)

F ∗(jω) = ℜF (jω) + jωℑF (jω) (4.391)

Popov̊uv teorém pak můžeme formulovat následovně:

Věta 4.12 Nelineárńı systém vyhovuj́ıćı podmı́nkám Popovova kritéria je globálně asympto-
ticky stabilńı tehdy, jestlǐze lze bodem − 1

k
na reálné ose vést př́ımku tak, že modifikovaná

frekvenčńı charakteristika F ∗(jω) lež́ı pro všechna ω ≥ 0 napravo od této př́ımky, viz.
obr. 4.74.

Př́ıklad 4.51 Na obr. 4.75 je nakreslen reléový regulačńı obvod. Je zapotřeb́ı stanovit,
jaké podmı́nky muśı splňovat nelinearita, aby systém byl globálně asymptoticky stabilńı
při nulovém vstupńım signálu.

Modifikovaná frekvenčńı charakteristika systému je určena výrazem F ∗(jω), u kterého
plat́ı

ℜF ∗(jω) = ℜF (jω) =
1− 0,17ω2

(1 + 0,25ω2)(1 + 0,04ω2)(1 + 0,01ω2)

ℑF ∗(jω) = ωℑF (jω) =
−0,8ω2 + 0,01ω4

(1 + 0,25ω2)(1 + 0,04ω2)(1 + 0,01ω2)

(4.392)

Náčrt modifikované frekvenčńı charakteristiky je uveden na obr. 4.76. Z rovnice
ℑF ∗(jω) = 0 dostáváme ω = 8,94, po dosazeńı této frekvence do ℜF ∗(jω) dostáváme
a = ℜF ∗(j8,94) = −0,08 = − 1

k
. Tedy k = 12,5. Aby byl systém globálně asymptoticky

stabilńı, stač́ı, aby nelinearita splňovala podmı́nku M
m

≤ 12,5. Nesplněńı této podmı́nky
však neznamená, že by systém musel být nutně nestabilńı.
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1
(0,5p+1)(0,2p+1)(0,1p+1)

u = 0 e y

Obrázek 4.75: Regulačńı obvod z př́ıkladu 4.51

Obrázek 4.76: Modifikovaná frekvenčńı charakteristika systému z př́ıkladu 4.51

K použit́ı Popovova kritéria je zapotřeb́ı systém upravit tak, aby vyhovoval podmı́nkám
kritéria. K tomu se často použ́ıvá jednoduché transformačńı techniky, která převede
systém do tvaru použitelného pro Popovovo kritérium.

Transformace posouvaj́ıćı póly

Systém na obr. 4.72 může být upraven podle obr. 4.77. Provedenou úpravou se neměńı
jeho vlastnosti, změńı se však operátorový přenos lineárńı části

Fa(p) =
F (p)

1 + aF (p)
(4.393)

a změńı se i nelinearita, pro kterou plat́ı

xa = f(e)− ae = fa(e) (4.394)

Jestliže p̊uvodńı nelinearita byla v sektoru omezeném př́ımkami se směrnicemi k1 a k2,
bude nová nelinearita v sektoru omezeném př́ımkami se směrnicemi k1 − a a k2 − a.

Transformace měńıćı tvar nelinearity

Systém z obr. 4.72 může být upraven podle obr. 4.78, aniž by se změnilo jeho chováńı.
Tato transformace změńı tvar nelinearity, ale pokud je F (p) racionálńı lomená funkce,
neměńı se jej́ı póly. Výslednou nelinearitu fc(e) źıskáme řešeńım rovnice

xc = f(e− xcc) (4.395)
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u = 0 e x xa
f(e) F (p)

aa

Obrázek 4.77: Transformace pól̊u

u = 0 e ec xc
f(ec) F (p)

cc

Obrázek 4.78: Transformace nelinearity

Lineárńı část má operátorový přenos

Fc(p) = F (p)− c (4.396)

Je-li p̊uvodńı nelinearita uvnitř sektoru omezeného př́ımkami se směrnicemi a a b, bude
transformovaná nelinearita uvnitř sektoru se směrnicemi a

1+ac
a b

1+bc
.

4.5.7 Věty o nestabilitě

Všechny dosud diskutované metody poskytovaly možnost ověřit, zda je splněna pod-
mı́nka postačuj́ıćı k dosažeńı stability. Nesplněńı nalezené podmı́nky pak automaticky
neznamená nestabilitu systému. V některých př́ıpadech je naopak užitečné ověřit za jakých
podmı́nek bude systém nestabilńı. Uvedeme proto nyńı ve stručnosti základńı metody pro
vyšetřeńı nestability.

Věta 4.13 Četajevova věta o nestabilitě
Necht’ systém (4.325) má rovnovážný stav v počátku stavového prostoru a necht’ funkce
V (x) má spojitou prvńı derivaci a plat́ı

• V (0) = 0

• pro libovolně malé ε > 0 existuje bod x takový, že ‖x‖ < ε a V (x) > 0

• existuje takové δ-okoĺı počátku souřadnic Bδ = {x ∈ R
n|‖x‖ ≤ δ}, že pro každé

x ∈ U, kde U = {x ∈ Bδ|V (x) > 0}, plat́ı dV (x)

dt
> 0
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Pak je rovnovážný bod v počátku stavového prostoru nestabilńı.

Př́ıklad 4.52 Předpokládejme systém popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x1 + g1(x1, x2)

dx2

dt
= −x2 + g2(x1, x2)

(4.397)

kde nelineárńı funkce g1, g2 splňuj́ı podmı́nku

|g1(x1, x2)| ≤ k(x2
1 + x2

2)

|g2(x1, x2)| ≤ k(x2
1 + x2

2)
(4.398)

na oblasti D zahrnuj́ıćı počátek stavové roviny. Je zřejmé, že systém má rovnovážný bod
v počátku stavové roviny. Chceme zjistit, zda je tento rovnovážný bod stabilńı.

Zvolme funkci

V (x) =
1

2
(x2

1 − x2
2) (4.399)

Pro x2 = 0 je V (x) > 0 libovolně bĺızko počátku. Derivace funkce V na stavové trajektorii
je

dV (x)

dt
= x1

dx1

dt
− x2

dx2

dt
= x2

1 + x2
2 + x1g1(x1, x2)− x2g2(x1, x2) (4.400)

Velikost členu x1g1(x1, x2)− x2g2(x1, x2) splňuje nerovnost

|x1g1(x1, x2)− x2g2(x1, x2)| ≤ |x1g1(x1, x2)|+ |x2g2(x1, x2)| ≤
≤ (|x1|+ |x2|)k(x2

1 + x2
2) ≤ 2k(x2

1 + x2
2)

3
2

(4.401)

a proto

dV (x)

dt
≥ x2

1 + x2
2 − 2k(x2

1 + x2
2)

3
2 = (x2

1 + x2
2)

(

1− 2k
√

x2
1 + x2

2

)

(4.402)

Je zřejmé, že zvoĺıme-li δ takové, že Bδ ⊂ D a δ < 1
2k

budou podmı́nky věty 4.13
splněny a rovnovážný bod je tedy nestabilńı.

Věta 4.14 Prvńı Ljapunovova věta o nestabilitě
Necht’ systém (4.325) má rovnovážný stav v počátku stavového prostoru. Jestlǐze existuje
spojitá funkce V (x) se spojitou prvńı derivaćı taková, že v oblasti D zahrnuj́ıćı počátek
plat́ı

• V (0) = 0

• dV (x)

dt
je pozitivně definitńı

• V (x) neńı negativně definitńı nebo semidefinitńı v libovolně malém ε okoĺı počátku
stavového prostoru
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pak je rovnovážný bod v počátku stavového prostoru nestabilńı.

Př́ıklad 4.53 Předpokládejme systém popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2 + x1(x

2
1 + x4

2)

dx2

dt
= −x1 + x2(x

2
1 + x4

2)

(4.403)

Chceme zjistit, zda je rovnovážný bod (0, 0) stabilńı.
Pokud provedeme linearizaci kolem rovnovážného stavu (0, 0), dostaneme

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1

(4.404)

Vlastńı č́ısla systému jsou ±j a o stabilitě nelze tedy rozhodnout na základě linearizace.
Zvolme funkci

V (x) = x2
1 + x2

2 (4.405)

Jej́ı derivace je

dV (x)

dt
= 2x1

dx1

dt
+ 2x2

dx2

dt
= 2(x2

1 + x2
2)(x

2
1 + x4

2) (4.406)

Je zřejmé, že V (x) i V̇ (x) je pozitivně definitńı. Jsou tedy splněny podmı́nky věty 4.14 a
rovnovážný stav systému je nestabilńı.

Věta 4.15 Druhá Ljapunovova věta o nestabilitě
Necht’ systém (4.325) má rovnovážný stav v počátku stavového prostoru. Jestlǐze existuje
spojitá funkce V (x) se spojitou prvńı derivaćı taková, že v oblasti D zahrnuj́ıćı počátek
plat́ı

• V (0) = 0

• dV (x)

dt
= λV (x) +W (x), kde λ > 0 a W (x) je pozitivně semidefinitńı

• V (x) neńı negativně definitńı nebo semidefinitńı v libovolně malém ε okoĺı počátku
stavového prostoru

pak je rovnovážný bod v počátku stavového prostoru nestabilńı.

Př́ıklad 4.54 Uvažujme systém popsaný rovnicemi

dx1

dt
= x1 + 2x2 + x1x

2
2

dx2

dt
= 2x1 + x2 − x2

1x2

(4.407)



144 Řı́zeńı a regulace II

Chceme zjistit, zda je rovnovážný stav (0, 0) stabilńı.
Zvoĺıme

V (x) = x2
1 − x2

2 (4.408)

Tato funkce neńı sice pozitivně definitńı, avšak neńı ani negativně definitńı na libovolně
malém okoĺı počátku stavového prostoru (m̊uže nabývat kladných hodnot např. pro x2 = 0)
Jej́ı derivace je

dV (x)

dt
= 2x1

dx1

dt
− 2x2

dx2

dt
= 2x2

1 − 2x2
2 + 4x2

1x
2
2 = 2V (x) + 4x2

1x
2
2 (4.409)

Vzhledem k tomu, že výraz 4x2
1x

2
2 je pozitivně semidefinitńı, jsou splněny podmı́nky věty

4.15 a rovnovážný bod je nestabilńı.

4.5.8 Shrnut́ı kapitoly 4.5

Stabilita nelineárńıch systémů je mnohem komplikovaněǰśı pojem, než v př́ıpadě li-
neárńıch systémů. Uvedli jsme několik definic stability, které se všechny použ́ıvaj́ı v prak-
tických př́ıpadech. Dle uvedených definic lze často za stabilńı považovat i takové chováńı
systému, které odpov́ıdá mezńımu cyklu. Základńı metodou vyšetřováńı stability ne-
lineárńıch systémů je použit́ı Ljapunovovy funkce. Jej́ı volba neńı často jednoduchá avšak
v řadě př́ıpad̊u lze využ́ıt volby Ljapunovovy funkce na základě sledováńı energetické
bilance systému. Ljapunovova metoda pak umožňuje určit postačuj́ıćı podmı́nky pro
dosažeńı stability nelineárńıho systému.

4.5.9 Kontrolńı otázky pro kapitolu 4.5

1. Jaký je rozd́ıl mezi prvńı a druhou Ljapunovovu metodou?

2. Jaké požadavky muśı splňovat Ljapunovova funkce?

3. Pokud se nám nepodař́ı naj́ıt vhodnou Ljapunovovu funkci, znamená to, že je systém
nestabilńı?

4. Může být systém, který nemá rovnovážný stav asymptoticky stabilńı?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

4.5.10 Řešené př́ıklady pro kapitolu 4.5

Př́ıklad 4.55 V př́ıkladě 4.6 jsme se zabývali výpočtem rovnovážných stav̊u obvodu s
tunelovou diodou. Nyńı urč́ıme, zda jsou rovnovážné stavy systému stabilńı. Pokud budeme
uvažovat aproximaci voltampérové charakteristiky tunelové diody

h(uC) = [17,76uC − 103,79u2
C + 229,62u3

C − 226,31u4
C + 83,72u5

C]10
−3 (4.410)

kde uD = uC (obr. 4.4) a daľśı parametry obvodu jsou U = 1,2V , R = 1,5kΩ, C = 2pF a
L = 5µH, urč́ıme rovnovážné stavy numerickým řešeńım rovnice (4.28). Fyzikálńı význam
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maj́ı pouze reálné hodnoty uC0. Po dosazeńı do vztahu (4.27) pak dostaneme př́ıslušné
hodnoty proudu v rovnovážném stavu iL0. Rovnovážné stavy tedy jsou

x0 = {(uC0; iL0)} = {(0,063; 0,758 · 10−3), (0,285; 0,61 · 10−3), (0,884; 0,21 · 10−3)} (4.411)

Stabilitu urč́ıme prvńı Ljapunovovou metodou. Budeme tedy vycházet z linearizace systému
v okoĺı jednotlivých rovnovážných stav̊u. Linearizaci jsme jǐz vypočetli během př́ıkladu 4.12,
kde jsme źıskali matici systému pro lineárńı náhradu ve tvaru

A =







∂f1
∂uC

∂f1
∂iL

∂f2
∂uC

∂f2
∂iL







uC0,iL0

=




−0,5 · 1012dh(uC)

duC

0,5 · 1012

−0,2 · 106 −0,3 · 109





uC0

=

= 105




−5 · 106dh(uC)

duC

5 · 106

−2 −3000





uC0

(4.412)

kde

dh(uC)

duC

= [17,76− 207,58uC + 688,86u2
C − 905,24u3

C + 418,6u4
C]10

−3 (4.413)

Pro posouzeńı stability vypočteme vlastńı č́ısla lineárńı náhrady v každém z rovnovážných
stav̊u

uC01 = 0,063 A = 105

[

−35984 5 · 106

−2 −3000

]

λ11 = −3,57 λ21 = −0,33

uC02 = 0,285 A = 105

[

18207 5 · 106

−2 −3000

]

λ12 = 1,77 λ22 = −0,25

uC03 = 0,884 A = 105

[

−14274 5 · 106

−2 −3000

]

λ13 = −1,33 λ23 = −0,4

(4.414)

Vid́ıme, že lineárńı náhrada je v prvńım a třet́ım př́ıpadě stabilńı (vlastńı č́ısla matice
systému jsou v levé polorovině), zat́ımco v druhém př́ıpadě je náhrada nestabilńı. Na
základě prvńı Ljapunovovy metody lze tedy ř́ıci, že v okoĺı rovnovážných stav̊u (0,063; 0,758·
10−3) a (0,884; 0,21 · 10−3) je systém lokálně asymptoticky stabilńı, zat́ımco v okoĺı rov-
novážného stavu (0,285; 0,61 · 10−3) neńı lokálně asymptoticky stabilńı. U řešeného ob-
vodu se zjǐstěné vlastnosti prakticky využ́ıvá – jedná se o bistabilńı obvod, jehož stav lze
ř́ıdit pulsy napět́ı U . Pokud zvýš́ıme ř́ıdićı napět́ı U o dostatečně velkou hodnotu ∆U
(obr. 4.79), dojde k přechodu do stavu x03. Podmı́nkou je, že změna ř́ıdićıho napět́ı trvá
po dostatečně dlouhou dobu. Jestlǐze ř́ıdićı napět́ı naopak na okamžik sńı̌źıme hodnotu
∆U , přejde systém do stavu x01. V dosažených stavech pak setrvá, i když se ř́ıdićı napět́ı
vrát́ı zpět na p̊uvodńı hodnotu. Této vlastnosti bylo dř́ıve už́ıváno v pamět’ových obvodech.
Časový pr̊uběh napět́ı na diodě je pak zobrazen na obr. 4.80.
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Obrázek 4.79: Charakteristika bistabilńıho obvodu s tunelovou diodou
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Obrázek 4.80: Napět́ı na tunelové diodě během přechodu mezi rovnovážnými stavy

Př́ıklad 4.56 Předpokládejme nelineárńı dynamický systém popsaný stavovými rovni-
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u = 0 y
1

(p−1)(p+2)(p+3)

e

f(e)

Obrázek 4.81: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.57

cemi

dx1

dt
= −6x1 + 2x2

dx2

dt
= 2x1 − 6x2 − 2x3

2

(4.415)

Systém má rovnovážný stav v počátku stavové roviny. Chceme určit, zda je tento rov-
novážný stav stabilńı. Pro nalezeńı Ljapunovovy funkce použijeme Krasovského metodu.
Jacobiho matice systému je

J =







∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2






=

[
−6 2
2 −6 − 6x2

2

]

(4.416)

Pokud zvoĺıme matici L jako jednotkovou dostaneme

T = JTL+ LJ =

[
−12 4
4 −12− 12x2

2

]

(4.417)

Na základě Sylvestrova kritéria je zřejmé, že matice T je negativně definitńı pro libovolnou
hodnotu x2. Podle Krasovského metody m̊užeme tedy Ljapunovovu funkci zvolit jako

V (x) = 〈f ;Lf〉 = fT f = (−6x1 + 2x2)
2 + (2x1 − 6x2 − 2x3

2)
2 (4.418)

Nalezli jsme tedy pozitivně definitńı Ljapunovovu funkci, jej́ı̌z časová derivace je na základě
Krasovského metody negativně definitńı, a vzhledem k tomu, že lim

‖x‖→∞
V (x) = ∞, je

rovnovážný stav v počátku stavové roviny globálně asymptoticky stabilńı.

Př́ıklad 4.57 Na obr. 4.81 je zakresleno blokové schema nelineárńıho systému. Chceme
určit, jaké postačuj́ıćı podmı́nky muśı splňovat nelinearita f(e), aby bylo dosaženo globálńı
asymptotické stability.

Pro ověřeńı stability použijeme Popovovo kritérium. Vzhledem k tomu, že lineárńı část
systému

F (p) =
1

(p− 1)(p+ 2)(p+ 3)
(4.419)
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Obrázek 4.82: Modifikovaná frekvenčńı charakteristika F ∗
a (jω) systému z př́ıkladu 4.57

je nestabilńı, nelze Popovovo kritérium použ́ıt př́ımo. Systém nejdř́ıve uprav́ıme transfor-
maćı posouvaj́ıćı póly systému

Fa(p) =
F (p)

1 + aF (p)
=

1

(p− 1)(p+ 2)(p+ 3) + a
=

1

p3 + 4p2 + p− 6 + a
(4.420)

Př́ıpustné hodnoty parametru a snadno urč́ıme pomoćı Hurwitzova kritéria stability

H =

[
4 1

a− 6 1

]

D1 = 4 D2 = 10− a

(4.421)

Vid́ıme, že přenos Fa(p) bude stabilńı pro 6 < a < 10. Zvoĺıme-li a = 6 dostaneme systém
na mezi stability

Fa(p) =
1

p(p2 + 4p+ 1)
(4.422)

Modifikovaná frekvenčńı charakteristika F ∗
a (jω) je zakreslena na obr. 4.82, přičemž Po-

povova př́ımka je vykreslena čárkovaně. Polohu pr̊useč́ıku urč́ıme z rovnice

ℑF ∗
a (jω) =

ω2 − 1

ω4 + 14ω2 + 1
= 0 (4.423)
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odkud dostaneme ω = 1. Dosazeńım do reálné části modifikované frekvenčńı charakteris-
tiky pak źıskáme

ℜF ∗
a (jω)ω=1 =

( −4

ω4 + 14ω2 + 1

)

ω=1

= −0,25 = −1

k
(4.424)

Aby byl tedy systém stabilńı, muśı platit, že modifikovaná nelinearita fa(e) se muśı nacházet

v sektoru 0 < fa(e)
e

≤ 4. Protože jsme uvažovali hodnotu parametru a = 6, muśı pro
p̊uvodńı nelinearitu platit

6 <
f(e)

e
≤ 10 (4.425)

4.5.11 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 4.5

Př́ıklad 4.58 Pro systém uvedený na blokovém schématu obr. 4.83 určete maximálńı
možnou hodnotu M , tak aby systém byl globálně asymptoticky stabilńı.

u = 0 y

1

M 1
p(p3+p2+2p+1)

Obrázek 4.83: Blokové schema systému z př́ıkladu 4.58

Př́ıklad 4.59 Systém je popsán rovnićı

dx

dt
= ax+ bx5 (4.426)

Pomoćı prvńı Ljapunovovy metody rozhodněte, pro jaké hodnoty parametru a je rov-
novážný stav x = 0 lokálně asymptoticky stabilńı.

Př́ıklad 4.60 Metodou variabilńıho gradientu rozhodněte, zda je systém

dx1

dt
= −2x1

dx2

dt
= −2x2 + 2x1x

2
2

(4.427)

stabilńı v okoĺı rovnovážného stavu x1 = x2 = 0.
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5 Ř́ızeńı nelineárńıch systémů

5.1 Ř́ızeńı v okoĺı zvoleného pracovńıho bodu

5.1.1 Motivace

Během kurzu Regulace a ř́ızeńı I byla diskutována řada metod pro návrh regulátoru pro
lineárńı systém. Tyto metody nemohou být použity př́ımo pro návrh ř́ızeńı nelineárńıch
systémů. V řadě př́ıpad̊u však budeme řešit takové úlohy, kde regulace má prob́ıhat
v bĺızkosti zvoleného pracovńıho bodu. Nab́ıźı se tedy možnost náhrady nelineárńıho
systému jeho přibližnou lineárńı aproximaćı, která bude platit v okoĺı pracovńıho bodu.
Pro tuto lineárńı náhradu lze pak obvykle snadno naj́ıt vhodný regulátor metodami
známými z teorie lineárńıch systémů.

5.1.2 Lineárńı ř́ızeńı v okoĺı pracovńıho bodu

V kapitole 4.2 jsme ukázali, že lze za podmı́nky, že je možné rozvinout funkce na
pravé straně stavových rovnic do Taylorovy řady, poměrně lehce naj́ıt lineárńı náhradu
systému, platnou v okoĺı zvoleného pracovńıho bodu. Za pracovńı bod obvykle voĺıme
rovnovážný stav regulačńıho obvodu, který odpov́ıdá aktuálńı žádané hodnotě. Pokud
budeme předpokládat, že se stav systému bude pohybovat pouze v bĺızkosti zvoleného
pracovńıho bodu. Možný návrh regulátoru si ukážeme na jednoduchém př́ıkladě.

u

x

Obrázek 5.1: Schema systému k výkladu návrhu regulátoru pro linearizovaný systém

Př́ıklad 5.1 Pokuśıme se navrhnout regulátor pro ř́ızeńı systému, který je zobrazen na
obr. 5.1. Řı́zený systém m̊užeme popsat rovnićı

dx

dt
=

1

β(x)

(

u− c
√
2x

)

= f(x, u) (5.1)

kde x odpov́ıdá výšce hladiny v nádrži, β(x) je pr̊uřez nádrže ve výšce x a c představuje
konstantu danou t́ıhovým zrychleńım a pr̊uřezem a hydraulickým odporem odtokového
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potrub́ı. Chceme vytvořit regulátor, který zajist́ı, že hodnota x bude sledovat referenci xr.
Pokud má žádaná výška hladiny hodnotu xr = α, měl by mı́t systém rovnovážný stav
x0 = α. Hodnotu ř́ızeńı v pracovńım bodě u0 pak urč́ıme z

0 =
1

β(x0)

(
u0 − c

√
2x0

)
=

1

β(α)

(

u0 − c
√
2α

)

(5.2)

a tedy

u0 = c
√
2α (5.3)

Nyńı provedeme linearizaci systému (5.1) v okoĺı pracovńıho bodu x0 = α, u0 = c
√
2α,

č́ımž dostaneme lineárńı systém

d∆x

dt
= a(α)∆x+ b(α)∆u (5.4)

kde ∆x = x− α ∆u = u− c
√
2α a

a(α) =
∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
x=α,u=c

√
2α

=

[
1

β(x)

−c√
2x

− β ′(x)

β2(x)

(

u− c
√
2x

)]

x=α,u=c
√
2α

= − c
√
2α

2αβ(α)

b(α) =
∂f

∂u

∣
∣
∣
∣
x=α,u=c

√
2α

=
1

β(x)

∣
∣
∣
∣
x=α

=
1

β(α)

(5.5)

Pokud budeme považovat veličinu x za výstup systému, m̊užeme jeho chováńı v bĺızkosti
pracovńıho bodu popsat operátorovým přenosem

FS(p) =
∆X(p)

∆U(p)
=

b(α)

p− a(α)
=

1

p+ c√
2α

(5.6)

Pro tento přenos m̊užeme navrhnout např. PI regulátor.

Pokud provedeme návrh regulátoru pro linearizovaný systém jako v předchoźım př́ıkladu,
muśıme zvážit dvě možnosti:

a) navrhnete pevný regulátor pro jeden pracovńı bod – je zřejmé, že regulátor bude
správně pracovat jen v bĺızkosti zvoleného pracovńıho bodu, což je vhodné jen v apli-
kaćıch, kde nepředpokládáme změny žádané hodnoty. Pokud dojde ke změně žádané
hodnoty a t́ım i pracovńıho bodu, neńı možné garantovat zachováńı dynamických
vlastnost́ı regulačńıho obvodu a v některých př́ıpadech i stability.

b) použijeme regulátor parametrizovaný podle polohy pracovńıho bodu, který se může
měnit – regulátor se bude přizp̊usobovat změnám pracovńıho bodu, č́ımž lze zajistit
stejné dynamické vlastnosti regulačńıho obvodu pro r̊uzné velikosti žádané hodnoty. V
závislosti na pracovńım bodu měńıme ześıleńı regulátoru, proto tato metoda bývá v
literatuře označována jako

”
gain–scheduling“.

Postup si opět ukážeme na př́ıkladě.
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Př́ıklad 5.2 Předpokládejme, že pro ř́ızeńı systému z př́ıkladu 5.1 použijeme PI regulátor
popsaný stavovými rovnicemi

dσ

dt
= e

∆u = k1e + k2σ
(5.7)

kde

e = xr − x = α− x = −∆x (5.8)

Přenos regulátoru tedy je

FR(p) = k1 + k2
1

p
(5.9)

zat́ımco přenos soustavy je dán vztahem (5.6). Přenos uzavřené smyčky bude

F (p) =
FR(p)FS(p)

1 + FR(p)FS(p)
=

k1bp + k2b

p2 + p(−a + k1b) + k2b
(5.10)

Předpokládejme požadovaný tvar jmenovatele přenosu

p2 + 2ξω0p+ ω2
0 ω2

0 > 0 0 < ξ < 1 (5.11)

Porovnáńım koeficient̊u dostaneme

k1(α) =
2ξω0 + a(α)

b(α)
k2(α) =

ω2
0

b(α)
(5.12)

Konstanty regulátoru se tedy měńı v závislosti na žádané hodnotě xr = α. Popis regulátoru

FR(p) = k1(α) + k2(α)
1

p
k1(α) =

2ξω0 + a(α)

b(α)
k2(α) =

ω2
0

b(α)
(5.13)

snadno uprav́ıme do tvaru

FR(p) = k(α)

(

1 +
1

T (α)p

)

k(α) =
2ξω0 + a(α)

b(α)
T (α) =

2ξω0 + a(α)

ω2
0

(5.14)

Pro jednoduchost budeme dále předpokládat, že budeme požadovat málo kmitavý a rychlý
přechodový děj, a tedy že |a(α)| ≪ 2ξω0. Pak dostaneme

k(α) ≈ 2ξω0

b(α)
= 2ξω0β(α) T (α) ≈ 2ξω0

ω2
0

=
2ξ

ω0

(5.15)

Měńıme tedy jen jeden parametr k(α) v závislosti na žádané hodnotě α a přenos regulátoru
bude

FR(p) = 2ξω0β(α)

(

1 +
ω0

2ξ

1

p

)

=
2ξω0β(α)p+ ω2

0β(α)

p
(5.16)
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Přenos uzavřené smyčky vypočtený spojeńım lineárńıho regulátoru s linearizovanou sou-
stavou ve zpětnovazebńım zapojeńı je

F (p) =
FRFS

1 + FRFS

=
b(α) (2ξω0β(α)p+ ω2

0β(α))

p2 + p(b(α)β(α)2ξω0 − a(α)) + b(α)β(α)ω2
0

=

=
2ξω0p+ ω2

0

p2 + p(2ξω0 − a(α)) + ω2
0

(5.17)

V tomto okamžiku se zdá, že jsme našli vhodné řešeńı. Pokusme se však zkontrolovat,
jaké bude chováńı p̊uvodńıho nelineárńıho systému (5.1) ř́ızeného navrženým regulátorem
(5.16). Stavové rovnice systému s regulátorem jsou

dx

dt
=

1

β(x)

(

k(xr)

(

xr − x+
1

T
σ

)

− c
√
2x

)

dσ

dt
= xr − x

(5.18)

kde xr je vstup a x výstup systému. Rovnovážný stav při xr = α je x0 = α a σ0 =
c
√
2α

ω2
0β(α)

.

Provedeme linearizaci systému (5.18) kolem rovnovážného stavu (x0, σ0)





d∆x

dt
d∆σ

dt




 =

[
a(α)− 2ξωn ω2

n

−1 0

] [
∆x
∆σ

]

+

[
2ξω0 + γ(α)

1

]

∆xr

∆y = [1 0]

[
∆x
∆σ

]

γ(α) =

dk(xr)

dxr

∣
∣
∣
∣
xr=α

σ0(α)

Tβ(α)

(5.19)

Operátorový přenos systému vypočteme ze vztahu

F (p) =

[
1

det(pI−A)
C adj(pI−A)B+D

]

=
(2ξω0 + γ(α))p+ ω2

0

p2 + p(2ξω0 − a(α)) + ω2
0

(5.20)

Vid́ıme, že operátorový přenos uzavřené smyčky odpov́ıdaj́ıćı ř́ızeńı linearizovaného
(5.17) a p̊uvodńıho nelineárńıho systému (5.20) v okoĺı pracovńıho bodu se lǐśı. Skutečné
chováńı regulačńıho obvodu bude tedy jiné, než bylo předpokládáno během návrhu re-
gulátoru. Pokud nám postačuje, že z̊ustalo zachováno umı́stěńı pól̊u a schopnost regulovat
na nulovou ustálenou odchylku a došlo pouze ke změně dynamiky regulačńıho děje v
d̊usledku změny polynomu v čitateli, m̊uže být navržený regulátor přijatelný. V opačném
př́ıpadě muśıme provést takovou úpravu regulátoru, aby došlo ke shodě mezi přenosy
vypočtenými oběma postupy.

V našem př́ıpadě provedeme drobnou úpravu výpočtu PI regulátoru. Mı́sto výpočtu
(obr. 5.2(a))

dσ

dt
= e

u = k(xr)

(

e+
1

T
σ

) (5.21)
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∫
k(xr)
T

k(xr)

e u

σ

(a) p̊uvodńı struktura

∫
k(xr)

k(xr)

e u

σ
1
T

(b) modifikace

Obrázek 5.2: Struktura PI regulátoru z př́ıkladu 5.2

použijeme (obr. 5.2(b))

dσ

dt
= k(xr)e

u = k(xr)e+
1

T
σ

(5.22)

Po provedeńı této na prvńı pohled bezvýznamné úpravy dostaneme stavové rovnice celého
regulačńıho obvodu

dx

dt
=

1

β(x)

(

k(xr)(xr − x) +
1

T
σ − c

√
2x

)

dσ

dt
= k(xr)(xr − x)

(5.23)

kdy rovnovážný stave při xr = α je x0 = α,σ0 = cT
√
2α. Opět provedeme linearizaci v
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okoĺı rovnovážného stavu





d∆x

dt
d∆σ

dt




 =

[
a(α)− 2ξωn

ωn

2ξβ(α)

−2ξω0β(α) 0

] [
∆x
∆σ

]

+

[
2ξω0

2ξω0β(α)

]

∆xr

∆y = [1 0]

[
∆x
∆σ

]

(5.24)

Pokud nyńı vypočteme odpov́ıdaj́ıćı operátorový přenos mezi vstupem xr a výstupem x,
dostaneme

F (p) =

[
1

det(pI−A)
C adj(pI−A)B+D

]

=
2ξω0p+ ω2

0

p2 + p(2ξω0 − a(α)) + ω2
0

(5.25)

Vid́ıme, že tento přenos jǐz odpov́ıdá vztahu (5.17).

Postup návrhu regulátoru ukázaný v př́ıkladě můžeme shrnout do následuj́ıćıch krok̊u:

1. linearizovat nelineárńı model v okoĺı pracovńıch bod̊u, parametrizovat linearizaci
pomoćı proměnných použ́ıvaných k přeṕınáńı

2. pro jednotlivé pracovńı body navrhnout lineárńı regulátory, parametrizovat regulátory
pomoćı proměnných použ́ıvaných k přeṕınáńı

3. sestavit takový regulátor s přeṕınáńım, že v každém pracovńım bodě plat́ı

• v konstantńım pracovńım bodě regulátor dosahuje nulové ustálené odchylky

• linearizace uzavřené smyčky v každém pracovńım bodě se shoduje se zpětno-
vazebńım spojeńım lineárńıho regulátoru a linearizace soustavy v daném pra-
covńım bodě

4. ověřit vlastnosti regulátoru simulaćı pro velké změny pracovńıho bodu

Pokud docháźı k rychlým změnám žádané hodnoty, bude systém pracovat v oblastech
značně vzdálených od předpokládaného pracovńıho bodu. To má za následek zhoršeńı
dynamických vlastnost́ı, nebo dokonce i nestabilitu regulačńıho obvodu. Z tohoto d̊uvodu
je metoda

”
gain–scheduling“ vhodná předevš́ım pro systémy, u kterých docháźı pouze k

pomalým změnám žádané hodnoty.
Metodu je možné rovněž modifikovat tak, že jsou ześıleńı v regulátoru měněna podle

okamžité hodnoty stavu systému. Výhodou je zajǐstěńı lepš́ıch dynamických vlastnost́ı,
protože prakticky vždy prob́ıhá ř́ızeńı v bĺızkosti pracovńıho bodu (pracovńı bod odpov́ıdá
okamžité hodnotě stavu). Problémem však je, že muśıme mı́t k dispozici měřeńı hodnot
stavových veličin, což neńı u reálných aplikaćı vždy možné.
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5.1.3 Anti wind-up

V některých př́ıpadech lze předpokládat, že ř́ızený systém je lineárńı. Obvykle pak
navrhneme ř́ızeńı v podobě lineárńıho regulátoru. Nicméně i v tomto př́ıpadě se bude
v regulačńım obvodě nacházet významná nelinearita – nasyceńı akčńı veličiny. Je zřejmé,
že v každém reálném fyzikálńım systému bude existovat určitá mez, nad kterou nemůže
p̊usobeńı regulátoru na soustavu r̊ust (např. omezeńı maximálńıho elektrického napět́ı,
omezeńı śıly z d̊uvodu možnost́ı akčńıho členu nebo meze pevnosti mechanických část́ı
soustavy, ...).

u
Fr(p)

e
m

m

F (p)
x xa y

Obrázek 5.3: Blokové schema regulačńıho obvodu s nasyceńım akčńı veličiny

Problém nastává, pokud regulačńı obvod s uspořádáńım podle obr. 5.3 obsahuje
regulátor Fr(p) s integračńı složkou. Vznik wind-up jevu si objasńıme na pr̊uběhu veličin
zachycených na obr. 5.4 pro systém F (p) = 1

p2+2p+1
, Fr(p) =

p+1
p
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(b) omezeńı akčńı veličiny

Obrázek 5.4: Vznik wind-up jevu

V čase t = 0 dojde ke skokové změně žádané hodnoty u = 10. Pokud se v regulačńı
smyčce nacháźı nasyceńı, bude akčńı veličina přivedená na vstup soustavy omezena hod-
notou nasyceńı m = 5. Regulačńı odchylka bude pak klesat pomaleji než v př́ıpadě
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regulace bez nasyceńı (obr. 5.4(a)), a jej́ı integraćı bude docházet k daľśımu r̊ustu výstupu
regulátoru, jak je zachyceno na obr. 5.4(b). Je zřejmé, že výstup soustavy nemůže v našem
př́ıpadě dosáhnout žádané hodnoty. Mnohem větš́ı problém však nastává v okamžiku, kdy
v čase t = 2 dojde ke sńıžeńı žádané hodnoty na u = 0. Systém bez omezeńı pak reaguje
v podstatě okamžitě a výstup regulačńıho obvodu začne klesat obr. 5.4(a). Pokud však
je v obvodu nasyceńı, došlo vlivem integrace regulačńı odchylky k naakumulováńı velké
hodnoty na integrátoru v regulátoru. Při změně znaménka regulačńı odchylky pak může
poměrně dlouhou dobu trvat

”
odintegrováńı“ této hodnoty. Z obr. 5.4(b) je zřejmé, že

výstup soustavy pak dále roste, i když jeho hodnota výrazně překračuje žádanou hodnotu.
Výsledkem je, že dojde k prodloužeńı regulačńıho děje, přičemž toto prodloužeńı lze jen
těžko předem odhadnout (záviśı na hodnotě zapamatované na integrátoru, která vyplývá
z předchoźıho pr̊uběhu žádané veličiny).

Je zřejmé, že v okamžiku, kdy dosáhneme meze nasyceńı, nemá daľśı nar̊ust výstupu
regulátoru smysl. Je tedy třeba zajistit, aby po dosažeńı nasyceńı nepokračovala integrace
regulačńı odchylky v regulátoru. Toho lze dosáhnout mnoha zp̊usoby, z nichž dva obecně
použitelné jsou zobrazeny na obr. 5.5 a obr. 5.6.
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Obrázek 5.5: Potlačeńı wind-up jevu s měřeńım skutečné hodnoty akčńı veličiny

Schéma uvedené na obr. 5.5 vycháźı z porovnáńı výstupu regulátoru a hodnoty skutečně
přivedené akčńım členem na vstup soustavy. Pokud je výstup regulátoru větš́ı než hodnota
na vstupu soustavy, došlo k omezeńı akčńı veličiny. Na základě vzniklého rozd́ılu je pak
uměle sńıžena velikost regulačńı odchylky vstupuj́ıćı do regulátoru, která postupně klesne
až na hodnotu 0, a t́ım i zastaven daľśı nár̊ust výstupu regulátoru. Ześıleńım τ lze ovlivnit
rychlost, s jakou obvod reaguje na vznik nasyceńı. V př́ıpadě použit́ı této metody muśı
být možné měřit skutečnou hodnotu výstupu akčńıho členu.

Pokud nelze měřit výstup akčńıho členu, můžeme použ́ıt strukturu uvedenou na obr. 5.6.
V tomto př́ıpadě neprovád́ıme měřeńı akčńı veličiny, ale odchylku mezi výstupem re-
gulátoru a skutečnou hodnotou akčńı veličiny odhadujeme pomoćı nelinearity typu necit-
livost. Pokud výstup regulátoru nepřekroč́ı hodnotum, nedocháźı k nasyceńı akčńı veličiny
a na výstupu necitlivosti ve zpětné vazbě je hodnota 0. Po dosažeńı meze nasyceńı m začne
nar̊ustat hodnota na výstupu necitlivosti. Chováńı systému pak odpov́ıdá předchoźımu
př́ıpadu. Podmı́nkou použit́ı uvedené metody je znalost meze nasyceńı akčńıho členu.
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Obrázek 5.6: Potlačeńı wind-up jevu s modelem omezeńı akčńı veličiny

5.1.4 Shrnut́ı kapitoly 5.1

Během kurzu Regulace a ř́ızeńı I byla uvedena řada metod návrhu regulátor̊u pro
lineárńı obvody. Tyto regulátory je často možné použ́ıt i pro linearizované nelineárńı
systémy. Jednou ze základńıch metod je metoda

”
gain–scheduling“, která je založena

změně parametr̊u regulátoru v závislosti na aktuálńı hodnotě pracovńıho bodu. Rovněž
jsme si ukázali, že i v př́ıpadě ř́ızeńı lineárńıch systémů muśıme zohlednit existenci
nasyceńı akčńı veličiny a zamezit vzniku tzv.

”
wind-up“ jevu.

5.1.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 5.1

1. Může vzniknout
”
wind-up“ jev v regulačńım obvodě, kde je použit PD regulátor?

2. Proč se snaž́ıme potlačit
”
wind-up“ jev?

3. Kdy docháźı ke změně parametr̊u regulátoru při použit́ı metody
”
gain–scheduling“?

4. Jaké jsou omezuj́ıćı požadavky na pr̊uběh žádané hodnoty u metody

”
gain–scheduling“?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

5.2 Zpětnovazebńı linearizace

5.2.1 Motivace

Lineárńı ř́ızeńı systému linearizovaného rozvojem do Taylorovy řady, jak bylo ukázáno
v kapitole 4.2, skrývá jeden základńı problém – vypočtená linearizace je platná vždy jen
v omezeném okoĺı pracovńıho bodu. Můžeme sice uvažovat, že pracovńı bod je pohyblivý
(kapitola 5.1), nicméně i v tomto př́ıpadě naraźıme na problémy se stabilitou ř́ızeńı pokud
docháźı k velkým a rychlým změnám polohy pracovńıho bodu.

V řadě př́ıpad̊u však dokážeme systém linearizovat tak, že linearizace je platná pro
jakékoli hodnoty stav̊u a vstup̊u. Představme si systém popsaný rovnićı

dx

dt
= x2 + u (5.26)
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pokud použijeme ř́ızeńı u = v − x2, ve kterém vlastně zavedeme zpětnou vazbu od stavu
x, dostaneme lineárńı systém

dx

dt
= v (5.27)

pro který můžeme navrhnout ř́ızeńı v metodami pro lineárńı systémy. Uvedená metoda
umožňuje dosáhnout přesné linearizace systému a bývá nazývána exaktńı zpětnovazebńı
linearizace. V této kapitole se pokuśıme popsat obecné řešeńı zpětnovazebńı linearizace.

5.2.2 Linearizace vstup – stav

Předpokládejme, že nelineárńı dynamický systém je popsán stavovými rovnicemi

dx

dt
= f(x) + b(x)u (5.28)

Linearizace bude pak spoč́ıvat v hledáńı vhodných transformaćı stavových proměnných
z = T(x) a vstupu u, tak aby popis systému přešel do tvaru

dz

dt
= Az+Bv (5.29)

V nejjednodušš́ıch př́ıpadech postač́ı modifikace vstupńı veličiny, což si ukážeme na násle-
duj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 5.3 Uvažujme nelineárńı systém popsaný rovnićı

dh

dt
=

1

S(h)
(u− a

√

2hg) (5.30)

Zvolme ř́ızeńı ve tvaru

u = a
√

2hg + S(h)v (5.31)

kde v je nový
”
ř́ıdićı vstup“ soustavy, č́ımž dostaneme lineárńı systém

dh

dt
= v (5.32)

Jedná se o čistě integračńı systém, který m̊užeme ř́ıdit proporcionálńım regulátorem
v = K(hw − h). Výsledné ř́ızeńı tedy je

u = a
√

2hg + S(h)K(hw − h) (5.33)

Linearizace v uvedeném př́ıkladě bylo dosaženo vstupńı transformaćı

u = α(x) + β(x)v (5.34)

Je však zřejmé, že tento postup vede k ćıli jen pokud je systém popsán ve tvaru

dx

dt
= Ax+Bβ−1(x)[u− α(x)] (5.35)
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Pokud tomu tak neńı, muśıme použ́ıt vhodnou transformaci stavových proměnných

z = T(x) (5.36)

tak abychom dostali systém popsaný ve tvaru

dz

dt
= Az+Bβ−1(z)[u− α(z)] (5.37)

Provedeńı linearizace si opět ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 5.4 Předpokládejme systém popsaný rovnicemi

dx1

dt
= −2x1 + ax2 + sin x1

dx2

dt
= −x2 cosx1 + u cos(2x1)

(5.38)

Je zřejmé, že prvńı rovnici nelze linearizovat vstupńı transformaćı. Pokuśıme se proto
zavést transformaci stavu

z1 = x1

z2 = ax2 + sin x1

(5.39)

která vede ke stavovým rovnićım

dz1
dt

= −2z1 + z2

dz2
dt

= −2z1 cos z1 + cos z1 sin z1 + au cos(2z1)

(5.40)

Nyńı jǐz m̊užeme použ́ıt transformaci vstupu

u =
1

a cos(2z1)
(v − cos z1 sin z1 + 2z1 cos z1) (5.41)

č́ımž dostaneme lineárńı systém

dz1
dt

= −2z1 + z2

dz2
dt

= v

(5.42)

Kombinaćı transformace stavu a transformace vstupu jsme tedy źıskali lineárńı systém.

Základńım problémem linearizace vstup – stav je nalezeńı vhodné transformace stavu.
V obecném př́ıpadě pak může být použit́ı této linearizačńı metody velmi obt́ıžné. Zp̊usob
hledáńı stavové transformace lze nalézt např. v [4],[1].
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5.2.3 Linearizace vstup – výstup

V předchoźıch kurzech byly řešeny úlohy založené předevš́ım na vstupně – výstupńım
popisu systému. Často může být pro nás zaj́ımavé dosáhnout linearizace systému vzhle-
dem k jeho vstupně – výstupńımu chováńı, aniž bychom řešili, zda je systém vnitřně
lineárńı nebo nelineárńı. S touto problematikou pak souviśı úloha linearizace vstup –
výstup.

Pro jednoduchost budeme řešit vstupně – výstupńı linearizaci jen pro systém s jedńım
vstupem a jedńım výstupem

dx

dt
= f(x) + g(x)u

y = h(x)
(5.43)

Původńı systém ř́ızený veličinou u se pokuśıme nahradit lineárńı náhradou se vstupem v

dz

dt
= Az+ bv

ỹ = h̃(x)
(5.44)

Lineárńı náhradu můžeme volit obecně va tvaru libovolného stabilńıho systému. Většinou
však voĺıme strukturu odpov́ıdaj́ıćı sériově zapojeným integrátor̊um. Oba systémy budou
vstupně – výstupně ekvivalentńı, pokud bude platit

diy

dti
=

diỹ

dti
i = 0, 1, 2, . . . , n (5.45)

Při hledáńı linearizace budeme postupovat tak, že vypočteme postupně derivace výstupu
p̊uvodńıho systému i lineárńı náhrady dokud nenaraźıme na závislost na vstupńı veličině
u. Transformaci stav̊u a vstupu pak najdeme prostým srovnáńım hodnot př́ıslušných
derivaćı výstupu. Řešeńı si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 5.5 Systém je popsán rovnicemi

ẋ1 = sin x2 + (x2 + 1)x3

ẋ2 = x5
1 + x3

ẋ3 = x2
1 + u

y = x1

(5.46)

Náhradu se pokuśıme naj́ıt ve tvaru

ż1 = z2

ż2 = v

ỹ = z1

(5.47)

Vypočteme derivace výstupu systému (5.46)

ẏ = sin x2 + (x2 + 1)x3 ÿ = (x3 + cosx2)(x
5
1 + x3) + (x2 + 1)(x2

1 + u) (5.48)
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a systému (5.47)

˙̃y = z2; ¨̃y = v (5.49)

a provedeme jejich srovnáńı. Tak dostaneme transformaci stavu a vstupu

z1 = x1

z2 = sin x2 + (x2 + 1)x3

u =
1

x2 + 1
(v − (x5

1 + x3)(x3 + cosx2))− x2
1

(5.50)

M̊užeme tedy navrhnou lineárńı ř́ızeńı v pro systém (5.47) a následně určit ř́ızeńı u ze
vztahu (5.50)

Tento př́ıklad ukazuje velmi zaj́ımavý výsledek linearizace vstup – výstup. Původńı
systém popsaný rovnićı (5.46) je systém třet́ıho řádu, zat́ımco po provedeńı linearizace
transformaćı vstupu (5.50) dostaneme systém (5.47), který je jen druhého řádu. Část
dynamiky systému se však rozhodně nemohla

”
ztratit“, pouze se neprojevuje na vstupně

– výstupńım chováńı systému mezi vstupem v a výstupem u. Během linearizace se nám
podařilo vytvořit systém jehož stav je nepozorovatelný. Ze sledováńı vstupu a výstupu pak
nejsme schopni určit vývoj hodnot některých stavových proměnných - v systému existuje
tzv. vnitřńı dynamika.

Pokud systém obsahuje vnitřńı dynamiku (lineárńı náhrada je nižš́ıho řádu než p̊uvodńı
systém), je nutné zajistit, aby vnitřńı dynamika systému byla stabilńı. V př́ıpadě, že by
bylo chováńı vnitřńı dynamiky nestabilńı, je výsledek linearizace prakticky nepoužitelný.
Obecné vyšetřeńı vnitřńı dynamiky systému je značně náročné a nebude dále diskutováno,
př́ıpadný zájemce může nalézt daľśı výklad tohoto tématu např. v [6].

5.2.4 Shrnut́ı kapitoly 5.2

Metoda exaktńı zpětnovazebńı linearizace představuje zaj́ımavou možnost linearizace
dynamických systémů. V této kapitole byl ukázán základńı princip linearizace vstup
– stav i vstup – výstup. Výhodou oproti linearizaci rozvojem do Taylorovy řady je
skutečnost, že použitelnost určené lineárńı náhrady neńı omezena jen na okoĺı zvoleného
pracovńıho bodu. Metody exaktńı zpětnovazebńı linearizace jsou založeny na použit́ı
zpětných vazeb od stavových proměnných. Praktická aplikace uvedených metod je pak
poněkud zt́ıžena t́ım, že muśıme mı́t k dispozici hodnoty jednotlivých stavových veličin.
V reálných př́ıpadech se nám však často stává, že z technologických d̊uvod̊u neńı možné
hodnoty některých stavových veličin př́ımo měřit. V takových př́ıpadech je pak nutné
odhadovat aktuálńı hodnoty stavových veličin pomoćı tzv. rekonstruktor̊u stavu, jak je
ukázáno např. v [6].

5.2.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 5.2

1. Má vždy lineárńı náhrada při linearizaci vstup – výstup stejný řád jako p̊uvodńı
systém?
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2. Je znalost hodnoty výstupu soustavy postačuj́ıćı pro provedeńı zpětnovazebńı linea-
rizace?

3. Pomoćı jakých transformaćı provád́ıme zpětnovazebńı linearizace?

4. Co je to vnitřńı dynamika?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

5.2.6 Řešené př́ıklady pro kapitolu 5.2

Př́ıklad 5.6 Je dán systém popsaný rovnicemi

dx1

dt
= x2 − sin x1

dx2

dt
= x2 cosx1 + u

y = x1

(5.51)

Cı́lem je nalezeńı zpětnovazebńı linearizace vstup – výstup.
Linearizaci budeme hledat ve tvaru y = z1, ż1 = z2, . . . , żn = v. Budeme derivovat

výstup y tak dlouho, dokud neobjev́ıme závislost na vstupu u, řádem derivace bude určen
i řád lineárńı náhrady n.

y = x1

dy

dt
=

dx1

dt
= x2 − sin x1

d2y

dt2
=

dx2

dt
− d sin x1

dt
= x2 cosx1 + u− x2 cosx1 + sin x1 cosx1 = u+ sin x1 cosx1

(5.52)

Pro zvolenou lineárńı náhradu plat́ı

y = z1
dy

dt
=

dz1
dt

= z2

d2y

dt2
=

dz2
dt

= v

(5.53)

Porovnáńım derivaćı ve vztaźıch (5.52) a (5.53) dostaneme transformaci stavových pro-
měnných

z1 = x1

z2 = x2 − sin x1

(5.54)

a transformaci vstupu

u = v − sin x1 cosx1 (5.55)

Pokud tuto transformaci vstupu předřad́ıme soustavě, dostáváme systém, jehož chováńı
mezi vstupem v a výstupem y odpov́ıdá lineárńımu systému, který má charakter dvou
sériově zapojených integrátor̊u.
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Př́ıklad 5.7 Je dán systém popsaný rovnicemi

dx1

dt
= x2 − sin x1

dx2

dt
= x2 cosx1 − sin x1 cos x1 + u

y = x1

(5.56)

Cı́lem je nalezeńı zpětnovazebńı linearizace vstup – výstup.
Linearizaci budeme hledat ve tvaru y = z1, ż1 = z2, . . . , żn = v. Budeme derivovat

výstup y tak dlouho, dokud neobjev́ıme závislost na vstupu u, řádem derivace bude určen
i řád lineárńı náhrady n.

y = x1

dy

dt
=

dx1

dt
= x2 − sin x1

d2y

dt2
=

dx2

dt
− d sin x1

dt
= x2 cosx1 − sin x1 cosx1 + u− x2 cosx1 + sin x1 cosx1 = u

(5.57)

Pro zvolenou lineárńı náhradu plat́ı

y = z1
dy

dt
=

dz1
dt

= z2

d2y

dt2
=

dz2
dt

= v

(5.58)

Porovnáńım derivaćı ve vztaźıch (5.57) a (5.58) dostaneme transformaci stavových pro-
měnných

z1 = x1

z2 = x2 − sin x1

(5.59)

a transformaci vstupu

u = v (5.60)

I když je systém vnitřně nelineárńı, jeho vstupně výstupńı chováńı je lineárńı, anǐz bychom
museli použ́ıt nějakou transformaci vstupu.

5.2.7 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 5.2

Př́ıklad 5.8 Nelineárńı dynamický systém s jedńım vstupem a jedńım výstupem je popsán
rovnicemi

ẋ1 = x2

ẋ2 = 2x3

ẋ3 = x2
1 + x2 + (sin x1)u

y = x2
1

(5.61)

kde u je vstup systému a y je výstup. Určete lineárńı náhradu metodou exaktńı zpětnovazebńı
linearizace
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a) vstup – stav

b) vstup – výstup

V obou př́ıpadech rovněž určete, za jakých omezeńı bude linearizace platná.

Př́ıklad 5.9 Nelineárńı dynamický systém s jedńım vstupem a jedńım výstupem je popsán
rovnicemi

ẋ1 = x2

ẋ2 = 2x3

ẋ3 = x2
1 + x2 + u

y = x2
1 + x2

2

(5.62)

kde u je vstup systému a y je výstup.

a) Určete lineárńı náhradu metodou exaktńı zpětnovazebńı linearizace vstup – výstup a
podmı́nku jej́ı platnosti

b) Rozhodněte, zda lineárńı náhrada obsahuje vnitřńı dynamiku a proč.

5.3 Releové systémy

5.3.1 Motivace

V následuj́ıćı krátké kapitole se budeme zabývat regulačńımi obvody, ve kterých se
vyskytuj́ı nelinearity reléového charakteru, nebo přesněji řečeno prvky, které umožňuj́ı
sṕınáńı a přeṕınáńı. Tyto nelinearity nemuśı být nutně realizovány elektromechanickými
prvky, naopak v současné době jsou často realizovány č́ıslicovými obvody. Struktura
regulačńıch obvod̊u s reléovými nebo přesněji

”
sṕınaćımi“ prvky může být velmi rozmanitá

a vzhledem k jejich schopnosti sṕınáńı a přeṕınáńı se může dokonce během práce systému
měnit. Vzniká tak nová tř́ıda systémů - systémy s proměnnou strukturou, které umožňuj́ı
progresivně řešit řadu regulačńıch problémů. Poměrně často se vyskytuj́ı systémy, u
kterých je ř́ızená soustava ř́ızena akčńımi zásahy, při kterých akčńı veličina nabývá ma-
ximálńı nebo nulové hodnoty, tedy zásahy jsou typu

”
zapnuto“/

”
vypnuto“ (tzv.

”
on-off

control“) a systémy, u kterých akčńı veličiny nabývaj́ı maximálńı možné absolutńı hodnoty
a měńı se jen jejich znaménko (tzv.

”
bang-bang control“). Posledně jmenované systémy

představuj́ı často realizace časově optimálńıho ř́ızeńı. Např. máme-li za úkol ř́ıdit polohu
hmotného bodu tak, že jej máme co nejrychleji přemı́stit z bodu A do bodu B na př́ımce,
kde má být opět v klidu, pak optimálńı ř́ızeńı bude jistě to, při kterém do poloviny dráhy
AB budeme na bod p̊usobit maximálńı silou, která bude bod urychlovat, a od poloviny
dráhy budeme toutéž maximálńı silou brzdit.

Pro reléové systémy plat́ı samozřejmě všechny obecné závěry uvedené v předchoźıch
kapitolách a použ́ıvaj́ı se rovněž všechny výše uvedené metody analýzy chováńı systému.
Proto budou v následuj́ıćım řešeńı v́ıce méně konkrétńı př́ıpady, které budou ilustrovat
některé typické vlastnosti a chováńı reléových systémů.
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ϑw

Obrázek 5.7: Reléový regulátor teploty

5.3.2 Řı́zeńı s použit́ım reléového regulátoru

Patrně nejběžněǰśım př́ıkladem reléového ř́ızeńı je reléový regulátor teploty, jehož prin-
cipiálńı schéma je uvedeno na obr. 5.7. V měř́ıćım můstku je zapojen termistor, který měř́ı
regulovanou teplotu ϑ v nádrži s kapalným médiem. Žádaná hodnota ϑw je nastavována
potenciometrem umı́stěným rovněž v měř́ıćım můstku. Rozd́ıl je vyhodnocován operačńım
zesilovačem, který ovládá výkonové relé. Toto relé zaṕıná topeńı, je-li ϑ < ϑw, v opačném
př́ıpadě topeńı vyṕıná. Kdyby byl operačńı zesilovač zapojen jako komparátor ( v takovém
př́ıpadě se chová téměř jako ideálńı relé), docházelo by při ϑ

,
= ϑw vlivem náhodných

šumů na vstupu zesilovače k chaotickému kmitáńı výkonového relé. Proto je na operačńım
zesilovači realizována reléová charakteristika s hystereźı. Situaci ilustruje obr. 5.8.

t
ϑ0

ϑw

ϑw − h

Rtq + ϑ0

Obrázek 5.10: Pr̊uběh regulace teploty

Za předpokladu, že mı́cháńı
tekutiny v nádrži je dokonalé, že
izolace neodeb́ırá žádné teplo, že
š́ı̌reńı tepla je homogenńı apod.,
můžeme vytvořit následuj́ıćı mo-
del systému. Pokud je relé v se-
pnutém stavu, plat́ı

q +
ϑ0 − ϑ

Rt

= C
dϑ

dt
(5.63)

Při vypnutém relé dostáváme

ϑ0 − ϑ

Rt

= C
dϑ

dt
(5.64)

Systému tedy odpov́ıdá stavové schema zobrazené na obr. 5.9
Protože jde o stabilizátor teploty, bude ϑw = konst. Dále je rozumné předpokládat,

že plat́ı ϑw > ϑ0 + h, kde h je hystereze regulátoru, že ϑ0 = konst a že maximálńı možná
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Obrázek 5.8: Potlačeńı vibraćı elektromechanických sṕınaćıch prvk̊u pomoćı hystereze
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Obrázek 5.9: Stavové schema regulátoru teploty

teplota na kterou je možno tekutinu ohřát Rtq+ϑ0 > ϑw. Za těchto předpoklad̊u můžeme
nakreslit trajektorii systému (pr̊uběh výstupńı veličiny) při ϑ(0) = ϑ0, jak je zachyceno
na obr. 5.10. Z obrázku je zřejmé, že regulovaná teplota bude koĺısat v rozmeźı ϑw − h
až ϑw. Perioda kmit̊u bude záležet na hodnotě ϑw a časové konstantě T = RC ř́ızené
soustavy. V tomto př́ıpadě, zřejmě nejsou splněny předpoklady použit́ı metody harmonické
rovnováhy, nebot’ jej́ı použit́ı poṕırá existenci kmit̊u v tomto regulačńım obvodě. Použit́ı
výše uvedeného regulátoru s hystereźı většinou vede k oscilaćım systému, ty však mohou
být často technicky přijatelné. V některých př́ıpadech je však nutné sńıžit amplitudu
kmit̊u sńıžeńım velikosti hystereze, např. u regulátor̊u teploty, které použ́ıvaj́ı bimetalový
sṕınač.

Sńıžeńı velikosti hystereze je možné doćılit zavedeńım záporné zpětné vazby obeṕınaj́ıćı
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Obrázek 5.11: Sńıžeńı hystereze pomoćı zpětné vazby
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Obrázek 5.12: Principielńı schéma polohového servomechanismu

člen s hystereźı,viz obr. 5.11. Podmı́nkou správné činnosti je, že muśı platit
0 < KM < h, kde h je hystereze p̊uvodńıho regulátoru, a že časová konstanta T je
dostatečně malá. Činnost obvodu si vysvětĺıme následovně. Předpokládejme, že u < h,
relé je ve stavu vypnuto, t.j. y = 0 a hodnota u roste. Plat́ı tedy e = u. Jakmile signál
u dosáhne hodnoty hystereze h, přejde relé do stavu zapnuto y = M a v d̊usledku
malé časové konstanty se prakticky okamžitě změńı signál e z hodnoty h na hodnotu
e = u−MK, tedy e = h−MK. Daľśı zvyšováńı hodnoty u a t́ım i e nezměńı stav relé.
Při následném poklesu signálu u pak již při hodnotě u = MK nabyde signál e hodnotu
e = 0 a relé přejde zpět do stavu y = 0. Výsledná statická charakteristika obvodu pak
bude mı́t hysterezi o velikosti h−MK. Abychom mohli systém považovat za ideálńı relé
s hystereźı, muśı být zřejmě časová konstanta T tak malá, aby se hystereze projevila i
u nejvyšš́ıch frekvenćı signálu u. Z praktického hlediska postačuje, aby T < 1/fmax, kde
fmax je nejvyšš́ı frekvence obsažená v signálu u. Technické provedeńı této zpětné vazby
u bimetalových regulátor̊u teploty je provedeno tak, že bimetal sṕıná proud do malého
vyhř́ıvaćıho těĺıska v bĺızkosti bimetalu.

Jiným typickým př́ıkladem použit́ı reléového regulátoru je polohový servomechanis-
mus, jehož schéma je nakresleno na obr. 5.12. Signál žádané polohy u a signál aktuálńı
regulované polohy y jsou pomoćı potenciometr̊u P1 a P2 převáděny na elektrický signál
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Obrázek 5.13: Stavové schema reléového servomechanismu

vedený do nelinearity s charakteristikou tř́ıpolohového relé, která je realizována zapojeńım
s operačńım zesilovačem. Operačńı zesilovač ovládá výkonové tř́ıpolohové relé, toto relé
pak ovládá stejnosměrný motor s konstantńım buzeńım. Má-li regulačńı odchylka malou
absolutńı hodnotu, je relé v neutrálńı poloze a motor je připojen na nulové napět́ı.
Překroč́ı-li regulačńı odchylka určitou hodnotu, je motor připojen na napět́ı +U nebo
−U tak, aby se absolutńı hodnota regulačńı odchylky snižovala. Stavové schéma tohoto
systému je nakresleno na obr. 5.13 silně.

Stavové schéma je sestaveno za předpokladu zanedbatelné indukčnosti kotvy mo-
toru, zanedbatelných pasivńıch i aktivńıch zatěžuj́ıćıch moment̊u na ose motoru a za
předpokladu bezv̊ulového spojeńı zpětnovazebńıho potenciometru s hř́ıdeĺı motoru. Sta-
vové rovnice systému tedy jsou

dy

dt
= ωm

dωm

dt
=

C

JRa

[−Cωm + f(u− y)]
(5.65)

kde C je rychlostńı konstanta stroje, J je moment setrvačnosti kotvy a Ra je odpor
vinut́ı kotvy. Funkce f je určena ideálńı reléovou tř́ıstavovou charakteristikou. Po zavedeńı
substituce u− y = e a ω = −ωm dostáváme za předpokladu u = konst fázové rovnice

de

dt
= ω

dω

dt
= − 1

T
ω − 1

CT
f(e)

(5.66)

kde T = JRa

C2 je elektromechanická konstanta motoru. Pro př́ıpad, že e > e1 dostaneme

dy

dt
= ω

dω

dt
= − 1

T
ω − U

CT

(5.67)

Je zřejmé, že v této oblasti bude hodnota ω stále klesat, až dosáhne minimálńı hodnoty
−ωmax = −U

C
. Obdobný závěr můžeme učinit i pro e < −e1. V př́ıpadě, že |e| < e1, plat́ı
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z = 0 z = Uz = −U

κ = − 1

T

ω

ee1−e1

−ωmax

ωmax = U
C

Obrázek 5.14: Fázová trajektorie polohového servomechanismu

f(e) = 0 a systém je popsán rovnicemi

dy

dt
= ω

dω

dt
= − 1

T
ω

(5.68)

a směrnice tečny k trajektorii je

dω

de
= − 1

T
(5.69)

Množina bod̊u se souřadnicemi ω = 0;e < e1 představuje singulárńı body systému. Stavový
portrét snadno sestav́ıme metodou izoklin a jeho výsledný tvar zachycen na obr. 5.14.
Obrázek je nakreslen pro určité parametry systému a je zřejmé, že v systému s těmito
parametry nemohou nastat trvalé oscilace pro jakékoliv u = konst. Postačuj́ıćı podmı́nkou
pro takové chováńı systému je, aby trajektorie vycházej́ıćı z bodu ω = −ωmax;e = e1
nepřešla do oblasti e < −e1, tedy aby platilo

ωmax

2e1
<

1

T
(5.70)

kde ωmax = U
C
je maximálńı rychlost servomechanismu.

Z obrázku je zřejmé, že pro jakýkoliv signál u = konst přejde systém z nulových
počátečńıch podmı́nek do množiny singulárńıch bod̊u. V systému se bude projevovat
pásmo necitlivosti v rozsahu ±e1. Snižováńı této necitlivosti může vést k porušeńı postaču-
j́ıćı podmı́nky neexistence oscilaćı a k jejich vzniku.
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Ke vzniku oscilaćı může také doj́ıt tedy, bude-li motor ř́ızen systémem zapnuto -
vypnuto tj. pokud v pásmu necitlivosti relé |e| < e1 nebude kotva připojena na nulové
napět́ı. Pak bez př́ıtomnosti vněǰśıch moment̊u bude kotva motoru představovat jen volně
se toč́ıćı těleso a stavové rovnice systému se změńı na

dy

dt
= ωm = konst

dωm

dt
= 0

(5.71)

Trajektorie jsou pro tento př́ıpad zakresleny na obr. 5.14 tečkovaně.
Př́ıznivý vliv na potlačeńı oscilaćı diskutovaného servomechanismu má zabrzděńı kotvy

nejen jej́ım zkratováńım, ale i připojeńım třećıho momentu v intervalu necitlivosti.
V obr. 5.13 je to naznačeno přivedeńım vněǰśıho momentu m. V intervalu necitlivosti
budou pak stavové rovnice systému

de

dt
= ω

dω

dt
= − 1

T
ω −Mt signω

(5.72)

Směrnice tečen k trajektoríım budou tedy absolutně větš́ı než při dynamickém brzděńı
a trajektorie budou do singulárńıch bod̊u směřovat strměji.

Daľśım možnost́ı potlačeńı oscilaćı je zavedeńı záporné zpětné vazby od rychlosti
motoru. V obr. 5.13 je tato vazba nakreslena čárkovaně. Stavové rovnice systému přejdou
do tvaru

de

dt
= ω

dω

dt
= − 1

T
ω +

1

CT
f(e+Kω)

(5.73)

Množina bod̊u ve stavové rovině, pro které plat́ı f(e + Kω) = 0, tj. relé je v neutrálńı
poloze, je nyńı vymezena nikoliv nerovnost́ı |e| < e1, ale |e+Kω| < e1. Hranice této oblasti
je tedy tvořena ve stavové rovině přeṕınaćımi př́ımkami, podobně jako u předchoźıho
systému, ale tyto př́ımky maj́ı nyńı směrnici − 1

K
a nejsou tedy rovnoběžné s osou ω.

Pr̊uběh trajektoríı systému s dynamickým brzděńım a zápornou rychlost́ı zpětnou vazbou
je nakreslen na obr. 5.15. Postačuj́ıćı podmı́nkou pro neexistenci oscilaćı při u = konst je
nyńı splněńı nerovnosti

ωmax

2e1 +Kωmax

<
1

T
(5.74)

což lze snadno ověřit geometrickým rozborem obrázku obr. 5.15.
Potlačeńı oscilaćı můžeme tedy dosáhnout, kromě zvětšováńı pásma necitlivosti, také

zvyšováńı velikosti záporné rychlostńı zpětné vazby. Co se však stane, bude-li tato vazba
př́ılǐs velká, konkrétně bude-li platit K ≥ T . K rozboru této situace opatř́ıme reléovou
charakteristiku hystereźı tak, že relé bude mı́ charakteristiku odpov́ıdaj́ıćı obr. 3.8(d). Při
analýze takového systému je nutno si uvědomit, že relé má tři stavy a celkový stavový
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Obrázek 5.15: Fázové trajektorie polohového servomechanismu s dynamickým brzděńım
a zápornou rychlostńı zpětnou vazbou
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Obrázek 5.16: Stavový portrét polohového servomechanismu pracuj́ıćıho v
”
klouzavém

režimu“
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prostor systému je tvořen sjednoceńım stavového prostoru ř́ızeného systému a regulátoru.
V předchoźıch př́ıpadech jsme na tento fakt nemuseli klást d̊uraz. Stavový portrét systému
je nakreslen na obr. 5.16. Přeṕınaćı př́ımky jsou čtyři se směrnićı − 1

K
.

Pod́ıvejme se na chováńı systému s počátečńımi podmı́nkami e(0) > e1,ω(0) = 0.
V tomto počátečńım stavu muśı být relé nutně ve stavu zapnuto, z = U . Regulačńı
odchylka se začne snižovat a systém se bude pohybovat podle nám již známé trajektorie. Za
určitou dobu poklesne signál do nelinearity pod úroveň e1, ke změně stavu relé nedocháźı,
ještě později klesne signál do nelinearity na úroveň d, kdy relé změńı stav na vypnuto,
z = 0. Systém se začne dynamicky brzdit, bude se pohybovat po př́ımkové trajektorii
se směrnićı − 1

T
. Po určité době tak opět dosáhne hranice, kdy relé muśı přej́ıt do stavu

z = U a děj se bude opakovat. Trajektorie systému se tedy bude pohybovat v úzkém pásmu
omezeném dvěma přeṕınaćımi př́ımkami směrem do oblasti singulárńıch bod̊u. Velikost
tohoto pásma je určena velikost́ı hystereze. V obr. 5.16 jsou trajektorie nakresleny jakoby
přecházely z jednoho listu, na kterém je zapsán určitý stav relé na jiný list s jiným stavem,
proto bývá v praxi taková stavová rovina nazývána

”
v́ıcelistá stavová rovina“. Popsaný

režim práce se nazývá
”
klouzavý režim“ (

”
sliding mode control“) a má v praxi značný

význam. S pomoćı tohoto zp̊usobu ř́ızeńı je možné v některých př́ıpadech doćılit, aby
se nelineárńı systém s proměnnými parametry, ovlivněný náhodnými poruchami, choval
jako lineárńı systém s předepsaným chováńım. Problém si můžeme vysvětlit pomoćı již
popisovaného polohového servomechanismu. V praxi je motor servomechanismu zatěžován
náhodnými vněǰśımi momenty. Použije-li se v převodu z kotvy motoru na výstupńı orgán
šnekový převod, je vliv vněǰśıch moment̊u obzvlášt’ komplikovaný. K těmto problémům se
přidává ještě matematicky těžko postižitelný vliv reakce kotvy a změn parametr̊u s teplo-
tou.

IIIII

I

III

přeṕınaćı křivka

e

ω

Obrázek 5.17: Stavový portrét

V takovém př́ıpadě je źıskáńı do-
statečně přesného matematického mo-
delu velmi obt́ıžné a návrh uspoko-
jivého lineárńıho regulátoru prakticky
nemožný. S pomoćı klouzavého režimu
však můžeme doćılit, aby se systém
pohyboval podle námi předepsané
trajektorie. Klouzavý režim doćıĺıme
přeṕınáńım r̊uzných regulačńıch zákon̊u.
Chceme-li např., aby trajektorie podle
které se má polohový servomecha-
nismus pohybovat byla př́ımka
ω = −ke, viz obr. 5.17, stač́ı,
aby regulačńı zákon zp̊usobil, že
trajektorie v oblastech I, II, III
budou směřovat do této př́ımky.
Bude-li přeṕınáńı dosti rychlé, dojde
na přeṕınaćı př́ımce ke klouzavému
režimu a trajektorie systému bude
prakticky totožná s touto př́ımkou.
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Jelikož na této př́ımce plat́ı ė = −ke, bude regulačńı odchylka směřovat
k nule podle přechodového děje lineárńıho systému 1. řádu s časovou konstantou
T = 1/k. Konkrétńı trajektorie na obr. 5.17 mohou být źıskány tak, že v oblasti I je
k motoru připojeno plné záporné napět́ı, v oblasti II plné kladné napět́ı a v oblasti III
je motor bržděn suchým třeńım. Vyhodnoceńı, zda je stav systému v té které oblasti
a přepnut́ı regulačńıho zákona může být snadno prováděno č́ıslicovým algoritmem. Aby
se sńıžily oscilace klouzavého režimu, je vhodné regulačńı zákon zvolit tak, aby trajektorie
vcházely do př́ımky klouzavého režimu se sklonem bĺızkým sklonu této př́ımky. Výsledný
systém je značně odolný proti poruchám i změnám parametr̊u, je tzv.

”
robustńı“. Řı́zeńım

v klouzavém režimu se budeme detailněji zabývat v kapitole 5.4.

+

-

u = konst e y
regulátor

soustava

KS

p2

Obrázek 5.18: Regulace astatické soustavy

Změnou struktury systému resp. re-
gulátoru můžeme poměrně jednoduše do-
sahovat dobrých regulačńıch výsledk̊u.
Máme-li např. navrhnout regulátor ve
smyčce z obr. 5.18 tak, aby celkový systém
byl stabilńı (pro u = konst a jakékoliv
počátečńı podmı́nky přešel do stavu e =
0), můžeme to jistě provést s pomoćı PD
regulátoru. Stabilitu nám však zajist́ı i P regulátor, u kterého budeme vhodně přeṕınat
jeho zisk KR. Na obr. 5.19 jsou nakresleny trajektorie uzavřeného smyčky pro KR > 1/KS

a KR < 1/KS. Tyto trajektorie tvoř́ı elipsy s rozd́ılnou délkou poloos. Budeme-li však
přeṕınat zisk regulátoru podle zákona

KR = KR1 >
1

KS

pro eω ≥ 0 a neplat́ı e = ω = 0

KR = KR2 <
1

KS

pro eω < 0

KR = 0 pro e = ω = 0

(5.75)

ω

e

F = Fmax

F = −Fmax

e0

e = f(ω)

Obrázek 5.20: Trajektorie
časově optimálńıho systému

budou trajektorie přecházet z jedné soustavy elips na
druhou a systém bude globálně asymptoticky stabilńı.
Realizace takového regulátoru je velmi jednoduchá.
Podobným zp̊usobem lze realizovat časově optimálńı
polohový servomechanismus. Jedńım z úkol̊u polo-
hového servomechanismu je přemist’ovat hmotné těleso
z počátečńı polohy do žádané polohy. Toto přemı́stěńı
je někdy zapotřeb́ı provádět v co nejkratš́ım čase.
Diferenciálńı rovnice pohybu tohoto tělesa je

m
d2x

dt2
= F (5.76)

kde m je hmotnost tělesa, x je poloha tělesa a
F je śıla p̊usob́ıćı na těleso. Śıla F je vždy ome-
zená, plat́ı tedy |F | < Fmax. Označ́ıme-li žádanou
polohu jako u = konst a rozd́ıl u − x = e
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ė

e

KR1

KR2

t = 0

Obrázek 5.19: Trajektorie systému z obr. 5.18 s P regulátorem s proměnným ześıleńım

jako regulačńı odchylku, budou stavové trajektorie systému (5.76) v souřadnićıch
ė = ω; e pro F = Fmax a F = −Fmax představovat soustavu parabol, obr. 5.20. Časově
optimálńı bude zřejmě takové ř́ızeńı, kdy na začátku pohybu budeme těleso maximálně
akcelerovat a po dosažeńı určitého stavu maximálně brzdit tak, aby trajektorie pohybu
skončila ve stavu e = 0;ω = 0. Z obr. 5.20 je zřejmé, že trajektorie s maximálńı
brzdnou silou vcházej́ıćı do počátku stavové roviny určuje ty stavy, kdy je nutno přej́ıt
z maximálńı akcelerace na maximálńı bržděńı, tyto trajektorie jsou vyznačeny silně.
Optimálńı regulátor tedy muśı vyhodnocovat stav ř́ızené soustavy, porovnávat jej s
přeṕınaćı křivkou e = f(ω) a provádět přeṕınáńı ovládaćı śıly. Struktura regulačńıho
obvodu je nakreslena na obr. 5.21 a je relativně snadno realizovatelná. Pokud je u tohoto
polohového mechanismu k pohonu použit elektrický motor jako v předchoźıch př́ıpadech,
pak je zapotřeb́ı si uvědomit, že pohonná śıla je úměrná kotevńımu proudu, který tedy
muśı být udržován na konstantńı hodnotě.

5.3.3 Návrh reléového regulátoru na základě Ljapunovovy teorie stability

Návrh reléového regulátoru lze výhodně provést na základě Ljapunovovy teorie stabi-
lity. Předpokládejme systém popsaný lineárńı stavovou rovnićı

dx

dt
= Ax+Bm (5.77)

kde m je vstupńı vektor objektu a jeho složky jsou ohraničeny soustavou nerovnost́ı
|mi(t)| ≤ Mi. Jestliže najdeme Ljapunovovu funkci V (x) tohoto systému pro m = 0 a

pak zvoĺıme m tak, aby
dV (x)

dt
byla pro ř́ızený systém (5.77) negativně definitńı, budou

trajektorie takového systému směřovat k 0.
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Obrázek 5.21: Časově optimálńı regulátor polohy

Ljapunovovu funkci voĺıme ve tvaru pozitivně definitńı kvadratické formy
V (x) = 〈x,Qx〉, u které matice Q vyhovuje rovnici

ATQ+QA = −P (5.78)

kde P je nějaká pozitivně definitńı matice. Pak plat́ı

dV (x)

dt
= W (x) =

(
dx

dt

)T

Qx + xTQ
dx

dt
=

= (Ax+Bm)TQx+ xTQ(Ax+Bm) =

= xTATQx+mTBTQx + xTQAx+ xTQBm =

= −〈x,Px〉+mTBTQx+mTBTQTx

(5.79)

V d̊usledku symetričnosti matice Q pak plat́ı

W (x) = −〈x,Px〉+ 2〈m,BTQx〉 (5.80)

Protože prvńı člen v (5.80) je negativně definitńı, stač́ı, aby i druhý člen představoval
negativně definitńı kvadratickou formu. Zabezpeč́ıme-li si, aby každá složka vektoru m

měla obrácené znaménko než má odpov́ıdaj́ıćı složka vektoru BTQx, bude tato podmı́nka
splněna. Žádná složka m nesmı́ překročit svoji maximálńı hodnotu, proto voĺıme

mi = −Mi sign[B
TQx]i (5.81)

kde [BTQx]i je i-tá složka vektoru BTQx. Vektor m bude tedy vytvářen reléovými
regulátory, jejichž vstupem bude lineárńı kombinace stavového vektoru.

Př́ıklad 5.10 Pokusme se navrhnout reléový regulátor výše uváděného typu pro systém
určený maticemi

A =

[
0 1
−b −a

]

B =

[
0 0
0 1

]

a > 0, b > 0 (5.82)
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u = 0
m2
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−M2

Obrázek 5.22: Struktura reléového systému z př́ıkladu 5.10

Matici P zvoĺıme jednotkovou. Pak Q je podle (5.78)

Q =

[
a2+b(1+b)

2ab
1
2b

1
2b

1+b
2ab

]

(5.83)

Vektor BTQx má tvar

BTQx =

[
0

x1

2b
+ (1+b)x2

2ab

]

(5.84)

Výsledné ř́ızeńı tedy je m1 = 0;m2 = −M2 sign
[
x1 +

1+b
a
x2

]
. Struktura systému je na

obr. 5.22. Výsledný systém je globálně asymptoticky stabilńı.

Hlavńım problémem při návrhu reléového regulátoru uvedenou metodou je výpočet
matice Q se zadanými vlastnostmi.

5.3.4 Shrnut́ı kapitoly 5.3

Aplikace reléových systémů v regulačńı technice je velmi rozsáhlá a rozmanitá. V této
kapitole jsme probrali jen některé typické ukázky. Daľśı aplikace lze naj́ıt v odborné
literatuře. Analýzu reléových systémů lze provést na základě dosud probrané teorie, která
v některých př́ıpadech umožňuje i provedeńı návrhu regulátoru (př́ıklad 5.10). V reálných
aplikaćıch je často použ́ıváno reléové ř́ızeńı v klouzavém režimu, které umožňuje předem
definovat trajektorie, po kterých se bude stav systému pohybovat.

5.3.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 5.3

1. Jak lze omezit vznik kmit̊u v regulačńım obvodě při použit́ı reléového regulátoru?

2. Předpokládejte, že máte nelinearitu typu relé s hystereźı. Je možné upravit velikost
hystereze bez zásahu do p̊uvodńıho nelineárńıho bloku?

3. Co je to ř́ızeńı v klouzavém režimu?
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4. Jakou metodu můžete použ́ıt pro návrh reléového regulátoru?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

5.4 Ř́ızeńı v klouzavém režimu

5.4.1 Motivace

V předchoźı kapitole jsme si ukázali na př́ıkladě reléového ř́ızeńı polohového ser-
vomechanismu základńı princip ř́ızeńı v klouzavém režimu. Zat́ımco návrh provedený
v uvedeném př́ıkladě byl sṕı̌se intuitivńı, zaměř́ıme se nyńı na výklad obecné metody
návrhu reléového regulátoru. Ukážeme si rovněž, že regulátor pro ř́ızeńı v klouzavém
režimu je možné navrhnout tak, aby zajistil správnou činnost regulačńı smyčky i v př́ıpadě
změny parametr̊u ř́ızeného systému.

5.4.2 Návrh regulátoru v klouzavém režimu

Předpokládejme, že ř́ızený systém je popsaný soustavou diferenciálńıch rovnic

dx

dt
= f0(x) + δ1(x) +G(x)[u+ δ2(x,u)] (5.85)

přičemž budeme uvažovat, že funkce f0 a matice G jsou přesně známé, zat́ımco δ1 a δ2
vyjadřuj́ı neurčitosti a jejich tvar nemuśı být přesně znám. Lze ukázat, že každý takový
systém je možné vhodnou transformaćı stavových proměnných T

[
η

ξ

]

= T(x) (5.86)

převést na standardńı tvar

dη

dt
= f(η, ξ) + δη(η, ξ)

dξ

dt
= fa(η, ξ) +Ga(η, ξ)[u+ δξ(η, ξ,u)]

(5.87)

Funkce f a fa a matice Ga jsou opět známé, neurčitosti jsou nyńı reprezentovány funkcemi
δη a δξ. Předpokládejme, že f(0) = δη(0) = 0 a systém tedy může mı́t rovnovážný stav
v počátku stavového prostoru. Pokuśıme se vyřešit problém stabilizace - hledáme takové
ř́ızeńı, které převede systém do počátku stavového prostoru.

Všimněme si, že v zápisu (5.87) došlo k odděleńı stavových proměnných ξ, které jsme
schopni př́ımo ovlivňovat vstupńım signálem u, od proměnných η, které lze ovlivňovat
pouze nepř́ımo prostřednictv́ım stavových proměnných ξ.

V prvńım kroku budeme řešit stabilizaci systému

dη

dt
= f(η, ξ) + δη(η, ξ) (5.88)
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přičemž vektor proměnných ξ budeme považovat za ř́ıd́ıćı vstup systému. Řı́zeńı zvoĺıme
jako funkci stavových proměnných η

ξ = φ(η) (5.89)

přičemž φ(0) = 0. Dostáváme pak

dη

dt
= f(η,φ(η)) + δη(η,φ(η)) (5.90)

Funkci φ, která definuje ř́ızeńı, muśıme zvolit tak, aby systém (5.90) byl asymptoticky sta-
bilńı. Jej́ı volbu můžeme provést na základě analýzy Ljapunovovy funkce, nebo návrhem
regulátoru pro linearizovaný systém. V řadě praktických př́ıpad̊u dostáváme v tomto
kroku lineárńı systém, kdy ř́ızeńı můžeme navrhnout pomoćı metod, se kterými jsme se
seznámili v kurzu Regulace a ř́ızeńı I. Jak uvid́ıme později, bude volba ř́ızeńı φ rozhoduj́ıćı
pro dynamické vlastnosti celého systému. Řešeńı se může výrazně zkomplikovat, pokud
jsou př́ıtomné neurčitosti reprezentované funkćı δη. Řı́zeńı pak muśı být navrženo tak,
aby byl systém asymptoticky stabilńı pro všechny uvažované hodnoty neurčitost́ı.

Předpokládejme, že se nám vhodné ř́ızeńı (5.89) podařilo naj́ıt. Rovnice (5.89) definuje
útvar (varietu - v anglické literatuře označováno jako manifold [7]), po kterém se muśı
stav systému pohybovat. T́ımto útvarem může být křivka, plocha a podobně. Je zřejmé,
že pokud definujeme rozd́ıl

z = ξ − φ(η) (5.91)

bude rovnice (5.89) splněna při z = 0. Derivaćı rovnice (5.91) a dosazeńım (5.87) dosta-
neme

dz

dt
=

dξ

dt
− ∂φ

∂η

dη

dt
=

= fa(η, ξ) +Ga(η, ξ)[u+ δξ(η, ξ,u)]−
∂φ

∂η
[f(η, ξ) + δη(η, ξ)]

(5.92)

Rovnice (5.92) je vlastně dynamickým systémem odchylek od variety definované vztahem
(5.91). Naš́ım daľśım ćılem bude tedy nalezeńı takového ř́ızeńı u, které zajist́ı, že v
konečném čase dosáhneme stavu z = 0, přičemž v tomto stavu setrváme. Řı́zeńı budeme
hledat ve tvaru

u = ueq +G−1
a (η, ξ)v (5.93)

Část ř́ızeńı označená jako ueq se nazývá ekvivalentńı ř́ızeńı. Vzhledem k možnosti zjed-
nodušeńı řešeńı voĺıme ekvivalentńı ř́ızeńı tak, aby byly eliminovány známé členy v rovnici
(5.92)

ueq = G−1
a (η, ξ)

[

−fa(η, ξ) +
∂φ

∂η
f(η, ξ)

]

(5.94)

Po dosazeńı (5.94) do (5.93) a následně do (5.92) dostaneme

dz

dt
= v +∆(η, ξ,v) (5.95)
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kde

∆(η, ξ,v) = Ga(η, ξ)δξ
(
η, ξ,ueq +G−1

a (η, ξ)v
)
− ∂φ

∂η
δη(η, ξ) (5.96)

Vzhledem k př́ıtomnosti neurčitost́ı neznáme skutečnou hodnotu∆, ale obvykle dokážeme
alespoň určit jej́ı maximálńı možnou hodnotu

‖∆(η, ξ,v)‖∞ ≤ ρ(η, ξ) + k‖v‖∞ (5.97)

kde ‖v‖∞ = max{v1, v2, . . . , vn} a 0 ≤ k < 1. Pro každou proměnnou z vektoru z, jej́ıž
chováńı lze popsat rovnićı

dzi
dt

= vi +∆i(η, ξ,v) i = 1, 2, . . . , p (5.98)

muśıme naj́ıt takové ř́ızeńı vi, že hodnota stavové proměnné zi p̊ujde k nule. Vhodné ř́ızeńı
najdeme snadno použit́ım Ljapunovovy funkce. Ljapunovou funkci budeme pro každou z
rovnic (5.98) hledat ve tvaru

Vi(zi) =
1

2
z2i (5.99)

Je zřejmé, že funkce určené vztahem (5.99) jsou pozitivně definitńı. Derivace funkce, která
je kandidátem na Ljapunovovu funkci je s uvážeńım (5.97)

dVi

dt
= zi

dzi
dt

= zivi + zi∆i(η, ξ,v) ≤ zivi + |zi| [ρ(η, ξ) + k‖v‖∞] (5.100)

Předpokládejme, že ř́ızeńı bude ve tvaru

vi = −β(η, ξ)

1− k
sign zi i = 1, 2, . . . , p (5.101)

kde β(η, ξ) ≥ ρ(η, ξ) + b a b > 0. Při této volbě ř́ızeńı nám vlastně útvar definovaný
vztahem z = 0 (což odpov́ıdá rovnosti (5.89)) určuje rozhrańı, na kterém bude docházet
k přeṕınáńı znaménka ř́ızeńı. Pro derivaci Ljapunovovy funkce můžeme naj́ıt nerovnost

dVi

dt
≤ −β(η, ξ)

1− k
|zi|+ ρ(η, ξ)|zi|+ k

β(η, ξ)

1− k
|zi| =

= −β(η, ξ)|zi|+ ρ(η, ξ)|zi| ≤ −b|zi|
(5.102)

Pro derivaci námi zvolené funkce tedy plat́ı

dVi

dt
≤ −b|zi| (5.103)

Výše uvedená derivace představuje negativně definitńı funkci a je tedy zřejmé, že funkce
(5.99) je platnou Ljapunovovu funkćı. Použijeme-li tedy ř́ızeńı (5.101), bude hodnota
proměnných zi asymptoticky klesat k nule. Odtud vyplývá, že pokud dosáhneme stavu
z = 0, nadále v něm setrváme. Zbývá nám již jen zjistit, zda stavu z = 0 dosáhneme v
konečném čase. Protože plat́ı

dVi

dt
= zi

dzi
dt

≤ −b|zi| (5.104)
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a tedy

dzi
dt

≤ −b zi > 0

dzi
dt

≥ b zi < 0

(5.105)

vid́ıme, že každá z hodnot |zi| klesá k nule s rostoućım časem rychleji než lineárně. Je
tedy jisté, že nulové hodnoty dosáhne v konečném čase.

Řı́zeńı bude prob́ıhat ve třech fáźıch:

1. stav systému bude směřovat k přeṕınaćımu rozhrańı. V této fázi nedocháźı k přeṕınáńı.

2. v konečném čase je dosaženo přeṕınaćıho rozhrańı.

3. stav systému
”
klouže“ po přeṕınaćım rozhrańı, které je dáno rovnićı (5.89). Stav

již toto rozhrańı neopust́ı. Systém se začne chovat jako systém nižš́ıho řádu (sta-
vové proměnné jsou svázané podmı́nkou (5.89). Dynamika pohybu po přeṕınaćım
rozhrańı je dána jen rovnićı (5.90).

Postup návrhu regulátoru pro ř́ızeńı v klouzavém režimu můžeme shrnout do následu-
j́ıćıch krok̊u:

1. popis systému převedeme vhodnou transformaćı stavových proměnných na stan-
dardńı tvar (5.87).

2. navrhneme ř́ızeńı φ pro tu část systému, na který nemůžeme p̊usobit př́ımo vstupńım
signálem (5.88), č́ımž urč́ıme přeṕınaćı rozhrańı definované vztahem (5.89).

3. zavedeme proměnnou určuj́ıćı odchylku od přeṕınaćıho rozhrańı (5.91) a jej́ı derivaćı
dostáváme systém (5.92). Hledáme ř́ızeńı systému (5.92) takové, aby bylo dosaženo
počátku stavového prostoru v konečném čase.

4. urč́ıme ekvivalentńı ř́ızeńı ueq (5.94) tak, aby došlo k eliminaci známých člen̊u v
rovnici (5.92).

5. po dosazeńı ekvivalentńıho ř́ızeńı (5.94) do (5.93) a následně do (5.92) dostaneme
vztah pro veličinu ∆.

6. najdeme horńı mez hodnoty |∆| ve tvaru (5.97).

7. pomoćı vztahu (5.101) urč́ıme ř́ızeńı v.

Celý postup si detailně ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 5.11 Uvažujme systém druhého řádu popsaný stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2 + θ1x1 sin x2

dx2

dt
= θ2x

2
2 + x1 + u

(5.106)
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kde θ1,θ2 jsou neznámé parametry, o kterých v́ıme, že plat́ı |θ1| ≤ a, |θ2| ≤ b. Úkolem je
naj́ıt takové ř́ızeńı, které zajist́ı převedeńı systému do stavu x = 0.

Porovnáńım (5.106) s rovnicemi (5.87) vid́ıme, že popis systému je jǐz ve standardńım
tvaru a nemuśıme tedy provádět žádnou transformaci stavových proměnných.

V prvńım kroku budeme hledat ř́ızeńı systému

dx1

dt
= x2 + θ1x1 sin x2 (5.107)

vstupem x2. Vhodné stabilizuj́ıćı ř́ızeńı m̊užeme navrhnout např. pomoćı Ljapunovovy me-
tody ověřeńı stability. Nejjednodušš́ı možná volba Ljapunovovy funkce je v tomto př́ıpadě

V (x1) =
1

2
x2
1 (5.108)

s derivaćı

W (x1) =
dV (x1)

dt
= x1ẋ1 = x1x2 + θ1x

2
1 sin x2 ≤ x1x2 + ax2

1 (5.109)

Aby byla derivace negativně definitńı, stač́ı, aby platilo

x2 = −(1 + a)x1 (5.110)

č́ımž dostaneme

W (x1) =
dV (x1)

dt
≤ −(1 + a)x2

1 + ax2
1 = −x2

1 (5.111)

Na základě navrženého ř́ızeńı (5.110) urč́ıme přeṕınaćı rozhrańı, které bude v tomto
př́ıpadě představovat př́ımku

z = x2 + (1 + a)x1 = 0 (5.112)

Derivaćı tohoto vztahu a dosazeńım stavových rovnic dostaneme

dz

dt
= ẋ2 + (1 + a)ẋ1 = θ2x

2
2 + x1 + u+ (1 + a)(x2 + θ1x1 sin x2) (5.113)

Nyńı se pokuśıme naj́ıt ř́ızeńı u ve tvaru (5.93), což v našem př́ıpadě představuje

u = ueq + v (5.114)

Ekvivalentńı ř́ızeńı ueq zvoĺıme tak, aby došlo k eliminaci všech známých člen̊u v rovnici
(5.113)

ueq = −x1 − (1 + a)x2 (5.115)

Dosazeńım (5.115) do (5.114) a následně (5.113) dostaneme

dz

dt
= v +∆(x) (5.116)
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x1

x2

(x1(0), x2(0))

x2 = −(1 + a)x1

Obrázek 5.23: Stavová trajektorie regulačńıho děje z př́ıkladu 5.11

kde

∆(x) = θ2x
2
2 + (1 + a)θ1x1 sin x2 (5.117)

Nyńı najdeme horńı mez pro hodnotu |∆(x)|. Je zřejmé, že bude platit

|∆(x)| ≤ a(1 + a)|x1|+ bx2
2 (5.118)

a ve vztahu (5.101) m̊užeme tedy zvolit

β(x) = a(1 + a)|x1|+ bx2
2 + b0 b0 > 0

k = 0
(5.119)

Výsledné ř́ızeńı pak bude

u = ueq − β(x) sign z =

= −x1 − (1 + a)x2 − (a(1 + a)|x1|+ bx2
2 + b0) sign(x2 + (1 + a)x1)

(5.120)

Pr̊uběh regulačńıho děje je zachycen na obr. 5.23. Trajektorie systému směřuje v prvńı
fázi z počátečńıho stavu k přeṕınaćı př́ımce. V okamžiku, kdy dosáhne přeṕınaćı př́ımky,
klouže stav po této př́ımce směrem k počátku souřadnicového systému.

Při použit́ı metody v klouzavém režimu je třeba zvážit, zda je technicky vhodné
provádět rychlé přeṕınáńı akčńı veličiny. V př́ıpadě, kdy se jedná o ř́ızeńı pohon̊u, elek-
trického vytápěńı atd., kdy je použ́ıváno pulzně-š́ı̌rkové modulace nezp̊usobuje použit́ı
uvedené metody pot́ıže (přeṕınáńı relé v podstatě nahrad́ı pulzně-š́ı̌rkovou modulaci). V
př́ıpadě, kdy akčńı členy maj́ı mechanickou povahu jako např. ventily, neńı takovéto ř́ızeńı
vhodné zejména z d̊uvodu možnosti neúměrného opotřebeńı akčńıch člen̊u.
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Řı́zeńı v klouzavém režimu, tak jak bylo odvozeno v této kapitole, vede obvykle k
takové činnosti systému, kdy docháźı k přeṕınáńı relé v podstatě s nekonečnou frekvenćı.
Je zřejmé, že použitý matematický model nemůže reprezentovat žádný reálný fyzikálńı
systém, což bude dále diskutováno v kapitole 6.1. V reálné aplikaci pak bude docházet
k přeṕınáńı relé s periodou danou technickými prostředky (frekvenčńı pásmo elektro-
nických obvod̊u, vzorkovaćı frekvence při zpracováńı na mikroprocesoru...). V d̊usledku
toho nebude trajektorie systému přesně sledovat přeṕınaćı rozhrańı, ale bude kolem něj s
vysokou frekvenćı kmitat, což neńı obvykle přijatelné (opotřebeńı, hluk). Existuj́ı metody
tzv. ř́ızeńı v klouzavém režimu s diskrétńım časem, které tento problém eliminuj́ı, nicméně
jejich složitost značně překračuje rozsah studovaného předmětu a nebudeme se jimi dále
zabývat. Problémem spojeným s ř́ızeńım v klouzavém režimu je i fakt, že i po dosažeńı
počátku stavové roviny docháźı k neustálému přeṕınáńı akčńı veličiny.

Uvedené problémy jsou spojeny s t́ım, že regulačńı obvod obsahuje nelinearitu s ne-
spojitost́ı - relé. V praktických aplikaćıch pak často dokážeme dosáhnout přijatelněǰśıch
výsledk̊u použit́ım aproximace reléové charakteristiky spojitou funkćı. Jednou z možných
aproximaćı je Ambrosinova aproximace popsaná vztahem

y = ymax

x

|x|+ δ
(5.121)

jej́ıž pr̊uběh je zobrazen na obr. 5.24(b). Pro δ → 0 se pak bĺıž́ı reléové charakteristice.
Z d̊uvodu jednoduché realizace však často použ́ıváme aproximaci nasyceńım obr. 5.24(c)
s velkým ześıleńım K v proporcionálńı oblasti. Pro K → ∞ se opět bĺıž́ıme reléové
charakteristice.

Při použit́ı aproximace reléové charakteristiky spojitou funkćı dojde k odstraněńı
kmitáńı systému. Jistou nevýhodou je však to, že stavová trajektorie nebude sledovat
přesně námi zvolené přeṕınaćı rozhrańı, ale bude se pohybovat v určité oblasti v jeho
okoĺı. V př́ıpadě aproximace nasyceńım má tato oblast ostré hranice a je t́ım užš́ı, č́ım
větš́ı ześıleńı v proporcionálńı oblasti použijeme. Při použit́ı Ambrosinovy aproximace
nejsou hranice přesně definované, přičemž s klesaj́ıćı hodnotou δ bude trajektorie lépe
sledovat přeṕınaćı rozhrańı. Volba ześıleńı K nebo parametru δ je otázkou kompromisu
mezi odstraněńım kmitáńı a přesnost́ı sledováńı přeṕınaćıho rozhrańı a většinou se provád́ı
experimentálně pomoćı simulaćı.

5.4.3 Shrnut́ı kapitoly 5.4

Při ř́ızeńı v klouzavém režimu dosáhneme toho, že trajektorie systému se bude po-
hybovat po přeṕınaćım rozhrańı. To představuje velice výhodnou vlastnost, protože tvar
přeṕınaćıho rozhrańı můžeme předem zvolit a tak vlastně definovat podobu trajektorie
systému během regulačńıho děje.

Zaj́ımavá je rovněž skutečnost, že během návrhu regulátoru byly zohledněny i neurči-
tosti hodnot parametr̊u ř́ızeného systému tak, že navržený regulátor je funkčńı v předem
daném intervalu jejich možných hodnot. Řı́zeńı v klouzavém režimu tak představuje jednu
z možných metod tzv. robustńıho ř́ızeńı.
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Obrázek 5.24: Aproximace reléové charakteristiky spojitou funkćı

5.4.4 Kontrolńı otázky pro kapitolu 5.4

1. Muśı být znám pro návrh regulátoru pro ř́ızeńı v klouzavém režimu přesný model
ř́ızeného systému?

2. Č́ım je určen pr̊uběh stavové trajektorie systému, pokud se nacháźı v klouzavém
režimu?

3. Jak prob́ıhá regulačńı děj pokud je použit regulátor pro ř́ızeńı v klouzavém režimu?

4. Proč nahrazujeme relé nasyceńım s velkým ześıleńım?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

5.4.5 Řešené př́ıklady pro kapitolu 5.4

Př́ıklad 5.12 Předpokládejme servomechanismus popsaný rovnicemi

dy

dt
= ωm

dωm

dt
=

C

JRa

[−Cωm + u]
(5.122)

kde konstanta stroje C je neměnná a budeme předpokládat, že jej́ı hodnotu známe. Moment
setrvačnosti J a odpor kotvy Ra se m̊uže měnit, přičemž budeme předpokládat, že J ≥ Ĵ
a Ra ≥ R̂a, kde Ĵ a R̂a jsou nominálńı hodnoty. Za uvedených předpoklad̊u chceme naj́ıt
ř́ızeńı, které převede systém do počátku stavové roviny.

Rovnice m̊užeme upravit do tvaru

dy

dt
= ωm

dωm

dt
= a[−Cωm + u]

a =
C

JRa

(5.123)
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Z předpoklad̊u uvedených v zadáńı je zřejmé, že bude platit je zřejmé, že bude platit a ≤ â,
kde â je nominálńı hodnota parametru a. Rovnice převedeme do standardńıho tvaru pro
metodu návrhu klouzavého režimu

dy

dt
= ωm

dωm

dt
= â

[

u+
a− â

â
u− Ca

â
ωm

] (5.124)

V prvńım kroku navrhneme stabilizuj́ıćı ř́ızeńı pro systém ẏ = ωm, kde ř́ıd́ıćım vstupem
je nyńı ωm. Nejjednodušš́ı možné ř́ızeńı je

ωm = −Ky K > 0 (5.125)

Rozd́ıl mezi skutečnou a požadovanou hodnotou ωm je

z = ωm +Ky = 0 (5.126)

č́ımž je současně určena přeṕınaćı př́ımka. Derivaćı podle času a dosazeńım upravený
stavových rovnic pak dostaneme

dz

dt
=

dωm

dt
+K

dy

dt
= â

[

u+
a− â

â
u+

K − Ca

â
ωm

]

(5.127)

ř́ızeńı zvoĺıme ve tvaru u = ueq+
v
â
, ueq = 0. Po dosazeńı do rovnice (5.127) pak dostaneme

dz

dt
= v +

a− â

â
v + (K − Ca)ωm = v +∆

∆ =
a− â

â
v + (K − Ca)ωm

(5.128)

Nyńı najdeme horńı mez hodnoty |∆|

|∆| ≤ |δa||v|+ |K − Ca||ωm| (5.129)

Vzhledem k tomu, že |δa| = |a−â
â
| < 1 odpov́ıdá nerovnost pro ∆ tvaru (5.97), kde k = δa

a ρ = |K − Ca||ωm|. V daľśı fázi řešeńı muśıme určit β > ρ, čemuž v našem př́ıpadě
odpov́ıdá

β = |K − Ca|ωmax (5.130)

kde ωmax je předpokládaná maximálńı možná úhlová rychlost motoru. Pro ř́ızeńı v pak
dostaneme z (5.101)

v = − β

1 − k
sign z = −|K − Ca|ωmax

1− |δa|
sign(Ky + ωm) (5.131)

Po dosazeńı źıskáme podobu ř́ızeńı u

u = −|K − Ca|ωmax

â(1− |δa|)
sign(Ky + ωm) = −|K − Ca|ωmax

â− |a− â| sign(Ky + ωm) (5.132)
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Vzhledem k tomu, že předpokládáme a < â, plat́ı

u = −|K − Ca|ωmax

a
sign(Ky + ωm) = −

∣
∣
∣
∣

K

a
− C

∣
∣
∣
∣
ωmax sign(Ky + ωm) =

= − |KTC − C|ωmax sign(Ky + ωm) = −|KT − 1|Cωmax sign(Ky + ωm)

(5.133)

kde T = JRa

C2 .
Z odvozeńı regulátoru pro klouzavý režim je patrné, že činnost regulátoru z̊ustane

zachována i pokud zvěťśıme hodnotu přeṕınané části akčńı veličiny. V našem př́ıpadě
m̊užeme tedy zvolit ř́ızeńı ve tvaru

u = −U sign(Ky + ωm) U ≥ |KT − 1|Cωmax (5.134)

což odpov́ıdá závěr̊um dosaženým během řešeńı reléového ř́ızeńı servomechanismu v ka-
pitole 5.3.2. Všimněme si, že pro úspěšné dokončeńı návrhu by musela být známá horńı
mez časové konstanty T a tedy i parametr̊u J a Ra.

Př́ıklad 5.13 Pohyb kyvadla je možné obecně popsat rovnicemi ve tvaru

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −a sin(x1 + δ1)− bx2 + cu

(5.135)

kde parametrem δ1 m̊užeme ovlivnit žádanou polohu kyvadla. Budeme předpokládat, že
parametry systému maj́ı nominálńı hodnoty â, b̂, ĉ a že plat́ı a > 0, b > 0, 0 < c ≤ ĉ.
Hledáme ř́ızeńı, které bude zajǐst’ovat stabilitu systému i při změně parametr̊u.

Stavové rovnice převedeme do standardńıho tvaru

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −â sin(x1 + δ1)− b̂x2 + ĉ[u+ δ(x1, x2, u)]

δ(x1, x2, u) =
1

ĉ
[−(a− â) sin(x1 + δ1)− (b− b̂)x2 + (c− ĉ)u]

(5.136)

V prvńım kroku budeme hledat ř́ızeńı systému

dx1

dt
= x2 (5.137)

prostřednictv́ım vstupu x2. Nejjednodušš́ı ř́ızeńı, které zajist́ı, že stav x1 bude směřovat
k nule je

x2 = −µx1 µ > 0 (5.138)

při jehož použit́ı bude hodnota x1 exponenciálně klesat (bude se chovat jako setrvačný
článek prvńıho řádu). Přeṕınaćım rozhrańım tedy bude př́ımka x2 = −µx1 a odchylka
od tohoto rozhrańı je

z = x2 + µx1 (5.139)
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Derivaćı podle času a dosazeńım upravených stavových rovnic dostaneme

dz

dt
=

dx2

dt
+ µ

dx1

dt
= −â sin(x1 + δ1)− b̂x2 + ĉ[u+ δ(x1, x2, u)] + µx2 (5.140)

Řı́zeńı budeme hledat ve tvaru

u = ueq +
v

ĉ
(5.141)

kde ekvivalentńı ř́ızeńı ueq zvoĺıme tak, aby byly eliminovány známé členy ve vztahu (5.140)

ueq =
1

ĉ
[â sin(x1 + δ1) + b̂x2 − µx2] (5.142)

Po dosazeńı do (5.140) dostaneme

dz

dt
= v + ĉδ

(

x1, x2, ueq +
v

ĉ

)

= v +∆(x1, x2, u) (5.143)

a tedy

∆(x1, x2, u) = ĉδ
(

x1, x2, ueq +
v

ĉ

)

=

= −(a− â) sin(x1 + δ1)− (b− b̂)x2 + (c− ĉ)(ueq +
v

ĉ
) =

= −(a− â) sin(x1 + δ1)− (b− b̂)x2 +
c− ĉ

ĉ
[â sin(x1 + δ1) + b̂x2 − µx2 + v] =

=
c− ĉ

ĉ
v +

(

−a +
c

ĉ
â
)

sin(x1 + δ1) +

(

−b+
c

ĉ
b̂− µ

c− ĉ

ĉ

)

x2 ≤

≤
∣
∣
∣
∣

c− ĉ

ĉ

∣
∣
∣
∣
|v|+

∣
∣
∣−a+

c

ĉ
â
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣
−b+

c

ĉ
b̂− µ

c− ĉ

ĉ

∣
∣
∣
∣
|x2|

(5.144)

Nyńı muśıme určit horńı meze neznámých člen̊u na základě znalosti možných hodnot
parametr̊u a,b,c

K ≥
∣
∣
∣
∣

c− ĉ

ĉ

∣
∣
∣
∣

K1 ≥
∣
∣
∣−a+

c

ĉ
â
∣
∣
∣

K2 ≥
∣
∣
∣
∣
−b+

c

ĉ
b̂− µ

c− ĉ

ĉ

∣
∣
∣
∣

(5.145)

Vzhledem k předpoklad̊um v zadáńı lze naj́ıt takovou hodnotu K, že plat́ı K < 1. Pak
m̊užeme napsat

∆(x1, x2, u) ≤ K|v|+K1 +K2|x2| = K|v|+ ρ

ρ = K1 +K2|x2|
(5.146)

Nyńı hledáme hodnotu β ≥ ρ+ b0 b0 > 0, čemuž vyhovuje

β = K1 +K2|x2|+ b0 b0 > 0 (5.147)
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a dosazeńım za β a K do vztahu (5.101) dostaneme část ř́ızeńı v. Pro výsledné ř́ızeńı u
pak plat́ı

u = ueq +
v

ĉ
=

=
1

ĉ

[

â sin(x1 + δ1) + b̂x2 − µx2 −
K1 +K2|x2|+ b0

1−K
sign(x2 + µx1)

] (5.148)

Během regulačńıho děje systém nejdř́ıve dosáhne přeṕınaćı př́ımky x2 = −µx1 a
následně se bude po ńı pohybovat směrem k počátku stavové roviny s dynamikou od-
pov́ıdaj́ıćı setrvačnému článku prvńıho řádu.

5.4.6 Neřešené př́ıklady pro kapitolu 5.4

Př́ıklad 5.14 Řı́zený systém je popsán stavovými rovnicemi ve standardńım tvaru

ẋ1 = x2

ẋ2 = b sin x1 − 3x2 + u
(5.149)

kde b je neznámý parametr s hodnotou −1 < b < 1. Navrhněte regulátor pro ř́ızeńı
v klouzavém režimu, který převede systém z libovolného počátečńıho stavu do stavu
x1 = x2 = 0.

6 Modelováńı a simulace nelineárńıch systémů

Modelováńı a simulace nelineárńıch systémů je spojeno s některými komplikacemi spo-
jenými s otázkou řešitelnosti soustavy nelineárńıch diferenciálńıch rovnic a s vlastnostmi
numerických metod použitých k řešeńı. O některých z nich se zmı́ńıme v této kapitole.

6.1 Řešitelnost modelu nelineárńıho systémů

6.1.1 Motivace

Při studiu lineárńıch systémů jsme se nemuseli zabývat otázkou řešitelnosti stavových
rovnic. U nelineárńıch systémů je situace složitěǰśı. Zanedbáńı problematiky řešitelnosti
nelineárńıch rovnic pak může vést k chybné interpretaci simulačńıch výsledk̊u. V následuj́ıćı
části proto nast́ıńıme problematiku řešitelnosti soustavy nelineárńıch diferenciálńıch rov-
nic.

6.1.2 Ověřeńı řešitelnosti popisu nelineárńıho systému

V př́ıpadě lineárńıch dynamických systémů popsaných soustavou lineárńıch diferenciálńıch
rovnic

dx

dt
= Ax+Bu (6.1)

neńı nutné se otázkou řešitelnosti zabývat. Je to dáno t́ım, že soustava lineárńıch dife-
renciálńıch rovnic má vždy řešeńı a neńı tedy možné sestavit neřešitelný model.
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U nelineárńıch systémů je situace poněkud složitěǰśı. Pro soustavu nelineárńıch dife-
renciálńıch rovnic neńı obecně zajǐstěna existence funkce, která je jej́ım řešeńım. Řešitelnost
soustavy diferenciálńıch rovnic lze určit pomoćı následuj́ıćı věty:

Věta 6.1 Necht’ je dána Cauchyova počátečńı úloha

dx

dt
= f (x, t) x (t0) = x0 (6.2)

v oblasti G ⊂ R
n × R a č́ısla a, b taková, že funkce f je spojitá na množině

R = {(x, t) ∈ G| ‖x− x0‖ ≤ b, ‖t− t0‖ ≤ a}. Označme

M = max
(x,t)

‖f (x, t)‖ α = min

{

a,
b

M

}

(6.3)

Pak existuje řešeńı Cauchyovy počátečńı úlohy definované a spojitě diferencovatelné na in-
tervalu 〈t0 − α, t0 + α〉.

Uvedená věta je podmı́nkou postačuj́ıćı, nikoli nutnou. Jej́ı splněńı tedy zaručuje
existenci řešeńı, řešeńı však může existovat i v př́ıpadě jej́ıho nesplněńı. Vzhledem k jej́ı
komplikovanosti ji většinou v technické praxi nepouž́ıváme a řešitelnost sestavené sou-
stavy nelineárńıch diferenciálńıch rovnic nevyšetřujeme. Můžeme se pak dopustit vážného
pochybeńı, které je často označováno jako

”
problém dvojité chyby“.

Každý reálný fyzikálńı systém na přivedené vstupńı signály nějakým zp̊usobem od-
pov́ı - neexistuje situace, že by byl reálný systém

”
neřešitelný“ a neexistovala tak jeho

žádná reakce na vstupńı signály. Neřešitelná soustava nelineárńıch rovnic může tedy
vzniknout pouze v d̊usledku chybného sestaveńı modelu, který dostatečně nevystihuje
významné vlastnosti p̊uvodńıho systému. Vzniklý

”
neřešitelný“ model se pak snaž́ıme

řešit obvykle výpočtem na č́ıslicovém př́ıpadně analogovém poč́ıtači. T́ım realizujeme
neřešitelný model na jiném fyzikálńım systému, přičemž realizace neodpov́ıdá zcela přesně
p̊uvodńımu modelu (vlastnosti numerických metod u č́ıslicového poč́ıtače, dynamické
vlastnosti operačńıch zesilovač̊u u analogového poč́ıtače). Poč́ıtač, jako fyzikálńı systém,
dá určité řešeńı. Toto řešeńı se ale může značně lǐsit od skutečného chováńı p̊uvodńıho
řešeného systému.

Pozorným prostudováńım věty 6.1 o řešitelnosti soustavy nelineárńıch rovnic si všimne-
me, že problémy s řešitelnost́ı přináš́ı výskyt nespojitosti v nelineárńı funkci. Problema-
tický tedy může být výskyt nelinearit jako relé, třeńı a daľśıch, které obsahuj́ı nějakou
nespojitost. U systémů obsahuj́ıćıch jen nelinearity, které neobsahuj́ı žádné body nespoji-
tosti, jako nasyceńı, necitlivost a podobně, problém s řešitelnost́ı nevzniká. To samozřejmě
neznamená, že při řešeńı neńı nutné pečlivě volit vhodnou numerickou metodu.

Celou problematiku vzniku
”
dvoj́ı chyby“ si nejlépe vysvětĺıme na př́ıkladu.

Př́ıklad 6.1 Vznik neřešitelného modelu

Uvažujme zapojeńı s operačńımi zesilovači, které je zakresleno na obr. 6.1. Pokusme se
nyńı sestavit model (soustavu diferenciálńıch rovnic) pro uvedené zapojeńı. Relé poṕı̌seme
ideálńı releovou charakteristikou podle rovnice (3.43) a dostáváme

ua = −u − y (6.4)
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Obrázek 6.1: Zapojeńı s operačńım zesilovačem

y = −
t∫

0

ubdt (6.5)

ub =

{
1 ua < 0
−1 ua ≥ 0

(6.6)

dy

dt
=

{
−1 −u − y < 0
1 −u − y ≥ 0

(6.7)

Dostáváme model, který nyńı zkuśıme řešit v prostřed́ı Matlab-Simulink. Modelovaćı
schema je uvedeno na obrázku 6.2.

Step Sign Scope

1
s

Integrator

Obrázek 6.2: Model zapojeńı s operačńım zesilovačem

Jako vstupńı signál uvažujeme jednotkový skok v čase 1s. Simulace byla provedena
s použit́ım integračńı metody třet́ıho řádu s pevným krokem výpočtu 0,01s. Odezva
systému je vykreslena na obr. 6.3. Z detailńıho výřezu je patrné, že výsledek simulace
ukazuje na kmity v oblasti kolem ustálené hodnoty −1. Zaj́ımavé nyńı bude ověřit vliv
použité integračńı metody a kroku integrace. Pro dvě r̊uzné integračńı metody a rozd́ılnou
volbu kroku je srovnáńı zachyceno na obr. 6.4. Je zřejmé, že amplituda kmit̊u záviśı na zvo-
lené integračńı metodě. Všimněme si rovněž, že perioda kmit̊u odpov́ıdá zvolenému kroku
výpočtu. Zvolená numerická metoda vždy ovlivňuje přesnost řešeńı. V našem př́ıpadě však
sṕı̌se

”
určuje“ významné vlastnosti nalezeného řešeńı.

Proved’me nyńı jednoduchý
”
myšlenkový pokus“ pro odhad chováńı modelovaného

systému. Předpokládejme, že se systém nacháźı ve stavu y = −1 a na vstupu p̊usob́ı
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Obrázek 6.3: Odezva na jednotkový skok

konstantńı signál u = 1. Z rovnice (6.7) je zřejmé, že derivace dy

dt
je kladná a hodnota y

bude r̊ust směrem ke kladné hodnotě. Po uplynut́ı časového intervalu τ → 0 hodnota y
naroste o kladnou hodnotu ∆y → 0. Nicméně nyńı již bude platit −u− y < 0, kdy podle
(6.7) bude derivace dy

dt
záporná a hodnota y začne klesat. Za čas τ → 0 klesne o hodnotu

∆y → 0 zpět na p̊uvodńı velikost y = −1. I když neńı uvedený myšlenkový pokus formálně
z matematického hlediska správný, lze dospět k závěru, že očekávaný pr̊uběh veličiny y
bude obsahovat kmity o nekonečné frekvenci (k přeṕınáńı směru derivace bude docházet
s periodou τ → 0). Takovému chováńı však neodpov́ıdá žádná časová funkce ve smyslu,
jak je z matematického hlediska pojem funkce chápán. Lze tedy tvrdit, že uvažovaná
nelineárńı diferenciálńı rovnice nemá řešeńı. Vzhledem k tomu, že při u = 1 obsahuje
rovnice (6.7) pro y = −1 nespojitost, je zřejmé, že neexistuje žádné okoĺı stavu y = −1,
na kterém by byly splněny podmı́nky věty 6.1 a tedy závěr, že rovnice nemá řešeńı s ńı
neńı ve sporu.

Jak však mohla tato situace nastat? Prvńı chyba spoč́ıvá v modelu nevhodně zvoleném
pro danou úlohu. Rovnice (6.7) neńı vhodným matematickým modelem pro zapojeńı
z obr. 6.1. Skutečná frekvence kmit̊u bude totiž v daném př́ıpadě ovlivněna řadou daľśıch
faktor̊u - hystereze a necitlivost relé (v d̊usledku konstrukčńıho řešeńı relé bude vždy
př́ıtomna, byt’ v malé mı́̌re) a rovněž mechanické vlastnosti jazýčku relé, který bude mı́t
také svoji dynamiku. Druhou chybou pak byla snaha o numerické řešeńı úlohy, pro které
řešeńı neexistuje. Výsledek pak byl závislý zcela na použité numerické metodě a v̊ubec
nevyjadřoval chováńı p̊uvodńıho systému.

Jak již bylo řečeno dř́ıve, určeńı řešitelnosti obecné soustavy nelineárńıch diferenciálńıch
rovnic je problematické a často i nemožné. Neexistuje jednoznačný postup, jak se chybám
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Obrázek 6.4: Vliv integračńı metody a kroku výpočtu na výsledek simulace

obdobného charakteru zaručeně vyhnout. Je tedy třeba pečlivě zvážit možná zjednodušeńı
reality při sestavováńı matematického popisu (nesmı́me zanedbat pro danou úlohu pod-
statné vlastnosti systému) a rovněž kontrolovat výsledky simulačńıch výpočt̊u v návaznosti
na jejich fyzikálńı interpretaci.

6.1.3 Shrnut́ı kapitoly 6.1

V př́ıpadě nelineárńıch systémů muśıme velice opatrně interpretovat výsledky simulaćı.
Vzhledem k tomu, že v praxi často neprovád́ıme ověřeńı řešitelnosti sestaveného modelu
nelineárńıho systému, mohou být výsledky simulaćı zat́ıženy značnými chybami. Důraz
je třeba klást předevš́ım na nezanedbáńı dynamických vlastnost́ı, které jsou vzhledem k
povaze řešené úlohy podstatné.

6.1.4 Kontrolńı otázky pro kapitolu 6.1

1. znamená nesplněńı Cauchyovy podmı́nky neřešitelnost popisu nelineárńıho systému?

2. v čem spoč́ıvá nebezpeč́ı
”
dvoj́ı chyby“?
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3. č́ım je často zp̊usobena neřešitelnost modelu?

4. jak budou ovlivněny simulačńı podmı́nky v př́ıpadě simulace neřešitelného popisu?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

6.2 Simulace nelineárńıch systémů v prostřed́ı Matlab Simulink

6.2.1 Motivace

Bude doplněno v budoućı verzi

6.2.2 Odstraněńı algebraické smyčky

Bude doplněno v budoućı verzi

6.2.3 Realizace nelineárńıch blok̊u

Bude doplněno v budoućı verzi

6.2.4 Shrnut́ı kapitoly 6.2

Bude doplněno v budoućı verzi

6.2.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 6.2

1. Bude doplněno v budoućı verzi

2.

3.

4.

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

7 Identifikace ř́ızených objekt̊u

7.1 Motivace

Pokud chceme navrhnout kvalitńı ř́ıd́ıćı algoritmus a vhodně zvolit jeho parametry, je
třeba znát vlastnosti ř́ızeného objektu. Úloha zjǐstěńı struktury a parametr̊u systému se
nazývá identifikace. Důležitým pravidlem během identifikace je snaha neodhadovat to, co
již známe. Je tedy použ́ıt veškerou apriorńı informaci o vlastnostech systémů. Z tohoto
pohledu můžeme identifikované systémy rozdělit do třech skupin:

•
”
b́ılá skř́ıňka“(

”
white–box“) – model systému je zcela znám, jeho strukturu a para-

metry dokážeme určit na základě matematicko–fyzikálńı analýzy objektu.
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•
”
šedá skř́ıňka“(

”
gray–box“) – máme pouze částečnou apriorńı znalost chováńı sys-

tému. Strukturu lze určit fyzikálńım modelováńım na základě fyzikálńıch znalost́ı o
systému. Parametry modelu jsou neznámé a je nutné je vhodnou metodou identifi-
kovat.

•
”
černá skř́ıňka“(

”
black–box“) – v tomto př́ıpadě nemáme žádné informace o vnitřńı

struktuře systému. Během identifikace muśıme zvolit vhodnou strukturu modelu a
vypoč́ıtat jeho parametry.

V př́ıpadě lineárńıch systémů existuje obecně použitelný model ve tvaru operátorového
přenosu a proto jsme schopni obvykle poměrně snadno provést identifikaci systému typu

”
black–box“. Na druhou stranu volba struktury modelu pro identifikaci nelineárńıch sys-
témů bývá natolik komplikovaná, že ji muśıme většinou odvodit na základě fyzikálńıch
vlastnost́ı systému a provést jen výpočet parametr̊u modelu – jedná se tedy o identifikaci
systému s charakteristikou

”
gray–box“.

Identifikačńı metody lze rozdělit podle př́ıstupu k výpočtu parametr̊u na dvě základńı
skupiny:

• deterministické – založeny na deterministických modelech systémů, parametry se
hledaj́ı na základě minimalizace odchylky mezi měřenými a simulovanými daty

• stochastické – vycházej́ı ze stochastických model̊u, parametry modelu jsou vypočteny
na základě vyhodnoceńı transformace statistických vlastnost́ı signálu po pr̊uchodu
identifikovaným systémem.

V daľśım výkladu se zaměř́ıme na základńı možnosti deterministické identifikace model̊u
lineárńıch a nelineárńıch systémů.

7.2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Jednou z nejběžněji použ́ıvaných metod identifikace dynamických systémů je tak zvaná
metoda nejmenš́ı čtverc̊u. Jej́ı použit́ı je vhodné pouze pro lineárńı systémy, př́ıpadně pro
systémy, které je možné dobře linearizovat v okoĺı pracovńıho bodu.

Pro vysvětleńı metody budeme nejdř́ıve uvažovat lineárńı statický systém

yi = ϕT
i θ (7.1)

kde ϕi je vektor vstupńıch proměnných a θ je vektor parametr̊u. Výstup yi je tedy
tvořen lineárńı kombinaćı vstupńıch hodnot ϕi. Pokud chceme popsat závislost mezi v́ıce
výstupńımi hodnotami yi a př́ıslušnými vstupńımi vektory ϕi, lze celý systém zapsat ve
tvaru

y = Φθ (7.2)

kde y = [yN , yN−1, . . . , y1]
T a Φ = [ϕN ,ϕN−1, . . . ,ϕ1]

T . Je zřejmé, že parametry systému
budou jednoznačně určeny jenom tehdy, když délka vektoru y a t́ım i počet řádk̊u matice
Φ bude roven počtu parametr̊u ve vektoru θ. Parametry systému pak dokážeme určit
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Obrázek 7.1: Princip identifikace parametr̊u systému

řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (7.2). Pokud máme k dispozici v́ıce dat, dostáváme
přeurčenou soustavu lineárńıch rovnic, která obecně nemuśı mı́t žádné řešeńı.

Při identifikaci parametr̊u použijeme tedy jiný postup, než př́ımé řešeńı soustavy rovnic
(7.2). Budeme předpokládat, že máme k dispozici model systému

ỹ = Φθ̃ (7.3)

kde θ̃ je odhad parametr̊u systému. Pokud porovnáme skutečnou hodnotu výstupu systému
y s odhadem vypočteným modelem ỹ, dostaneme chybu odhadu

ε = ỹ − y = y −Φθ = Φ(θ̃ − θ) (7.4)

Č́ım bude odchylka ε
”
menš́ı“, t́ım budou parametry modelu θ̃ bĺıže skutečným hod-

notám θ. Muśıme však ještě zvolit vhodné kritérium, kterým budeme hodnotit
”
velikost“

odchylky ε. Běžně použ́ıvaným kritériem je součet kvadrát̊u odchylek

V (θ̃) =
1

2

n∑

i=1

ε2i =
1

2
εTε (7.5)

podle kterého rovněž metoda nese název. Pokuśıme se provést minimalizaci zvoleného
kritéria. Kritérium můžeme upravit do tvaru

V (θ̃) =
1

2
εTε =

1

2
[y −Φθ̃]T [y −Φθ̃] =

1

2
[θ̃TΦTΦθ̃ − θ̃TΦTy − yTΦθ̃ + yTy] =

=
1

2
[θ̃ − (ΦTΦ)−1ΦTy]T (ΦTΦ)[θ̃ − (ΦTΦ)−1ΦTy]

︸ ︷︷ ︸

pozitivně semidefinitńı forma
při minimalizaci bude nulová

+
1

2
[yTy − yTΦ(ΦTΦ)−1ΦTy]

︸ ︷︷ ︸

neobsahuje θ̃

neńı co minimalizovat

(7.6)
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Minimalizace kritéria je tedy dosaženo pro

θ̃ − (ΦTΦ)−1ΦTy = 0 (7.7)

č́ımž dostáváme odhad parametr̊u

θ̃ = (ΦTΦ)−1ΦTy (7.8)

Nyńı se pokuśıme źıskaný výsledek přenést do oblasti lineárńıch dynamických systémů.
Předpokládejme, že systém s jedńım vstupem a jedńım výstupem je popsán operátorovým
přenosem

F (z) =
b1z

−1 + b2z
−2 + . . .+ bnz

−n

1 + a1z−1 + a2z−2 + . . .+ anz−n
=

Y (z)

U(z)
(7.9)

Výstup systému v k-tém kroku je pak dán vztahem

y(k) = b1u(k−1)+b2u(k−2)+. . .+bnu(k−n)−a1y(k−1)−a2y(k−2)−. . .−any(k−n)(7.10)

Plat́ı tedy

y = Φθ (7.11)

kde y = [y(k), y(k − 1), . . . , y(k −N + 1)]T ,
θ = [a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn]

T a

Φ =

[
−y(k − 1) −y(k − 2) . . . −y(k − n)
−y(k − 2) −y(k − 3) . . . −y(k − n − 1)

.

.

.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
−y(k − N) −y(k − N − 1) . . . −y(k − n − N + 1)

∣
∣
∣
∣
∣

u(k − 1) u(k − 2) . . . u(k − n)
u(k − 2) u(k − 3) . . . u(k − n − 1)

.

.

.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
u(k − N) u(k − N − 1) . . . u(k − n − N + 1)

]

Matice Φ má N řádk̊u a 2n sloupc̊u, kde N je počet zpracovávaných vzork̊u a n je
řád systému. Vektor θ obsahuje celkem 2n parametr̊u a proto, jak již bylo řečeno dř́ıve,
muśı mı́t matice Φ alespoň N ≥ 2n řádk̊u, tak aby bylo možné jednoznačně vypoč́ıst
parametry systému. Z toho rovněž vyplývá, že muśıme mı́t k dispozici alespoň 2n měřeńı
vstupu a výstupu systému.Vzhledem k tomu, že rovnice (7.11) je shodná s rovnićı (7.2),
řeš́ıme vlastně stejnou úlohu, jako v př́ıpadě statického systému. Pokud sestav́ıme obsah
matic tak, jak je uvedeno v (7.11), můžeme odhad parametr̊u systému vypoč́ıtat pomoćı
vztahu (7.8).

Na základě vztahu (7.8) tedy dokážeme vypoč́ıtat odhad parametr̊u během jednoho
výpočetńıho kroku (samozřejmě za předpokladu, že máme matice naplněné potřebnými
údaji). Z tohoto d̊uvodu bývá uvedený postup nazýván jednorázová metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u. I když vztah pro výpočet parametr̊u je formálně velmi jednoduchý, praktické
použit́ı této metody je často problematické. Je třeba si uvědomit, že počet řádk̊u matice
Φ odpov́ıdá počtu zpracovávaných vzork̊u a při výpočtu (7.8) jsme pak často nuceni
vypoč́ıtat inverzi matice velkého rozměru. Daľśı problém spoč́ıvá ve skutečnosti, že při
př́ıchodu daľśıho vzorku vstupu a výstupu nejsme schopni využ́ıt výsledku předchoźıho
kroku a je třeba provést výpočet znovu.

Je zřejmé, že by bylo velmi zaj́ımavé naj́ıt algoritmus, který by dokázal v každém
výpočetńım kroku využ́ıt odhadu parametr̊u vypočtených dř́ıve, přičemž nově př́ıchoźı
hodnoty vstupu a výstupu umožńı zpřesněńı odhadu.
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Pokud uvažujeme matice ve tvaru y = [yN , yN−1, . . . , y1]
T a Φ = [ϕN ,ϕN−1, . . . ,ϕ1]

T ,
lze vztah (7.8) zapsat ve tvaru

θ̃N =

[
N∑

i=1

ϕiϕ
T
i

]−1 [ N∑

i=1

ϕiyi

]

(7.12)

Označme

PN =

[
N∑

i=1

ϕiϕ
T
i

]−1

(7.13)

kde N je počet zpracovaných vzork̊u. Lehce si všimneme, že matici P můžeme poč́ıtat
rekurentńım vztahem

P−1
N = P−1

N−1 +ϕNϕ
T
N (7.14)

Rovněž lze snadno ukázat, že plat́ı

θ̃N = PN

[
N−1∑

i=1

ϕiyi +ϕNyN

]

= PN

[

P−1
N−1θ̃N−1 +ϕNyN

]

=

= θ̃N−1 +PNϕN

[

yN − ϕT
N θ̃N−1

]
(7.15)

Celý výpočet odhadu, pak shrneme do následuj́ıćıch vztah̊u

θ̃N = θ̃N−1 +KNεN

KN = PNϕN

εN = yN − ϕT
N θ̃N−1

P−1
N = P−1

N−1 +ϕNϕ
T
N

(7.16)

Všimněme si, že na rozd́ıl od jednorázové metody nyńı pracujeme s maticemi podstatně
menš́ıch rozměr̊u (Matice P má rozměr 2n× 2n, kde n je řád systému). Výpočet odhadu
parametr̊u v N -tém kroku vycháźı z odhadu parametr̊u v kroku N−1, přičemž je upřesněn
pomoćı nově př́ıchoźıch hodnot. Jedná se o rekurzivńı výpočet a proto se tato metoda
běžně označuje jako rekurzivńı nebo také pr̊uběžná metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Inverze
matice, je výpočetně náročná operace. V našem př́ıpadě můžeme použ́ıt lema o inverzi
matice (C.8) a tomuto výpočtu se vyhnout. Po úpravě rovnic (7.16) dostaneme

θ̃N = θ̂N−1 +KNεN

KN = PNϕN

εN = yN − ϕT
N θ̃N−1

PN = PN−1 −PN−1ϕNϕ
T
NPN−1/

[
1 +ϕT

NPN−1ϕN

]

(7.17)

Rovnice stále obsahuj́ı děleńı, nicméně tentokrát se již nejedná o inverzi matice, protože
výsledkem maticového výrazu ve jmenovateli je skalárńı č́ıslo. Lze ukázat, že z d̊uvodu
dobré konvergence řešeńı je vhodné volit počátečńı hodnotu matice P0 jako diagonálńı
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s velkými hodnotami na diagonále. Při zahájeńı výpočtu si muśıme rovněž uvědomit,
že prvńı použitelný odhad parametr̊u dostaneme až po provedeńı tolika krok̊u, kolik
parametr̊u identifikujeme. Pro přenos n-tého řádu tedy dostaneme použitelný odhad až
po 2n kroćıch.

Výsledek pr̊uběžné metody nejmenš́ıch čtverc̊u v N -tém kroku odpov́ıdá jednorázové
metodě poč́ıtané z N měřeńı. Pokud je N značně velké, bude metoda pomalu reagovat
na př́ıpadné změny parametr̊u identifikované soustavy. Je to zp̊usobeno t́ım, že všechny
zpracovávané vzorky jsou uvažovány se stejnou vahou a tedy nově př́ıchoźı hodnoty maj́ı
relativně malou váhu vzhledem k rozsáhlému souboru předchoźıch dat. Při praktickém
použit́ı se tento problém řeš́ı použit́ım tak zvaného exponenciálńıho zapomı́náńı.. Mı́sto
kritéria (7.5), které uvažuje všechny vzorky se stejnou vahou, použijeme kritérium

V (θ) =
N∑

i=1

λi−1ε2i (7.18)

kde λ je koeficient zapomı́náńı, který voĺıme λ < 1 (obvykle přibližně 0,95). Vid́ıme, že
váha odchylek, s jakou jsou zahrnuty v kritériu, v tomto př́ıpadě s rostoućım

”
stář́ım“

exponenciálně klesá. Při použit́ı tohoto kritéria je pak možné odvodit vztahy pro výpočet
odhadu parametr̊u ve tvaru

θ̃N = θ̂N−1 +KNεN

KN = PNϕN

εN = yN − ϕT
N θ̂N−1

PN =
(
PN−1 −PN−1ϕNϕ

T
NPN−1/

[
λ+ϕT

NPN−1ϕN

])
/λ

(7.19)

Zp̊usob plněńı dat do vektoru ϕ je znázorněn na obr. 7.2. V každém kroku provedeme
posun starých dat ve vektoru, přičemž na uvolněné pozice zaṕı̌seme aktuálńı hodnotu
vstupu a záporně vzatou hodnotu výstupu. Během identifikace systému je nutné zajistit,
aby vstup systému byl dostatečně

”
bohatý“ na změny. V opačném př́ıpadě řeš́ıme špatně

podmı́něnou úlohu (matice Φ se bĺıž́ı singulárńı matici). Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
rovněž může selhat, pokud provád́ıme identifikaci systému ř́ızeného ve zpětnovazebńım
regulačńım obvodě, nebo když na výstupu soustavy p̊usob́ı poruchový signál. V lite-
ratuře [9, 11] lze nalézt modifikace uvedené metody, které umožňuj́ı potlačeńı zmı́něných
problémů.

7.3 Identifikace nelineárńıch systémů

Identifikace parametr̊u nelineárńıch systémů představuje mnohem složitěǰśı problém
než identifikace lineárńıch systémů. Vzhledem k tomu, že nelineárńı systémy neńı možné
obecně popsat relativně jednoduchou strukturou, jakou je např. operátorový přenos,
je identifikace nelineárńıho

”
black–box“ modelu velmi komplikovaná. Zaměř́ıme se tedy

pouze na identifikaci takových systémů, kde je struktura modelu známá (
”
gray–box“

model). Model nelineárńıho dynamického systému můžeme obecně uvažovat ve tvaru

dx(t)

dt
= f(x(t),u(t), t, θ)

y(t) = g(x(t),u(t), t, θ)
(7.20)
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Obrázek 7.2: Př́ıprava dat pro rekurzivńı metodu nejmenš́ıch čtverc̊u

kde θ je vektor parametr̊u systému, př́ıpadně ve tvaru s diskrétńım časem

x(k + 1) = fd(x(k),u(k), k, θ)

y(k) = gd(x(k),u(k), k, θ)
(7.21)

Předpokládejme, že máme k dispozici množinu hodnot výstupu systému
{y(1),y(2), . . . ,y(N)}. Pokud známe strukturu modelu, můžeme simulaćı určit množinu
hodnot jeho výstupu {ỹ(1, θ), ỹ(2, θ), . . . , ỹ(N, θ)} odpov́ıdaj́ıćı vektoru parametr̊u θ a
p̊usobeńı stejného vstupńıho signálu jako v př́ıpadě identifikovaného systému.

Je zřejmé, že budeme hledat takový vektor parametr̊u θ, kdy data źıskaná z modelu
budou odpov́ıdat dat̊um měřeným na reálném objektu. Jako kritérium shody můžeme
zvolit kvadratickou formu

J(θ) =
N∑

k=1

(y(k)− ỹ(k, θ))TWk(y(k)− ỹ(k, θ)) (7.22)

kde Wk je pozitivně definitńı matice, která může určovat váhu jednotlivých dat. Úloha
identifikace parametr̊u pak přecháźı obdobně jako u metody nejmenš́ıch čtverc̊u na problém
hledáńı parametr̊u modelu minimalizuj́ıćıch hodnotu kritéria

θ̃ = argmin
θ

J(θ) (7.23)

Minimalizaci kritéria nelze v tomto př́ıpadě vypoč́ıtat obvykle analyticky, jak to bylo
provedeno v př́ıpadě lineárńıho systému. Pro nalezeńı minima kritéria muśıme použ́ıt
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vhodnou numerickou metodu. Metod pro hledáńı minima funkce existuje celá řada, z nichž
mezi často použ́ıvané patř́ı např. Gauss–Newtonova metoda, Levenberger-Marquardtova
metoda nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u [10] a r̊uzné daľśı gradientńı metody. Z hlediska
použit́ı jsou velmi zaj́ımavé rovněž tak zvané metody př́ımého hledáńı minima z nichž se
bĺıžeji seznámı́me s metodou Nelder–Mead [12, 10].

Metoda Nelder–Mead pro hledáńı minima funkce f(x) je založena na geometrických
úpravách simplexu v prostoru parametr̊u funkce. Pod pojmem simplex v n-rozměrném
prostoru rozumı́me útvar složený z n + 1 vrchol̊u, jejich spojnic (hran) a oblast́ı vyme-
zených těmito spojnicemi (ploch). V jednorozměrném prostoru má simplex podobu úsečky,
v dvojrozměrném trojúhelńıku, v trojrozměrném čtyřstěnu. Geometrická představa ve
v́ıcerozměrném prostoru je pak poněkud obt́ıžněǰśı.

Před započet́ım iteračńıho výpočtu muśıme vytvořit počátečńı simplex. Za t́ımto
účelem muśıme zvolit počátečńı odhad parametr̊u – tento počátečńı odhad představuje
jeden z vrchol̊u simplexu. Zbývaj́ıćıch n vrchol̊u lze zvolit v podstatě libovolně, obvykle se
voĺı tak, že provedeme posunut́ı prvńıho vrcholu ve směru jednotlivých os souřadnicového
systému. Během iteraćı pak provád́ıme úpravy simplexu – reflexe, expanze, kontrakce,
smrštěńı. Každá z operaćı je ovlivněna jedńım z parametr̊u metody ρ, χ, γ, σ. Parametry
muśı splňovat podmı́nky ρ > 0, χ > 1, 0 < γ < 1, 0 < σ < 1. Standardńı nastaveńı, které
je v podstatě univerzálńı, je

ρ = 1

χ = 2

γ =
1

2

σ =
1

2

(7.24)

V každém iteračńım kroku ř́ıd́ıme následuj́ıćım algoritmem:

1. Seřazeńı – označ́ıme vrcholy simplexu x1,x2, . . . ,xn+1 tak, že plat́ı
f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fn+1, kde fi = f(xi). x1 tedy odpov́ıdá z hlediska minimalizace
funkce f

”
nejlepš́ımu“ a xn+1 ”

nejhorš́ımu“ bodu.

2. Relfexe – zrcadlový obraz xr vypočteme pomoćı

xr = x̄+ ρ(x̄− xn+1) (7.25)

kde x̄ je těžǐstě n nejlepš́ıch vrchol̊u

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi (7.26)

Zjist́ıme hodnotu fr = f(xr). Pokud plat́ı f1 ≤ fr < fn, nahrad́ıme vrchol xn+1

vrcholem xr a iteraci ukonč́ıme. V opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 3.
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Obrázek 7.3: Úpravy simplexu při minimalizaci funkce metodou Nelder–Mead

3. Expanze – pokud plat́ı fr < f1 vypočteme bod xe podle vztahu

xe = x̄+ χ(xr − x̄) (7.27)

a vyhodnot́ıme fe = f(xe). Jestliže neńı podmı́nka fr < f1 splněna, pokračujeme
krokem 4. Pokud fe < fr, nahrad́ıme vrchol xn+1 vrcholem xe a iteraci ukonč́ıme.
Pokud fe ≥ fr, nahrad́ıme vrchol xn+1 vrcholem xr a iteraci ukonč́ıme.

4. Kontrakce – pokud plat́ı fr ≥ fn provedeme kontrakci mezi x̄ a lepš́ım z bod̊u
xn+1 a xr. V opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 5.

a) Vněǰśı – jestliže plat́ı fn ≤ fr < fn+1, vypočteme

xc = x̄+ γ(xr − x̄) (7.28)

a hodnotu fc = f(xc). Pokud fc ≤ fr, nahrad́ıme vrchol xn+1 vrcholem xc a
ukonč́ıme iteraci. V opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 5.
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b) Vnitřńı – pokud plat́ı fr ≥ fn+1, vypočteme

x′
c = x̄− γ(x̄− xn+1) (7.29)

a hodnotu f ′
c = f(x′

c). Pokud f ′
c < fn+1, nahrad́ıme vrchol xn+1 vrcholem x§c a

ukonč́ıme iteraci. V opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 5.

5. Smrštěńı – definujeme n nových vrchol̊u

vi = x1 + σ(xi − x1) i = 2, 3, . . . , n+ 1 (7.30)

a sestav́ıme nový simplex s vrcholy x1, v2, v3, . . . , vn+1.

Na obr. 7.3 můžeme vidět grafickou podobu jednotlivých změn simplexu pro úlohu
v dvojrozměrném prostoru (systém má dva parametry), přičemž podoba výchoźıho sim-
plexu je vykreslena čárkovaně. Iterace opakujeme, dokud neńı dosaženo ukončovaćı podmı́nky.
Ukončeńı výpočtu obvykle provedeme, jakmile klesne velikost simplexu pod zvolenou
velikost. Podmı́nku ukončeńı iteraćı pak můžeme formulovat jako

max
2≤i≤n+1

‖xi − x1‖ ≤ ǫmax(1; ‖x1‖) (7.31)

kde ǫ je zvolená tolerance. Stejně jako u ostatńıch numerických metod pro hledáńı minima
funkce i metoda Nelder–Mead nezajǐst’uje nalezeńı globálńıho minima. Z tohoto d̊uvodu je
velmi d̊uležité zvolit počátečńı odhad parametr̊u v bĺızkosti skutečného minima kritéria.

Metoda Nelder–Mead je dostupná v prostřed́ı systému Matlab jako funkce fminsearch.
Jej́ı voláńı v základńı podobě je

x = fminsearch(@myfun, x0, options, data)

Funkce vraćı vektor hodnot proměnných x, pro které docháźı k minimalizaci funkce.
V základńım tvaru má funkce dva parametry. Prvńı představuje funkci, která má být
minimalizovaná a představuje M-file s definićı funkce

function f = myfun(x,data)

f = ... % Výpočet hodnoty funkce v bodě x

Vektor x0 obsahuje počátečńı odhad polohy minima, od kterého je zahájen iteračńı
výpočet. Dále je možné voláńı rozš́ı̌rit o nepovinné parametry. Struktura options slouž́ı k
ovlivněńı vlastnost́ı výpočtu. Jej́ı sestaveńı je provedeno voláńım funkce

options = optimset(’param1’,value1,’param2’,value2,...)
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kde řetězec param označuje jméno parametru a value jeho hodnotu. Možné typy zadaných
parametr̊u jsou:

• DisplayLevel – úroveň hlášeńı během výpočtu: ’off’ – žádná hlášeńı; ’iter’ – hlášeńı
během každé iterace; ’final’ – zobrazeńı jen konečného výsledku; ’notify’ (standardńı
hodnota) – zobrazeńı hlášeńı jen pokud výpočet nekonverguje.

• FunValCheck – zjǐst’uje, zda jsou hodnoty vracené minimalizovanou funkćı platné:
’on’ – vyṕı̌se hlášeńı, pokud hodnota vrácená minimalizovanou funkćı je komplexńı
č́ıslo, Inf nebo NaN; ’off’ (standardńı hodnota) – nezobrazuje varováńı.

• MaxFunEvals – maximálńı počet vyhodnoceńı minimalizované funkce.

• MaxIter – maximálńı počet iteraćı.

• OutputFcn – uživatelská funkce, která bude vyvolána během každé iterace. Umožňuje
např. pr̊uběžné vypisováńı mezivýsledk̊u minimalizace.

• TolFun – tolerance funkčńı hodnoty. Pokud je změna funkčńı hodnoty minimali-
zované funkce mezi dvěma iteracemi menš́ı než zvolená hodnota, dojde k ukončeńı
výpočtu.

• TolX – tolerance proměnných x. Pokud dojde mezi dvěma iteracemi k menš́ı změně
proměnných x než zvolená hodnota, je výpočet ukončen.

Posledńı uvedený nepovinný parametr data je předán minimalizované funkci, jak je zob-
razeno u voláńı funkce myfun, č́ımž je umožněno zpracováńı daľśıch dat mimo proměnné
použité k minimalizaci funkce.

Daľśı detaily použit́ı funkce fminsearch lze nalézt v dokumentaci a nápovědě systému
Matlab.

V př́ıpadě použit́ı funkce fminsearch v úloze identifikace dynamického systému, muśıme
vytvořit funkci myfun tak, aby vracela hodnotu kritéria pro parametry modelu dané
vektorem x, což si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 7.1 Předpokládejme, že reálný fyzikálńı systém je popsán stavovými rovnicemi

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1|x1|3 − x2

√

|x2|3 + u

y = x1

(7.32)

kde na vstup u přivedeme v čase t = 0s jednotkový skok, což odpov́ıdá modelu na obr. 7.5.
Systém budeme dále považovat za

”
gray–box“, což znamená, že máme k dispozici

měřeńı jeho vstupu a výstupu obr. 7.4, známe rovněž jeho vnitřńı strukturu, nicméně
jeho parametry jsou neznámé a chceme je identifikovat. Jeho popis má pak tvar

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= −x1|x1|a1 − x2|x2|a2 + u

y = x1

(7.33)
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Obrázek 7.4: Výstup systému z př́ıkladu 7.1

kde a1, a2 jsou neznámé parametry. Za t́ımto účelem připrav́ıme simulačńı schéma obr. 7.6,
které strukturou odpov́ıdá identifikovanému systému obr. 7.5, avšak obsahuje neznámé
parametry.

Dále muśıme zvolit kritérium shody mezi výstupem systému a modelu. Toto kritérium
m̊užeme v našem př́ıpadě zvolit jako sumu kvadrát̊u odchylek. Hodnotu kritéria budeme
poč́ıtat funkćı fkrit, jej́ı̌z obsah je uveden ńı̌ze.

function f=fkrit(a,y_orig) %a=[a1 a2]...parametry modelu,

%y_orig...výstup identifikovaného systému

load_system(’model’);

set_param(’model/a1’,’Value’,mat2str(a(1))); %nastavenı́ parametrů modelu

set_param(’model/a2’,’Value’,mat2str(a(2)));

try

sim(’model’); %spuštěnı́ simulace modelu model.mdl,

%výstup systému je uložen v proměnné y

f=(y-y_orig)’*(y-y_orig); %suma kvadrátů odchylek

%mezi výstupem systému y_orig a modelu y

catch

f=10000; %hodnota kritéria, pokud dojde k chybě simulace

%- nastává při vyhodnocenı́ neurčitého výrazu 0^0

end;
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Obrázek 7.5: Model systému z př́ıkladu 7.1 v prostřed́ı Matlab-Simulink – origsys.mdl

Nyńı nám jǐz zbývá provést minimalizaci kritéria. K tomu použijeme funkci
fminsearch, jak je ukázáno dále

sim(’origsys’); %výpočet výstupu identifikovaného systému do proměnné y

a0=[1 1]; %počátečnı́ odhad parametrů a1=1, a2=1

%provedenı́ minimalizace funkce fkrit

fminsearch(@fkrit,a0,optimset(’Display’,’iter’,’MaxFunEvals’,100000,

’MaxIter’,100000,’TolFun’,1e-4,’TolX’,1e-4),y_orig)

Po spuštěńı výpočtu dostaneme

Iteration Func-count min f(x) Procedure

0 1 4.95392

1 3 4.82562 initial simplex

2 5 4.5494 expand

3 7 4.1524 expand

4 9 3.51067 expand

5 11 2.66777 expand
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Obrázek 7.6:
”
Gray-box“ model systému z př́ıkladu 7.1 v prostřed́ı Matlab-Simulink –

model.mdl

6 13 2.45097 reflect

7 15 2.45097 contract inside

8 17 2.30605 reflect

9 19 2.30605 contract inside

10 20 2.30605 reflect

11 22 2.30605 contract inside

12 24 2.30392 reflect

13 26 2.1766 expand

14 28 2.1132 expand

15 30 1.77689 expand

16 32 1.51 expand

17 34 0.645111 expand

18 36 0.442696 expand

19 37 0.442696 reflect

20 39 0.287909 contract inside

21 41 0.287909 contract inside
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22 43 0.0652901 expand

23 45 0.0652901 contract inside

24 47 0.037702 reflect

25 49 0.034588 reflect

26 51 0.00745213 reflect

27 53 0.00387292 contract inside

28 55 0.00387292 contract inside

29 57 0.000951637 contract inside

30 59 0.000517011 contract inside

31 61 0.000517011 contract inside

32 63 0.000108506 contract inside

33 65 6.932e-005 contract inside

34 67 6.932e-005 contract inside

35 69 8.40888e-006 contract inside

36 71 8.40888e-006 contract inside

37 73 8.40888e-006 contract inside

38 75 2.05396e-006 contract inside

39 77 1.58942e-006 contract inside

40 79 8.89055e-007 contract inside

41 81 3.60643e-007 contract inside

42 83 2.66278e-007 contract inside

43 85 5.98496e-008 contract inside

44 87 5.98496e-008 contract inside

45 89 5.0802e-008 contract outside

Optimization terminated:

the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX

of 1.000000e-003 and F(X) satisfies the convergence criteria using

OPTIONS.TolFun of 1.000000e-003

ans =

3.0002 1.5001

Hodnota identifikovaných parametr̊u je tedy a1 = 3,0002 a a2 = 1,5001, přičemž
tento výsledek se velmi dobře shoduje se skutečnými parametry systému. Během výpočtu
proběhlo celkem 89 vyhodnoceńı kritéria. Konečná hodnota kritéria (suma kvadrát̊u od-
chylek výstupu modelu a identifikovaného systému) je 5,0802 · 10−8. Vzhledem k tomu, že
hodnota kritéria je velmi malá, lze předpokládat, že se nám podařilo naj́ıt řešeńı v těsné
bĺızkosti globálńıho minima a výpočet tedy byl úspěšný.

Je zřejmé, že nast́ıněný zp̊usob identifikaci parametr̊u nelineárńıho systému je bĺızká
sṕı̌se jednorázové metodě nejmenš́ıch čtverc̊u. Při praktickém použit́ı muśıme dobře volit
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počátečńı odhad parametr̊u, který může mı́t značný vliv na konvergenci metody. Praktické
použit́ı minimalizačńıho algoritmu Nelder–Mead ukazuje, že jsme často schopni iden-
tifikovat parametry složitých nelineárńıch systémů, které mohou obsahovat i nespojité
nelineárńı charakteristiky (např. reléová charakteristika). Obecně však nelze nalezeńı
minima garantovat.

7.4 Shrnut́ı kapitoly 7

Kvalitńı identifikace modelu ř́ızeného systému je jednou z podmı́nek úspěšného návrhu
ř́ızeńı. Seznámili jsme se se základńımi možnostmi deterministických metod identifikace
parametr̊u lineárńıch a nelineárńıch dynamických systémů. Uvedené algoritmy lze prak-
ticky použ́ıt sṕı̌se v jednoduchých aplikaćıch. V řadě př́ıpad̊u je třeba řešit úlohu identifi-
kace parametr̊u systému ř́ızeného v uzavřené regulačńı smyčce, př́ıpadně eliminovat vliv
poruchových signál̊u, nebo odhadovat dopravńı zpožděńı. Algoritmy pro takové úlohy lze
naj́ıt v literatuře [11, 9] a budou diskutovány v rámci předmětu magisterského studia
Modelováńı a identifikace.

7.5 Kontrolńı otázky pro kapitolu 7

1. Jaký je zásadńı rozd́ıl mezi identifikaćı
”
gray–box“ a

”
black–box“ systému?

2. Co vyjadřuje koeficient zapomı́náńı u pr̊uběžné metody nejmenš́ıch čtverc̊u?

3. Lze použ́ıt minimalizačńı metodu Nelder–Mead pro identifikaci lineárńıch systémů?

4. Je při použit́ı metody Nelder–Mead nutné znát přesně hodnotu kriteriálńı funkce
pro dané parametry modelu?

Správné odpovědi jsou uvedeny v dodatku A.

8 Závěr

Studium nelineárńıch systémů představuje velice rozsáhlou oblast. V rámci učebńıho
textu Regulace a ř́ızeńı II jsme se seznámili se základńımi př́ıstupy pro analýzu a syntézu
regulačńıch obvod̊u s nelineárńımi členy. Chováńı nelineárńıch systémů je rozmanité stejně
jako reálné prostřed́ı, které reprezentuj́ı. V rozsahu daném studiem předmětu Regulace
a ř́ızeńı II neńı možné postihnout všechny specifické vlastnosti nelineárńıch systémů,
které často vyžaduj́ı hledáńı individuálńıho řešeńı pro danou úlohu. Ukázali jsme si však
základńı postupy umožňuj́ıćı analýzu chováńı i poměrně složitých nelineárńıch dyna-
mických systémů, přičemž na základě źıskaných poznatk̊u dokážeme v řadě př́ıpad̊u i
navrhnout vhodný ř́ıd́ıćı algoritmus. Pro detailněǰśı pochopeńı studované problematiky
lze pak doporučit literaturu uvedenou v literárńıch odkazech.
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A Odpovědi na kontrolńı otázky

A.1 Odpovědi na otázky vstupńıho testu

1. f(x) =
∞∑

n=0

dnf(x)

dxn

∣
∣
∣
∣
x0

(x−x0)n

n!

2. f(x) = 1
2
b0 +

∞∑

n=1

bn cos(nx) +
∞∑

n=1

an sin(nx)

kde b0 =
1
π

π∫

−π

f(x)dx, an = 1
π

π∫

−π

f(x) sin(nx)dx, bn = 1
π

π∫

−π

f(x) cos(nx)dx

3. c)

4. a),d)

5. a)

6. b)

7. d)

A.2 Odpovědi na otázky kapitoly 2

1. Pro nelineárńı systémy princip superpozice neplat́ı.

2. Laplaceova transformace a tedy i operátorový přenos využ́ıvá principu superpozice,
který pro nelineárńı systémy neplat́ı. Popis nelineárńıho systému operátorovým
přenosem neńı tedy možný.

3. Frekvenčńı charakteristika souviśı s pojmem frekvenčńıho přenosu. Ten lze pomoćı
Fourierovy transformace nalézt jen pro systémy, u kterých plat́ı princip superpozice.
Frekvenčńı charakteristiku pro nelineárńı systém tedy neńı možné sestavit.

4. Stabilita nelineárńıch dynamických systému záviśı nejen na struktuře a parametrech
systému, ale i na pr̊uběhu vstupńıch signál̊u a počátečńıch podmı́nkách. Znalost
samotné struktury systému tak k určeńı stability nestač́ı.

A.3 Odpovědi na otázky kapitoly 3

1. Relé s hystereźı

2. Násobeńı konstantou je operace lineárńı, v př́ıpadě násobeńı dvou nebo v́ıce signál̊u
se jedná o operaci nelineárńı.

3. Použijeme prvńı dva členy Taylorovy řady - obsahuj́ıćı nultou (absolutńı člen) a
prvńı derivaci.

4. Statický bez paměti
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A.4 Odpovědi na otázky kapitoly 4.1

1. Rovnovážný stav (singulárńı bod) a mezńı cyklus.

2. Polož́ıme derivace stavových veličin rovny nule a řeš́ıme obecně soustavu nelineárńıch
algebraických rovnic.

3. Může existovat v́ıce, př́ıpadně i nekonečně mnoho rovnovážných stav̊u.

4. Izolovaný ustálený stav je takový, v jehož ε-okoĺı se nenacháźı žádný daľśı ustálený
stav.

A.5 Odpovědi na otázky kapitoly 4.2

1. Linearizaci můžeme provádět v okoĺı libovolně zvoleného stavu. S ohledem na skuteč-
nost, že lineárńı náhrada dobře aproximuje p̊uvodńı systém jen v okoĺı pracovńıho
bodu, obvykle jako tento bod voĺıme právě ustálený stav.

2. Ne, lineárńı náhrada založená na Taylorově rozvoji vypov́ıdá o chováńı p̊uvodńıho
systému jen v bĺızkém okoĺı pracovńıho bodu.

3. Prvky Jacobiho matice jsou tvořeny podle vztahu (4.37)

4. Systémy po částech lineárńı jsou nelineárńı systémy, jejichž popis je vždy v určitém
intervalu hodnot stavových veličin a vstup̊u lineárńı. Lze je tedy popsat množinou
lineárńıch model̊u, mezi kterými přecháźıme na základě srovnáńı stavových a vstup-
ńıch veličin s prahovými hodnotami.

A.6 Odpovědi na otázky kapitoly 4.3

1. Izoklina je křivka spojuj́ıćı body stavové roviny, ve kterých má tečna k trajektorii
stejnou směrnici.

2. Uzel, sedlo, ohnisko, střed.

3. Vhodný tvar je ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x1, x2). Trajektorii systému pak nazýváme fázová
trajektorie.

4. Je to možné jen v př́ıpadech, kdy se nám podař́ı vhodnými substitucemi převést
systém na neř́ızený.

A.7 Odpovědi na otázky kapitoly 4.4

1. Výstup nelineárńı části lze rozložit do Fourierovy řady a lineárńı část má charakter
dolńı propusti.

2. Zjist́ıme odezvu nelineárńı části na harmonický signál, urč́ıme sinusovou a kosi-
nusovou složku prvńı harmonické frekvence. Ty pak děĺıme amplitudou vstupńıho
signálu.
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3. V obecném př́ıpadě záviśı na amplitudě, frekvenci a velikosti stejnosměrné složky
vstupńıho harmonického signálu.

4. Použijeme Nyquistovo kritérium stability modifikované tak, že kritický bod (−1, 0)
přesuneme do bodu odpov́ıdaj́ıćımu mezńımu cyklu.

A.8 Odpovědi na otázky kapitoly 4.5

1. Prvńı metoda vyžaduje analytické řešeńı trajektorie, obvykle provedené pomoćı
linearizace. Druhá metoda je založena na hledáńı Ljapunovovy funkce, nevyžaduje
př́ımo výpočet trajektorie.

2. Ljapunovova funkce muśı být pozitivně definitńı a jej́ı časová derivace negativně
definitńı.

3. Nalezeńı Ljapunovovy funkce je podmı́nkou postačuj́ıćı, nikoli nutnou pro dosažeńı
stability. Nenalezeńı Ljapunovovy funkce tedy nevyvraćı možnost stability systému.

4. Ne, pojem asymptotické stability vycháźı z představy, kdy se trajektorie s časem
bĺıž́ı rovnovážnému stavu.

A.9 Odpovědi na otázky kapitoly 5.1

1.
”
Wind-up“ jev vzniká pouze pokud regulátor obsahuje integračńı složku. U re-
gulačńıch obvod̊u s PD regulátorem tedy tento jev nenastává.

2.
”
Wind-up“ jev se snaž́ıme potlačit, protože zp̊usobuje prodloužeńı regulačńıho děje.

3. Parametry regulátoru jsou upraveny v d̊usledku změny pracovńıho bodu, která je
vyvolána zadáńım nové žádané hodnoty.

4. Metoda
”
gain–scheduling“ je vhodná předevš́ım pro systémy, kde docháźı jen k

pomalým změnám žádané hodnoty. Rychlé změny žádané hodnoty mohou zp̊usobit
zhoršeńı dynamiky regulačńıho děje a př́ıpadně i vyvolat nestabilitu.

A.10 Odpovědi na otázky kapitoly 5.2

1. Ne, lineárńı náhrada může mı́t nižš́ı řád než p̊uvodńı systém.

2. Neńı, pro zpětnovazebńı linearizaci muśıme mı́t k dispozici většinou i hodnoty
stavových proměnných.

3. Transformace vstupu a transformace stavu.

4. Vnitřńı dynamika je část dynamiky systému, která neovlivňuje vstupně – výstupńı
chováńı systému.
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A.11 Odpovědi na otázky kapitoly 5.3

1. Vznik kmit̊u lze omezit zavedeńım pásma necitlivosti a př́ıpadně i použit́ım zpětné
vazby od rychlosti změny regulačńı odchylky.

2. Velikost hystereze lze sńıžit zavedeńım zpětné vazby z výstupu nelinearity na jej́ı
vstup.

3. Při ř́ızeńı v klouzavém režimu docháźı k takovému přeṕınáńı ř́ızeńı, kdy se stav
systému pohybuje po přeṕınaćı křivce.

4. Návrh reléového regulátoru lze provést na základě analýzy stability systému Ljapu-
novovou metodou.

A.12 Odpovědi na otázky kapitoly 5.4

1. Pro návrh je třeba znát strukturu systému a alespoň meze, ve kterých se pohybuj́ı
parametry systému.

2. Pr̊uběh stavové trajektorie v klouzavém režimu je dán tvarem přeṕınaćıho rozhrańı,
po kterém se trajektorie pohybuje.

3. V prvńı fázi docháźı k přibližováńı stavu systému k přeṕınaćımu rozhrańı, kterého
je dosaženo v konečném čase. Následně se stav systému pohybuje po přeṕınaćım
rozhrańı.

4. Aproximace reléové charakteristiky spojitou funkćı odstraňuje kmitáńı stavu ř́ızeného
systému kolem přeṕınaćıho rozhrańı.

A.13 Odpovědi na otázky kapitoly 6.1

1. neznamená, Cauchyova podmı́nka je podmı́nkou postačuj́ıćı, ne nutnou.

2. prvńı chyba - sestaveńı neřešitelného modelu, druhá chyba - realizace neřešitelného
modelu fyzikálńım systémem

3. zanedbáńım z hlediska řešené úlohy podstatných dynamických vlastnost́ı systému

4. simulačńı výsledky budou vypov́ıdat sṕı̌se o vlastnosti použité numerické metody,
než o chováńı řešeného systému

A.14 Odpovědi na otázky kapitoly 6.2

1. Bude doplněno v budoućı verzi

2.

3.

4.
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A.15 Odpovědi na otázky kapitoly 6.2

1. V př́ıpadě
”
gray–box“ systému předem známe strukturu modelu na základě fy-

zikálńıch vlastnost́ı systémů, identifikujeme tedy jen parametry modelu. U systému
typu

”
black–box“ neznáme nejen parametry, ale ani vnitřńı strukturu systému.

Vhodnou strukturu modelu muśıme tedy zvolit.

2. Koeficient zapomı́náńı určuje, jak klesá váha jednotlivých vzork̊u vstupu a výstupu
systému s časem.

3. Ano lze. Obecně plat́ı, že každá metoda použitelná pro nelineárńı systémy muže být
aplikována na lineárńı systém.

4. Hodnotu kriteriálńı funkce neńı nutné znát zcela přesně. Stač́ı, pokud ji vyhodnot́ıme
s takovou přesnost́ı, že dokážeme rozhodnout, pro který vrchol simplexu nabývá
největš́ı hodnotu.
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B Výsledky neřešených př́ıklad̊u

Výsledek př́ıkladu 3.5

flin(x1, x2) = 2x1 + 0,125x2 − 0,5

Výsledek př́ıkladu 4.7

x0 = 0, x0 = −3

Výsledek př́ıkladu 4.8

• u = 1 – mezńı cyklus

• u < 1 – rovnovážný stav x1 = u, x2 = 0

Výsledek př́ıkladu 4.13

dx

dt
=

[
1 0
1 1

]

x

Výsledek př́ıkladu 4.14

d2x

dt2
= −u

Výsledek př́ıkladu 4.31

Mezńı cyklus neexistuje.
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Výsledek př́ıkladu 4.32

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3
e = u− x1

ω = x1 − x2
zapnutovypnuto

Výsledek př́ıkladu 4.41

Ne(A) = 1 +
3

8
A2

Výsledek př́ıkladu 4.42

ω = ω0 A =

√
2KD

πξω0

√
√
√
√

1±

√

1−
(
πξω0δ

KD

)2
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Výsledek př́ıkladu 4.58

0,5

1,0

−0,5

−1,0

−0,5−1,0−1,5−2,0
ℜF (jω)

ωℑF (jω)

− 1
k
= −4

3

M =
3

4

Výsledek př́ıkladu 4.59

• a < 0 – stabilńı

• a > 0 – nestabilńı

• a = 0 – nelze rozhodnout

Výsledek př́ıkladu 4.60

Systém je lokálně asymptoticky stabilńı, jedna z možných nalezených Ljapunovových
funkćı je V (x) = 1

2
(x2

1 + x2
2).
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Výsledek př́ıkladu 5.8

a) Linearizace je dosaženo transformaćı vstupu u = 1
sinx1

(v − x2
1).

b) Linearizaci provedeme transformaćı vstupu u = 1
4x1 sinx1

(v − 12x2x3 − 4x3
1 − 4x1x2).

Podmı́nka platnosti linearizace je v obou př́ıpadech x1 6= kπ.

Výsledek př́ıkladu 5.9

a) Linearizaci lze provést transformaćı vstupu u = 1
4x2

(v − 6x2
2 − 4x1x3 − 8x2

3 − 4x2
1x2).

Podmı́nka platnosti je x2 6= 0.

b) Vzhledem k tomu, že lineárńı náhrada je druhého řádu a p̊uvodńı systém třet́ıho řádu,
linearizovaný systém obsahuje vnitřńı dynamiku.

Výsledek př́ıkladu 5.14

u = (3−K)x2 − sign(Kx1 + x2), kde K > 0
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C Vybrané pojmy z matematiky

C.1 Vlastńı č́ısla matice

Definice C.1 Necht’ A je lineárńı transformace reprezentovaná matićı A. Jestlǐze exis-
tuje vector X ∈ Rn 6= 0 takový, že plat́ı

AX = λX (C.1)

pro určité skalárńı č́ıslo λ, pak λ se nazývá vlastńı č́ıslo matice A a X je odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor matice A.

Rovnici (C.1) můžeme upravit do tvaru

(A− λI)X = 0 (C.2)

Z Cramerova pravidla pak vyplývá, že nenulové řešeńı této soustavy lineárńıch rovnic
existuje, jen pokud plat́ı

det(A− λI) = 0 (C.3)

Rovnici (C.3) nazýváme charakteristická rovnice matice A a polynom

det(A− λI) (C.4)

charakteristickým polynomem matice A. Vlastńı č́ısla tedy vypočteme řešeńım charakte-
ristické rovnice (C.3) jako kořeny charakteristického polynomu (C.4).

C.2 Definitnost funkce

Definice C.2 Předpokládejme, že skalárńı funkce f(x) je definovaná na oboru Rn a je
dána oblast S ⊂ Rn. Pak funkce f(x) je v oblasti S

• pozitivně definitńı, pokud ∀x ∈ S x 6= 0 ⇒ f(x) > 0 ∧ f(0) ≥ 0

• pozitivně semidefinitńı , pokud ∀x ∈ S f(x) ≥ 0

• negativně definitńı, pokud ∀x ∈ S x 6= 0 ⇒ f(x) < 0 ∧ f(0) ≤ 0

• negativně semidefinitńı, pokud ∀x ∈ S f(x) ≤ 0

• indefinitńı, pokud ∃x1,x2 ∈ S f(x1) < 0 < f(x2)

Věta C.1 Pokud je funkce f(x) pozitivně definitńı, je funkce −f(x) negativně definitńı.
Pokud je funkce f(x) pozitivně semidefinitńı, je funkce −f(x) negativně semidefinitńı.
Pokud je funkce f(x) indefinitńı, je funkce −f(x) rovněž indefinitńı.
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C.3 Kvadratická forma

Definice C.3 Necht’ x = [x1, x2, . . . , xn]
T je vektor a matice A je symetrická A = AT .

Pak funkce Q(x)

Q(x) = xTAx = 〈x;Ax〉 (C.5)

je kvadratická forma

Definice C.4 Kvadratická forma Q(x) je

• pozitivně definitńı, pokud plat́ı ∀x ∈ Rn x 6= 0 ⇒ Q(x) > 0 ∧ Q(0) = 0

• pozitivně semidefinitńı, pokud plat́ı ∀x ∈ Rn Q(x) ≥ 0

Definice C.5 Necht’ Q(x) je kvadratická forma určená matićı A. Pak matice A je

• pozitivně definitńı právě když je Q(x) pozitivně definitńı

• pozitivně semidefinitńı právě když je Q(x) pozitivně semidefinitńı

• negativně definitńı právě když je −Q(x) pozitivně definitńı

• negativně semidefinitńı právě když je −Q(x) pozitivně semidefinitńı

Věta C.2 Matice A je

• pozitivně definitńı právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla kladná

• pozitivně semidefinitńı právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla nezáporná

• negativně definitńı právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla záporná

• negativně semidefinitńı právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla nekladná

Věta C.3 Sylvestrovo kritérium
Necht’ Q(x) je kvadratická forma určená matićı A. Pak kvadratická forma Q(x) je

• pozitivně definitńı právě když ∀k = 1, 2, . . . , n det([aij ]1≤i,j≤k) > 0

• pozitivně semidefinitńı právě když ∀k = 1, 2, . . . , n det([aij ]1≤i,j≤k) ≥ 0

• negativně definitńı právě když ∀k = 1, 2, . . . , n (−1)k det([aij ]1≤i,j≤k) > 0

C.4 Inverze matice

Věta C.4 Pro matici inverzńı k matici A plat́ı

A−1 =
adjA

detA
(C.6)

Věta C.5 Inverzi matice s rozměry 2× 2 lze vypoč́ıst podle vztahu
[
a b
c d

]−1

=
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]

(C.7)

Věta C.6 Lema o inverzi matice

[A +BCD]−1 = A−1 −A−1B[C−1 +DA−1B]−1DA−1 (C.8)
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C.5 Divergence

Definice C.6 Divergence ∇Fvektorového pole F je dána vztahem

∇F = lim
V→0

1

V

∮

S

Fdx (C.9)

kde S představuje povrch objemového elementu V

Věta C.7 Divergence vektorového pole F = (Fx, Fy, Fz) je

∇F =
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
(C.10)

C.6 Vztahy pro goniometrické funkce

sin2 α =
1− cos 2α

2
(C.11)

cos(nα) = 2 cosα cos[(n− 1)α]− cos[(n− 2)α] (C.12)

cos arcsin x =
√
1− x2 (C.13)
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Názvoslov́ı

ẍ druhá derivace veličiny x podle času ẍ =
d2x

dt2

ẋ derivace veličiny x podle času ẋ =
dx

dt

ℑ imaginárńı část

〈x,y〉 skalárńı součin vektor̊u x a y

x0 hodnota rovnovážného stavu systému

ω úhlová frekvence

ℜ reálná část

ε-okoĺı bodu x0 je množina všech bod̊u {x | ‖ x− x0 ‖< ε; ε > 0}

f frekvence

g t́ıhové zrychleńı
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lokálńı, 120

Bendixson̊uv teorém, 75
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gain–scheduling, 151
globálńı
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neparametrická, 194
parametrická, 194
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forma, 220
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zpětnovazebńı, 158
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minimalizace
Nelder–Mead, 201

nejmenš́ıch čtverc̊u, viz linearizace, 195
jednorázová, 197
pr̊uběžná, 198
rekurzivńı, 198
zapomı́náńı, 199

variabilńıho gradientu, 135
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stabilńı, 35
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matice, 220
semidefinitńı
funkce, 219
matice, 220

nelinearita
bez paměti, viz systém bez paměti
nasyceńı, viz nasyceńı
necitlivost, viz necitlivost
relé, viz relé

bezpaměti
třeńı, viz třeńı

s pamět́ı, viz systém s pamět́ı
relé, viz relé
v̊ule v převodech, viz v̊ule v převodech

statická, viz systém bez dynamiky
třeńı, 52

nestabilńı
uzel, 72

Nyquistovo kritérium, 96

ohnisko
nestabilńı, 73
stabilńı, 73

př́ımka
Popovova, 139

přenos
ekvivalentńı, 91, 92

podmı́nka
Cauchyova, 190
rovnováhy
stř́ıdavé, 102
stejnosměrné, 102

Poincaré-Bendixson̊uv teorém, 76
Poincare̊uv index, 78
polynom

charakteristický, 219
Popov̊uv teorém, 139
Popovova př́ımka, 139
Popovovo kriterium, 137
portrét

stavový, 56
pozitivně

definitńı
funkce, 219

kvadratická forma, 220
matice, 220

semidefinitńı
funkce, 219
kvadratická forma, 220
matice, 220

praktická stabilita, 121
princip superpozice, viz superpozice

řada
Taylorova, 39

regulátor
bimetalový, 167

relé, 22, 25–27
aproximace, 184
bez hystereze, 25
tř́ıstavové, 26

s hystereźı, 22, 26
tř́ıstavové, 27

reléové
systémy, 165

řešitelnost dif. rovnic, 190
ř́ızeńı

bang-bang, 165
on-off, 165
robustńı, 184
sliding mode, viz klouzavý režim
v klouzavém režimu, 173

robustńı
ř́ızeńı, 184

rovina
fázová, 60

rovnice
charakteristická, 219

rovnovážný stav, 32
izolovaný, 33
nestabilńı, 32
stabilńı, 32

rovnováha
harmonická, 34, 95
stř́ıdavá, 102
stejnosměrná, 102

sedlo, 72
semidefinitńı
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funkce
negativně, 219
pozitivně, 219

kvadratická forma
pozitivně, 220

matice
negativně, 220
pozitivně, 220

simplex, 201
singulárńı bod, 32
smyčka

algebraická, 194
stř́ıdavá rovnováha, 102
střed, 73
stabilita, 118

globálńı
asymptotická, 121

kriterium
Popovovo, 137

Ljapunovova, 119
lokálńı
asymptotická, 120
rovnovážného stavu, 119

praktická, 121
v malém, 119
ve velkém, 121

stabilńı
uzel, 72

statický systém, viz systém bez dynamiky
stav

rovnovážný, 32
izolovaný, 33
nestabilńı, 32
stabilńı, 32

ustálený, 31
stavová trajektorie, 31
stavový portrét, 56
stejnosměrná rovnováha, 102
superpozice, 12
Sylvestrovo kritérium, 220
systém

bez dynamiky, 15
bez paměti, 15
dynamický, viz dynamický systém

lineárńı
po částech, 42

s pamět́ı, 22
relé s hystereźı, 22
v̊ule v převodech, 22

statický, viz systém bez dynamiky

třeńı, 27, 52
Taylorova řada, viz linearizace, 39
teorém

Bendixson̊uv, 75
indexový, 77
o asymptotické stabilitě
globálńı, 130
lokálńı, 128

o lokálńı stabilitě, 126
Poincaré-Bendixson̊uv, 76
Popov̊uv, 139

teorie
stability
Ljapunovova, 119

trajektorie
fázová, 60
pr̊umět, 31
stavová, 31

trajektorie systému
druhého řádu řádu, 54
lineárńıch, 69

prvńıho řádu, 46
transformace

posouvaj́ıćı póly, 141
tvaru nelinearity, 142

ustálený stav, 31
uzel

dikritický
nestabilńı, 72
stabilńı, 72

nestabilńı, 72
stabilńı, 72

v̊ule v převodech, 22, 25
věta

o nestabilitě
Četajevova, 142
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druhá Ljapunovova, 144
prvńı Ljapunovova, 143

vlastńı
č́ıslo, 219
vektor, 219

vnitřńı
dynamika, 162

wind-up
jev, 156
potlačeńı, 156

ześıleńı
ekvivalentni, viz zisk

zisk
ekvivalentńı, 92

zpětnovazebńı
linearizace, 158
vstup – stav, 159
vstup – výstup, 161
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