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Test vstupnich znalosti

1. Jaky je rozvoj funkce f(z) do Taylorovy fady v okoli bodu zg
2. Jaky je rozvoj funkce f(x) do Fourierovy fady

3. Pokud je linedrni regulacni obvod na mezi stability, frekvenéni charakteristika oteviené
smycky v komplexni roviné

a) prochézi vlevo kolem bodu (1,0) pro narustajici frekvenci

)
b) prochazi vpravo kolem bodu (—1,0) pro narustajici frekvenci
¢) prochazi bodem (—1,0)
) prochazi bodem (1,0)
4. Vnitinim popisem dynamického systému rozumime

a) soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu
b) operatorovy prenos
c¢) frekvenéni charakteristiku

d) stavové rovnice v maticovém zapisu

5. stavové rovnice linedrniho dynamického systému se spojitym casem jsou

dx

(a) EzAX#—Bu y = Cx+Du
dx dy
— =Ax+B — = D
(b) % x + Bu % Cx + Du
dx dy
dx
(d) EzAX#—Bu y = Cy + Dx

6. vlastni ¢isla matice A stavového popisu odpovidaji

a) koeficientum jmenovatele operdtorového pirenosu
b) kofentm charakteristického polynomu soustavy

¢) koeficientum ¢itatele operdtorového prenosu

7. funkce V(xy,x9) je pozitivné definitni, jestlize

a) V(zy,29) >0prox; >0axzy >0
b) V(zy,29) >0proz; >0axzy >0
c) V(zy,x9) > 0 pro jakékoli z1,xs
d) V(xy1,z9) > 0 pro jakékoli 1 # 0,25 # 0 a soucasné V(0,0) = 0

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A
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1 Uvod

Béhem studia predmétu Regulace a fizeni I byly feSeny tulohy z oblasti analyzy chovani
a Tizeni systému popsanych linearnimi zavislostmi. Pokud se vSak podrobnéji podivame
na formulaci fyzikdlnich zdkonu popisujicich okolni svét, v tadé pripadu zjistime, ze
se v nich vyskytuji nelinearni zavislosti, pficemz se muze jednat o popis i velice jed-
noduchych systému. Jako ptiklad 1ze uvést kyvadlo zobrazené na obr. 1.1.

Pohybova rovnice kyvadla je dana vztahem

d%a
ml— = —mgsina 1.1
o g (1.1)
kde ¢ je tithové zrychleni. Neni pochyb, ze uvedend zavislost
je nelinearni vzhledem k ptitomnosti nelinearni funkce sinus. l
Pouze pro velmi malé hodnoty vychylky kyvadla a lze
priblizné napsat “
a<K1l=sina~a (1.2)
a pohyb kyvadla popsat linearni diferencialni rovnici @
d%a
ml—- = —mga 1.3
e g (1.3)

V nékterych ptripadech je tedy mozné najit takovy linearni Obrazek 1.1: Kyvadlo

popis daného systému, ze pii dodrzeni zvolenych omezujicich

podminek bude linearni popis dobie reprezentovat studovany

nelinearni systém. V tadé piipadu vsak vhodny linedrni popis neni mozné pouzit a pak
musi byt pouzity metody analyzy a navrhu fidicich algoritmu uréené piimo pro nelinedarni
systémy. Tyto metody budou obsahem studia predmétu Regulace a tizeni II. Ucebni
text pro tento predmeét vychazi ¢asteéné ze skript, ktera lze doporucit jako doplikovou
literaturu

2 Zakladni rozdily mezi linearnimi a nelinearnimi sys-
témy

2.1 Motivace

Béhem kurzu Regulace a tizeni I byly feSeny tlohy z oblasti linearnich systému.
Nelinearni systémy jsou popsany obecné nelinearnimi funkcemi. Mnozina nelinearnich
systému je tedy nadmnozinou systému linearnich. Z toho vyplyva, ze veskerd tvrzeni
platnd pro nelinearni systémy je mozné aplikovat na systémy linearni, ne vsSak nao-
pak. Zasadnimi rozdily v chovani linedrnich a nelinedrnich systému se budeme zabyvat
v nasledujici casti.
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2.2 Neplatnost principu superpozice
Pro kazdy linedrni systém plati tak zvany princip superpozice definovany vétou

Véta 2.1 Pro kazdy linedrni dynamicky systém plati princip superpozice: Necht wy(t)
a uy(t) jsou dva rozdilné prubéhy vstupnich signdli piusobici na systém s pocdteénimi
podminkami x(ty),xs(to). Ddle y,(t) a yy(t) jsou prislusné pribéhy vystupi systému
a x(t),xs(t) prabéhy stavovych velicin pro uvedené dva vstupni signdly. Je-li pri poédtecnd
podmince

x(ty) = a1 (ty) + asxa(ty) (2.1)

na vstup linedarniho systému priveden signdl
u(t) = aquy(t) + aous(t) (2.2)

systém odpovi na svém vystupu signdlem

Y(t) = oy (t) + 2, (t) (2.3)
pricemz prubéh stavovych velicin bude ddn vztahem
x(t) = i (t) + aoms(t) (2.4)

U nelinearnich systému princip superpozice neplati, coz je mozné snadno ovérit jak je
ukazano v nasledujicim ptikladé

Piiklad 2.1 Je dan systém, jehoZ struktura je zachycena na obrdzku 2.1.

COS

Obrazek 2.1: Nelinedrni systém

Chovadni systému lze popsat rovnicemi
dx

a =Y (2.5)

Y =UCOST

jejichz tesent je velice jednoduché a vede na

x(t) = (to)
y (t) = u(t) cosz (ty)

Pri vstupnim signdlu uq(t) a poédteénim stavu z1(ty) pak bude platit pro stav systému

x1 (t) = 21 (to) (2.7)

(2.6)
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a vystup

y1 (t) = uq (t) coszy (ty) (2.8)

Obdobné pro vstupni signdl us(t) a poédtecni stav xo(ty) dostaneme

Ty () = 2 (to)

2.9
Yo (t) = us (t) cos xo (o) (2.9)

Nyni predpokladejme, Ze systém bude v case ty v pocdtecnim stavu
T3 (tO) = Ty (tO) + By (to) (2.10)

a na systém bude pusobit vstupni signdl

ug (t) = auy (t) + Pusg (t) (2.11)
Pro stav systému pak plati

x3 (t) = x3 (tg) = axy (to) + Bxs (to) = axy (t) + Bro (1) (2.12)
a princip superpozice je splnén. Vystup systému je dan vztahem

ys (t) = ug (t) cos zz (to) = [auy (t) + Bug (t)] cos [axy (to) + Bxa (to)] (2.13)
Pro splnéni principu superpozice by muselo platit

ys (t) = auy (t) cos xy (to) + Pusg (t) cos xa (to) (2.14)
Je vsak zreymé, Ze

[auy () + Busg (t)] cos [axy (to) + Bas (to)] #

# auy (t) cosxy (to) + Pus (t) cos s (tg) (2.15)

a princip superpozice tedy splnén neni. Zkoumany systém obsahuje nelinedarni zdvislost
vzhledem k pouziti funkce kosinus pro vypocet hodnoty vystupu a visledek Teseného prikladu
tedy odpovida predpokladu, Ze nelinedarni systémy nesplnuji princip superpozice.

Neplatnost principu superpozice ma vyznamné nasledky. Principu superpozice totiz
vyuzivaji integralni transformace, které jsou ve velké mite pouzivany v oblasti linedrnich
systému. Pro popis nelinearnich systému pak neni mozné pouzit operatorovy prenos
(Laplaceova transformace) ani frekvencni charakteristiky (Fourierova transformace). Ne-
platnost principu superpozice je rovnéz tieba zvazit pri pouzivani blokové algebry.
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2.3 Stabilita nelinearnich systému

Stabilita linearnich dynamickych systému byla studovana v kurzech Signaly a systémy
a rovnéz v kurzu Regulace a fizeni 1. Ptipomenme jen, Ze stabilita linedirntho dynamického
systému popsaného vstupné-vystupnim popisem prostiednictvim operdtorového prenosu

F(p) = Y _ Bl (2.16)

Ulp)  Alp)
kde Y (p) je obraz vystupniho signdlu y(¢) v Laplaceové transformaci, U(p) je obraz
vstupniho signdlu, A(p) je polynom ve jmenovateli operdtorového pienosu F'(p) a B(p)
je polynom v ¢itateli operdtorového prenosu, je uréena polohou kofenu polynomu A(p).
Linedrni systém je stabilni prave tehdy, kdyz vsechny koteny polynomu A(p) (pSly operato-
rového prenosu) lezi v levé poloroviné komplexni roviny ,,p“. Obdobné stabilita linearniho
dynamického systému zadaného stavovym popisem
dx _ Ax + Bu (2.17)
dt

kde x je vektor stavovych veli¢in, u je vektor vstupnich hodnot, A je matice zpétnych
vazeb a B je matice vazeb vstupu na stavové veliciny, je ur¢ena polohou vlastnich ¢isel
matice A. Plati, Ze linedrni dynamicky systém je stabilni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni
¢isla matice A lezi v levé poloroviné roviny ,,p“. Je tedy ziejmé, ze v ptipadé linearnich
systému je stabilita urcena vyhradné vnitini strukturou systému a linearni dynamicky
systém bude tedy vzdy stabilni (respektive nestabilni) bez ohledu na hodnotu vstupu
nebo pocatecni stav.

V piipadé nelinearnich systému je situace zcela jina. Nelinearni systém muze byt pro
urcité hodnoty vstupu a pocatecni stav stabilni, pro jiné hodnoty nestabilni. Detailné
bude tato vlastnost diskutovana v kapitole 4.

2.4  Shrnuti kapitoly 2

Zvlastnosti nelinedarnich systému tedy muzeme shrnout do néasledujicich bodu:
e tvrzeni platnd pro nelinearni systémy plati i pro systémy linearni, opak neplati
e neplati princip superpozice

e pro popis nelinearniho systému neni mozné pouzit operatorovy pienos v Laplaceoveée
transformaci

e nelinearni systém neni mozné popsat frekvencni charakteristikou

e stabilita nelinearnich systému muze byt zdvisld na pocateénim stavu a prubéhu
vstupnich signélu

e v nelinedrnim systému mohou vznikat stabilni oscilace a to i jiného, nez sinusového
prubéhu
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2.5 Kontrolni otdzky pro kapitolu 2
1. Plati pro nelinearni systémy princip superpozice?
2. Je mozné popsat chovani nelinedarniho systému operatorovym pfenosem?

3. Lze zakreslit frekvencni charakteristiku pro systém obsahujici néjakou nelinearni
zavislost?

4. Predpokladejte, ze znate vnitini strukturu nelinedrniho systému. Je mozné bez
dalsich informaci rozhodnout o jeho stabilité?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

3 Kategorie nelinearnich systému a jejich popis

3.1 Motivace

Oblast nelinearnich systému zahrnuje systémy s velice ruznorodym chovanim. V nasle-
dujici kapitole se pokusime kategorizovat casto se vyskytujici nelinearity a objasnit, jakym
zpusobem lze popsat charakter jejich chovani.

3.2 Systémy bez dynamiky

Za systémy bez dynamiky povazujeme v technické praxi takové systémy, které reaguji
na zmeénu vstupnich signalu okamzité bez jakéhokoliv prechodového déje a zpozdéni.
Vesmés jde o reprezentaci takovych fyzikalnich systému, které reaguji na vstupni signaly
velmi rychle tak, ze jejich prechodovy déj (dynamika) je zanedbatelné kratky vzhledem
k dynamice ostatnich spolupracujicich systému. Tak lze napiiklad zanedbat dynamiku
elektromagnetického stykace, jehoz prechodovy déj trvéa zhruba 0,1 s, bude-li fidit tepelnou
soustavu s ¢asovymi konstantami okolo 1 hodiny. Dostate¢nym modelem stykace pak bude
jeho staticka charakteristika.
které jsou pak popsany stavovymi rovnicemi a chovaji se jako dynamické systémy. Tyto
subsystémy mohou byt ze systému fyzikdlné vydeélitelné, napi. relé, elektronické zesilovace
ap., nebo mohou vzniknout pii matematické formulaci napi. jako smycka rychlé zpétné
vazby.

3.2.1 Systémy bez paméti

K systémum bez dynamiky fadime i systémy bez paméti, u kterych je relace mezi
vystupnim signalem a vstupnim signdlem vyjadiena funkéné napt. pro systém s jednim
vstupem u a jednim vystupem y

y=f(u (3.1)
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Takové systémy muzeme povazovat za systémy Ry
s jednim stavem (stavovy prostor je mnozina
o jednom prvku), ktery se neméni. Typickym Ry
piikladem muze byt zapojeni s operacnim zesi- —

lovacem z obr. 3.1, jehoz dobrym modelem je rovnice Ull + _1) U,

ae (3.2) T T

3 3 L , ) Obrazek 3.1: Operacni zesilovac
za predpokladu, ze ostatni ¢asti systému do kterého

je zapojen maji casové konstanty alespon desetkrat vétsi nez mé tento zesilovaé. Regeni
systému (3.1) nepfedstavuje v zdsadé zadné potize pokud je funkéni predpis zadan
analyticky. V piipadé, Zze je funkce zadana graficky nebo tabulkou, je zapotiebi pro
vypocetni tcely na cislicovém nebo analogovém pocitaci provést ndhradu interpolacni
funkci. K nejcastéjsim interpola¢nim funkcim patti polynomy a funkce po ¢astech linedrni.
Ptipomenme si zde pouze Lagrangeovu interpolacni formuli. Tato formule predpoklada,
ze funkce (3.1) je zndma v n ,uzlovych® bodech ug, u1, ..., uy,, tj. jsou zndmy hodnoty
yo = f (wo),y1 = f(w1),...,yn = f (u,). Uzlové body nemusi byt ekvidistantni. Ndhradni
polynom je polynom n-tého stupné ve tvaru

Law) =Yy J] —2 (3.3)

U; — U
j=1  k=lk#j J k

V uzlovych bodech plati
fui) = Ln(u;) (3.4)

Interpolaéni formule je snadno realizovatelnd na ¢islicovém poéitaci. Pro analogové pocitace
se pouziva nahrada funkci po ¢astech linedrni, kterd muze byt formulovana pfi stejné volbé
uzlovych bodu jako v predchozim ptipadé nasledovné

F(u) =vy; + M(u—uz) u € (U, uip1) =0,1,...,n—1 (3.5)
Uit1 — Us
Protoze feSeni nelinedrnich systému je obtizné, byva casto provadéna nahrada funkce
(3.1) funkei linedrni - linearizace. Pokud systém pracuje v blizkém okoli néjakého pra-
covniho bodu ug, pouzivé se k linearizaci rozvoj funkce do Taylorovy rady, ve které jsou
zanedbany cleny vyssich radu, tedy

(u — o) (3.6)

u=uo

Podminkou pouzit{ této metody je samoziejmé existence df /dul,_, . Zavedeme-li pojem
odchylky Au, Ay od pracovniho bodu ug, yo = f (ug), t.j. Au = u —ug, Ay = y — yo, plati
pro linearizaci rozvojem do Taylorovy tady pro odchylku Au, Ay

df

= Au (3.7)

u=ug

Ay
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Pokud je funkce blizka linearni, je linearizace casto provadéna metodou minimalniho
souc¢tu kvadratu odchylek. Tato metoda bude popsana pro obecnéjsi pripad pozdéji.
V obou piipadech neni dostatecné ptresné specifikovan pojem blizkého okoli a pojem
blizkosti k linearni funkci a koneénym kritériem spravnosti linearni nahrady je souhlas
s praxi.

Obecngjsi systém bez paméti je systém popsany funkei vice proménnych

y=flu,uz,... u,) = f(u) (3.8)

Takovym systémem jsou napi. funkéni ménice pouzité pii konstrukei stavovych schémat.
Vypocet vztahu (3.8) necini opét pii analytickém zadéni potize. Grafické zadéni nebo
zadani tabulkou byva v tomto piipadé jiz komplikované a prakticky se nevyskytuje pro u
s vysSsim rozmeérem mnez 2. Funkce dvou proménnych je tabelovana ve formeé
y= fu,ug;) i=1,2,...,n j=1,2,...,m, kde napf. u; vytvail fadky a uy sloupce
tabulky. Interpolaci k ziskani funkéni hodnoty v bodé [ujg, ug] muzeme provadét tak,
ze nejprve provedeme interpolaci funkce jedné proménné fi (uy) = f (uq, ug), tj. nejprve
interpolujeme ve sloupcich tabulky. Dostaneme tak hodnoty fi (u10) = f (u10, o), které
muzeme chapat jako hodnoty funkce jediné proménné usy f (ug, uz) = fo (u2) a pomoci in-
terpolaéni formule ur¢ime hodnotu fy (usg) = f (410, u20), tj. interpolujeme nyni ve sméru
radku tabulky. Ndhrada funkci po ¢astech linedarni neni v tomto piipadé jednoduch4,
obzvlast mé-1i byt ndhradni funkce spojité.

Podobné jako u funkce jedné proménné provadi se i v tomto pripadé ¢asto linearizace.
Pracuje-li systém v néjakém blizkém okoli pracovniho bodu yg = f (w10, 20, - - -, Uno) = f (1)
je mozné, pokud je funkce dostatecné hladka, pouzit linearizaci rozvojem do Taylorovy
rady

f () =T (u) = (39)
:f(u0>+§_z£ (ul—u10)+§—lf; <UQ—’U20)+—|—% (un—uno) )
ug up uo
kde % predstavuje parcidlni derivaci funkce podle proménné u; v pracovnim bodé ug.
1 uo

Pi zavedeni odchylek od pracovniho bodu Ay =y —yo Au; =u; —uyg t1=1,2,...,n
plati

. of of of
Ay=—| A — A e A 1
Yy B |, uy + s, Ug + ...+ Dun |, Up, (3.10)
V maticové formé je zapis jednodussi
of
Ay = | =— 3.11
o= v (3.11)

kde [%]UO je tadkova matice parcialnich derivaci v pracovnim bodé a u je sloupcovy
vektor.

Pti vhodném chovéni funkce (pokud je blizka linedrni) lze pouzit ndhradni linedrni
funkci ziskanou metodou minimalniho sou¢tu kvadrati odchylek. Pokud neni tieba za-
chovat pracovni bod systému, méa nahradni linedrni funkce tvar

F (u) =ay+au (3.12)
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kde a je rddkovd matice [a1, ag, ..., a,| . V tomto piipadé obecné neplati rovnost
f (ug) = F (uy) (3.13)
Pokud je zapottebi zachovat pracovni bod systému, ma nahradni linearni funkce tvar
F(u) = f(u) +k(u—uy) (3.14)

Vypocet prvku fadkovych matic a a k se provadi tak, aby ve zvolenych uzlovych bodech

u;, i =1,2,...,m byl soucet kvadratu odchylek linearni nahrady a funkce minimalni, tj.
> If (W) = F(w)* = E = min (3.15)

i=1

Vypocet nahradni linedrni funkce si ukézeme pro ptipad, kdy je zapotiebi zachovat

pracovni bod systému. Oznacéime-li y; = f (u;) hodnotu funkce ve zvolenych uzlovych

bodech, bude podle vzorcu (3.14), (3.15) platit

m m

E=> lyi—F)?=> [yi—yo—k(u—up)’ (3.16)

i=1 i=1

Oznacime-li Ay; = y; — yo odchylku funkéni hodnoty od pracovniho bodu v uzlovém bodé
u; a Au; = u; —ug vektor odchylek vstupni hodnoty od pracovniho bodu v uzlovém bodé
u;. Pak

Au; = [(u1; — u1g) , (U2 — u0) -« -y (Uni — Uno)]T = [Auy;, Aug, .. ., Aum]T (3.17)

kde Auj; predstavuje odchylku j-tého vstupu od pracovniho bodu v i-tém uzlovém bodé.
Vzorec (3.16) muzeme s pouzitim (3.17) zapsat ve tvaru

m

i=1

Aby hodnota souctu byla minimalni, musi platit

jzl,i,...,n

Z téchto podminek pak dostaneme soustavu n linearnich algebraickych rovnic pro nezndmé
hodnoty ki, ks, ..., k,

kl E AU%Z + kg
i=1

= =1 =1

= = i=1

i=1 i=1 i=1 i=1 (3.20)

1=1 1=1 1=1 i=1
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Pokud bude v mnoziné m vektoru Au; alespon n linedrné nezavislych, pak bude mit
soustava jediné Teseni. Tuto podminku zajistime tak, ze uzlové body u; a pracovni bod
uy nebudeme volit pro n = 1 v jednom bodé, pro n = 2 na piimce, pro n = 3 v roving,
atd.

Koeficienty matice a v pripadé linearni nahrady bez zachovani pracovniho bodu se vypo-
¢itavaji obdobnym zpusobem ze soustavy rovnic

m m m m
mag + ay Y Upitag Y Uit ..+ Ay D Upi = Y Y
=1 i=1 i=1 i=1

m m m m m
2 _
Ao Y Upi+ay Y ufHag Y Uiyt .o+ Qp Y UniUs; = Y, Yilly

=1 i=1 i=1 i=1 i=1

ag Y Ugi+ay Y ulgi+as y U§i+ cee G Y UniUe = D Yy (3.21)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

m m m m m
o Y UniFa1 Y Utilni+Ay D Uil + - ..+ G Y Upy = 3 Yilli
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Reseni bude zaruceno, kdyz volba uzlovych bodi u; bude provedena tak, aby nelezely pro
n =1 v jednom bodé, pro n = 2 na ptimce, pro n = 3 v roviné, atd. Pouziti lineariza¢nich
metod si ukazeme na prikladé funkce jedné proménné.

Piiklad 3.1 Linearizace funkce jedné promeénné.

V tab. 3.1 jsou uvedeny hodnoty funkce y = e*, kterou je zapotiebi linearizovat v okoli
pracovniho bodu uy = 2 rozvojem do Taylorovy fady a pouzitim metody minimalniho
souctu kvadratu odchylek. Déle je zapotiebi provést linearizaci metodou miniméalniho
souctu kvadratu odchylek bez zachovani pracovniho bodu. V polozkach Au a Ay jsou
v tabulce 3.1 uvedeny odchylky od pracovniho bodu ug = 2,yq = €* = 7, 39.

Tabulka 3.1: Vysledky linearizace funkce y = e

u 0 0,5 1 15 2 25 3 35 4

y 1,00 1,65 2,72 448 739 12,18 20,09 33,12 54,60
Au | =2 ~15 -1  —05 0 05 1 15 2

Ay | =639 —574 —467 —291 000 4,79 12,70 2573 4721
T(u) | -7,39 =369 0 360 7,30 11,09 14,78 1847 22,17
Fy(u)| —16,03 —10,18 —4,32 1,53 7,39 13,24 19,10 24,95 30,81
Fy(u)| —817 =232 354 940 1525 21,11 2595 32,82 38,67

Rozvoj do Taylorovy tady je podle (3.6)

T(u) = e* + e (u—2)=e*+e*(u—2)=¢e*(u—1) (3.22)

u=1ug
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Vysledky rozvoje jsou pro srovnani uvedeny v tabulce 3.1. Vysledek linearizace metodou
minimalniho sou¢tu kvadratu odchylek je pti zachovani pracovniho bodu podle 3.14

Fi(u)=e*+k(u—2) (3.23)

kde k uréime z rovnic (3.20) , které se v tomto piipadé redukuji na tvar
8 8
k Z Au? = Z Au; Ay; (3.24)
i=1 i=1

Z tabulky 3.1 vidime, ze Z Au? = 15,00 a Z Au; Ay; = 175,63. Z toho vyplyva k = 11,71.
=1
Vysledek je opét uveden v tabulce 3.1. Tentyz zpusob linearizace bez zachovani pracovniho

bodu dava podle (3.12) vysledek
Fy(u)=ag+ au (3.25)

kde koeficienty ag a a; uréime podle (3.21) z rovnic

9 9
9a0+a1zui = Zyi
.S 320
GOZUH-CHZU? => hw
i=1 i=1

i=1

9
Z tabulky 3.1 vidime, ze E u; = 18; E u? = 51; E y; = 137,23; > yu; = 450,09.
i=1 i=1
Vysledkem feseni rovnic (3.26) je pak ao —817;a, = 11 71,

Systém bez paméti s vice vystupy a vstupy zapsany ve formé
y=1f(u) (3.27)

je vlastné tvoren vicendsobnym pouzitim zapisu (3.8), takze problematika jeho vypoctu
je stejna jako u tohoto zapisu. Ponékud obtiznéjsi situace nastavd, je-li systém popsan
implicitné napt. ve formé

f(u,y) =0 (3.28)

pro systém s jednim vstupem a s jednim vystupem, nebo pro systém s vice vstupy a jednim
vystupem ve formeé

f(uy)=0 (3.29)
eventualné pro systém s vice vstupy a vice vystupy ve formé soustavy
f(uy)=0 (3.30)

Redeni rovnice (3.28) se provadi obecné grafickymi nebo numerickymi metodami tak,
ze ve funkei (3.28) fixujeme hodnotu vstupni veli¢iny u, a tim prevedeme problém na fesent
rovnice o jedné neznamé y.

fu(y) =0 (3.31)
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Podobnym zptsobem se pristupuje k zépisu (3.29), ve kterém se fixuje vstupni vektor
u, a tim problém opét pfechézi na feSeni rovnice o jedné neznamé. Nejobtiznéjsi je
samoziejmé Feseni soustavy (3.30), ve které opét fixujeme vstupni vektor u, problém
pak je vypocitat feseni soustavy obecné nelinearnich rovnic

fu(y)=0 (3.32)

Aby zépisy (3.28)-(3.30) reprezentovaly fyzikdlni systém, je nutné, aby pro zvolenou
mnozinu vstupnich hodnot mély feseni. Problematiku si opét ¢astecné objasnime na ptikla-

de.
Piiklad 3.2 Implicitné zadand nelinedrni funkce.

Na obr. 3.2(a) je nakresleno schéma operac¢niho zesilovace, u kterého je ve zpétné vazbé
zapojen diodovy omezovac napéti. Je zapotiebi zjistit, jaka bude relace mezi vystupnim
Us a uy vstupnim napétim tohoto zapojeni. Predpokladdame, ze dynamika operacniho zesi-

D1 Dg Dl D2
R Ry ia
R | =
! ~ Ry i
U + 7 = Lo
! l lUQ Ull 1 ludzo lU
2
T T o o 5
(a) schéma (b) ndhradni schéma

Obrazek 3.2: Operac¢ni zesilova¢ s diodovym omezovacem napéti

lovace je zanedbatelna vzhledem k dynamice ostatnich ¢asti systému ve kterém je zesilovac
pouzit. Pro jednoduchost budeme u diod predpokladat idealni charakteristiku a hodnoty
Zenerova napéti u.i, resp. u,, u diod D;, resp. D,. Dobrym modelem pii vypoctech
s operac¢nimi zesilovaci je model vyuzivajici principu virtualni nuly, pti kterém je ndhradni
schéma zapojeni uvedeno na obr. 3.2(b) . Pro toto schéma plati nasledujici rovnice

11+ =0
= 3.33
i = —
1 R, ( )

iQZid—‘l_ir:f(UQ)

Funkce f (ug) je voltampérova charakteristika paralelniho zapojeni Zenerovych diod a od-
poru Ry, kterd je nakreslena na obr. 3.3. Upravou rovnic (3.33) ziskdme jedinou rovnici

Uy
ot f(ug) =0 (3.34)
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11,12

Obrazek 3.3: Grafické feseni rovnice (3.34)

Tuto rovnici, kterd je vlastné ve tvaru (3.27), je vyhodné fesit graficky viz obr. 3.3.
Z obrézku je ziejmé, ze rovnice (3.34) mé jediné feseni, pro které plati

Ry _ R . R’
—R Ul U =€ <—UZ1R—27U223—2>
U = —Uz2 uy > ’U/ZQ% (335)
Uz1 uy < —Uzig;

3.2.2 Systémy s paméti

K systémum bez dynamiky ale s pameéti patii napf. systémy s jednoduchym sta-
vovym prostorem. V regula¢nich obvodech jsou to napft. relé s hysterezi, jehoz stavovy
prostor obsahuje pouze dva prvky ¥ = {zapnuto +; zapnuto —}, relé s hysterezi, jehoz
stavovy prostor je X = {zapnuto +;0; zapnuto —}, vule v prevodech, u které je sta-
vovy prostor X = {z: 2z € (—p,/2;¢,/2)} atd. U téchto systému nebyva problém urcit
chovani segmentu vystupni veliciny y (to, t) a pocédtecniho stavu. Nebyva ani problém
urcit trajektorii. Pokud je takovy systém zaclenén do vétsiho systému jako subsystém,
je jen zapotiebi bedlivé sledovat vyvoj jeho stavu a uvédomit si, Ze jej nelze jednoduse
popsat funkénim vztahem, ale spiSe slovnim popisem nebo algoritmem. Zalezitost si opét
objasnime na piikladeé.

Piiklad 3.3 Systém bez dynamiky s paméti - vile v prevodech

Pro systém vule v pfrevodech, je zapotfebi nalézt segment vystupni veli¢iny
@2 (to, to + 2m), je -li segment vstupni veliciny o (to, to + 2m) urcen funkei ¢ = Asint,
kde A = ¢, a pocatetni stav prevodovky je z (ty) = 0. V pocatetnim stavu je unasec
ve stiedu vidlice a tedy pii ¢; (0) = 0 je i 2 (0) = 0. Uspotradédni nelinearity typu vule

v ptevodech je patrné z obr. 3.4 ReSeni je zachyceno na obr. 3.5. Je zfejmé, ze az do ¢asu
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v zdbéru -

ve vuli

v zédbéru +

P :\4
\“/!\7’ ¥1, P2

\

(a) usporddani (b) charakteristika

Obrazek 3.4: Nelinearita typu vile v prevodech
t1 nedojde k pohybu vystupni hiidele a stav se méni od x = 0 do =z = —¢, /2, tedy

1
te <O; arcsin 5) o =0 (3.36)

V case t; se prevodovka dostane do zabéru (stav x = —¢, /2) a hiidel bude undsen az do
casu t = 7/2, kdy dochézi k reverzaci vstupniho hiidele. Plati

1 v
te <arcsin 5 g) P9 = p,sint — % (3.37)

Prevodovka pak zustava ve vuli, dokud se vstupni hiidel nepootoci o thel ¢, a plati tedy

v Oy
¢ <—; ) . 3.38
€ 9 7T ©2 5 ( )
a stav se ménf od © = —p,/2 do & = ¢,/2. Az do Casu t = 37 pak zustdva prevodovka
v zédbéru (stav = = ¢, /2), tedy
3 . P
te g Yy = pysint + o) (3.39)

V case t = %7? nastava reverzace vstupni hiidele a prevodovka zustane ve vili az do ¢asu

t = 27 (stav se méni od = = ¢,/2 do * = —p,/2) dokud se vstupni hfidel nepootoci
0 /2. Plati tedy

3 ;
te <§7r; 27r> 0o = —% (3.40)
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v

Vt

Obrazek 3.5: Grafické teSeni nelinearity typu vile v prevodech

Tim je vystupni segment plné urcen. Na obr. 3.5 jsou nakresleny prubéhy vstupni,
vystupni a stavové veliciny pro tento piipad. Je zfejmé, ze jsme schopni pii znalosti
pocatecniho stavu a segmentu vstupni veliciny vzdy urcit segment vystupni veli¢iny i
stavovou trajektorii tohoto systému, i kdyz popis nelze uzaviit do néjaké kompaktni
formule.

3.2.3 Typické nelinearity

Pojem nelinearni funkce je velice obecny
a nelinearity v Tizenych systémech mohou H@»
mit zna¢né ruznorodé vlastnosti. Lze vsSak 1 Y
nalézt skupinu nékolika typickych nelinearit,
se kterymi se v piipadé technickych systému b
setkdvame nejcastéji. i

Nasyceni Yo
Patrné nejcastéji se vyskytujici nelinearitou
je nelinearita typu nasyceni. Jeji staticka cha-

rakteristika je zobrazena na obr. 3.6. V realnych Obrazek 3.6: Nelinearita nasycen
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fyzikdlnich a technickych systémech dochdzi vzdy k omezeni akéni veliciny (omezené
zdroje energie, pevnostni omezeni, konstrukéni vykonovd omezeni) a proto se tato
nelinearita vyskytuje prakticky ve vSech redlnych systémech. V tadé aplikaci je mozné
tuto nelinearitu nahradit po ¢astech linearni kiivkou a systém v okoli vhodnych pracovnich
bodu linearizovat. Zavislost vystupu nelinearity y na vstupu z je dana vztahem

Ya T >a
y=4 2 b<zr<a (3.41)
(D r<b
Necitlivost Y

Nelinearita typu necitlivost se casto ob-

jevuje predevSim v mechanickych systémech,

kde vznika jako projev tfeni a ruznych me- —> 7‘#
chanickych neptesnosti. V nékterych pripadech
muze byt do regulacniho obvodu i uméle

b
vkladana jako prostiedek k omezeni oscilaci.
, . . - . , a €T
Vystup nelinearity typu necitlivost je popsan 3

vztahem

(r—a)tgae z>a

Y= 0 b<z<a i ) ) C . (3.42)
(z — b) g8 s <b Obrazek 3.7: Nelinearita necitlivost

Vule v prevodech - hystereze

Nelinearita typu vule v prevodech patii mezi statické nelinedarni systémy s paméti,
jak jiz bylo ukazano v kapitole 3.2.2. Jeji chovani neni mozné urcit funkénim vztahem,
ale spiSe algoritmem popisovanym v piikladé 3.3. Vyskytuje se predevsim v mecha-
nickych systémech v dusledku mechanickych vili nutnych pti konstrukei prevodu. Jinym
typickym prikladem této nelinearity je existence hystereze v magnetizacnich charakte-
ristikdch zZeleza. Zavislost mezi vstupnim a vystupnim signalem ,vule v prevodech® je
zobrazena na obr. 3.4(b).

Reléové charakteristiky

Reléové charakteristiky zahrnuji nékolik moznych variant redlné pouzivanych bloku
typu relé. Tato nelinearita se ¢asto objevuje v regulacnich obvodech v podobé reléovych
regulatoru, jejichz pouziti bude dale diskutovano v kapitole 5.

Nejjednodussi varianta je zobrazena na obr. 3.8(a). Jednd se o charakteristiku idealntho
dvoupolohového relé, jehoz vystup lze popsat vztahem

w >0
y:{ ‘Zb T (3.43)
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Y
Y
p Ya
— I -] Ya
b
x a T
W Yo
(a) Relé bez hystereze (b) Tiistavové relé bez hystereze
4 y
' )_» ya ] ‘ ya
< >
A D
A 4 by b
@z a x
v 4
Yo Yo
< —>>
(c) Relé s hysterezi (d) Tristavové relé s hysterezi
Obrazek 3.8: Releové charakteristiky
Ve vétsiné pripadu navic uvazujeme, ze plati y, = —vy,, ¢imz se vztah (3.43) zjednodusi
na
Y = YgSIgN T (3.44)

Obrazek 3.8(b) zachycuje statickou charakteristiku t¥ipolohového relé s pasmem necitli-
vosti v oblasti (b, a). Vystup nelinearity odpovida zapisu

Yo T 20
y=4 0 b<z<a (3.45)
UYp z<b

V radé realnych aplikaci nalezneme nelinearitu s releovou charakteristikou s hysterezi
z obr. 3.8(c). Je zfejmé, Ze hodnota vystupu pro = € (b;a) zavisi na predchozim stavu
vystupu a jedna se tedy o statickou nelinearitu s paméti. Typickym piikladem jsou
releové reguldtory teploty (lednicka, zehlicka, pokojové termostaty), u kterych je hystereze
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vyuzivano k omezeni cetnosti pirepinani. Vystup releového regulatoru s hysterezi je dan
vztahem

Ya T=a
y=4( y,minuld“ b<z<a (3.46)
Yo x<b

Releova charakteristika s hysterezi muze byt jesté rozsitena o pasmo necitlivosti, ¢imz
dostdavdame nelinearitu s charakteristikou zobrazenou na obr. 3.8(d) - tiipolohové relé
s hysterezi. Chovani této nelinearity je pak ddno popisem

Ya T > ag
Yy ,minuld® a; <z < as
Yy = 0 h<r<am (347)
Yy ,minuld®“ by < x < by
() T < by
Nelinearita typu treni Yy

Nelinearita typu tfeni predstavuje tieci sily
a momenty vyskytujici se predevSim v me- ;F
chanickych systémech. Piesny popis chovani
této nelinearity je znac¢né problematicky a
existuje pro néj fada aproximaci. Jedna z casto
pouzivanych aproximaci tieni je zobrazena na

obr. 3.9. Pro hodnotu vystupu plati v
+at >0 5 .
_ ) YatTlgOx X
y—{ y—xtgf <0 (3.48)

Ve vétsiné pripadu bude navic platit, ze

Yp = —Y, a @ = (. V pripadé analyzy chovani Obrazek 3.9: Nelinearita tteni
systému obsahujiciho nelinearitu typu tfeni je

tieba dbat sprdvné fyzikdlni interpretace, nebot pro x = 0 neni hodnota jednoznacné
urcena (napf. pokud je téleso v klidu, tieci sila muze nabyvat libovolné hodnoty mensi
nez maximalni hodnota statického treni a zavisi na vnéjsi sile pﬁsobio& na téleso.

Obecnd nelinearita > —
Velkou skupinu nelinearit 1ze vyjadrit obec-

nou funkéni zavislosti

y=f(z) (3.49)
. x
Radime sem predevsim charakteristiky elektro-
nickych prvku - diody, tyristory, ale i fyzikalni

Obrazek 3.10: Obecna nelinearita
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jevy jako aerodynamickd odporova sila. Obecny nelinearni prubéh maji rovnéz charakte-
ristiky nékterych snimacu neelektrickych velicin.

Matematické operace

Za nelinedrni bloky je tfeba povazovat i nékteré elementarni matematické operace,
jako napiiklad absolutni hodnotu, ndsobeni signéli (ne nasobeni konstantou) a déleni
signalu.

—> — .
oV X B
_’ _’ °

(a) Absolutni hodnota (b) Nésobicka (c) Déleni

Obrazek 3.11: Nelinedrni matematické operace

3.3 Nelinearni dynamické systémy

Z hlediska teorie Tizeni je mnohem zajimavéjsi kategorie nelinedrnich dynamickych
systému. Zatimco systémy bez dynamiky bylo mozné popsat statickymi prevodnimi cha-
rakteristikami vyjadiujicimi zavislost mezi okamzitou hodnotou vystupniho a vstupniho
signalu, u dynamickych systému je tfeba posuzovat vyvoj jednotlivych signalu v case.

Obdobné jako u linearnich dynamickych systému lze provést popis nelinearniho dy-
namického systému soustavou diferencialnich rovnic, které vsak mohou obsahovat obecné
nelinearni zavislosti. Tyto diferencidlni rovnice nejcastéji zapisujeme ve tvaru stavovych
rovnic

dri __
d_tl _fl (xlv'r?a"'7xn7u17u27"'7um)
dx
d_tQ :fZ (.[L'l,l’g,...,l’n,ul,UQ,...,um)
drn __
d_tn _fn<x17x27'"7xn7u17u27"'7um)
(3.50)
Y1 = g1 (l‘17$27'"7xn7u17u27"'7um)
y2:.92(l‘laxQ)"'7xn7u17u27"'7um)
yr:gr($17$27---7$n7U17U27---7Um)
pripadné v maticovém tvaru
dx —f
X —f(x,u
a = f(xu) (3.51)
y—g(X,U)
T. , , - T
kde x = [z1,z9,...,2,]" je sloupcovy vektor stavovych proménnych, u = [ug, ug, . . ., Up)

je sloupcovy vektor hodnot vstupu, y = [y, ye,. ..,yr]T je sloupcovy vektor hodnot
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vystupu systému, piicemz vSechny veli¢iny x, u,y jsou funkcemi ¢asu. Sloupcovy vektor
£0) = [10, £20, ..., foO]" je slozen z nelinedrnich zavislosti f;(), které urcuji derivaci i-té
stavové proménné jako nelinearni funkci hodnot stavovych veli¢in x a hodnot vstupu wu.
Sloupcovy vektor g() = [g1(), g20), - - -, g-()]" obsahuje nelinedrni funkee udavajici hodnotu
vystupnich signalu.

V nejobecnéjsim piipadé muze jako argument funkei f() a g() vystupovat i ¢as

B — f (x,u,t)

y—g(x,ut) (3.52)

Tento tvar rovnic odpovida systémum, jejichz parametry a pripadné i struktura se mohou
s casem meénit - tak zvané t-variantni systémy. Analyza chovani systému s proménnymi
parametry je pomérné naro¢na a presahuje rozsah kurzu Regulace a fizeni I1. Proto se jimi
nebudeme déle zabyvat a omezime se pouze na systémy s ¢asové neménnymi parametry
- t-invariantni systémy.

Pokud je to mozné, snazime se pii popisu nelinedarniho systému vyjadiit samostatné
jeho linedrni a nelinearni ¢ast, jak je zobrazeno na obr. 3.12. Toto uspotadani je vyhodné
z hlediska analyzy chovani systému, jak bude ukazano v kapitole 4.

+
“ c f(e) F(p)

Obrazek 3.12: Nelinedrni systém s oddélenou linedrni a nelinearni ¢asti

3.4 Shrnuti kapitoly 3

V kapitole 3 jsme se seznamili se zdkladnimi nelinedrnimi systémy. Tyto systémy délime
z hlediska jejich chovani v case na statické a dynamické. U statickych existuje vazba
mezi okamzitou hodnotou vstupni a vystupni veli¢iny, zatimco u dynamickych systému je
podstatnd zavislost mezi ¢asovym prubéhem vstupni a vystupni veliciny. Nejjednodussi
statické nelinearity lze popsat prevodnimi charakteristikami, které piitazuji konkrétni
hodnotu vystupu dané hodnoté vstupu. Existuje vsak i skupina nelinearit s paméti (vile
v prevodech, relé s hysterezi), u kterych hodnota vystupu zévisi rovnéz na predchozi
hodnoté vystupu a jejich chovani je pak spise popsatelné algoritmicky:.

3.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 3
1. Ktery z nasledujicich nelinearnich systému je systém s paméti

(a) Nasyceni
(b) Relé s hysterezi
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(¢) Necitlivost

2. Operace nasobeni konstantou a nasobeni signalt jsou linearni nebo nelinearni ope-
race?

3. Kolik ¢lent Taylorovy fady pouzijeme pfi linearizaci?

4. Pokud je chovani nelinedrniho systému jednoznac¢né urceno vztahem mezi okamzitou
hodnotou vstupu a vystupu, o jaky typ systému se jednd? (staticky, dynamicky,
s paméti, bez paméti)

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A

3.6 Resené priklady pro kapitolu 3
Piiklad 3.4 Predpoklddejme nelinedrni funkci
fzy,z9) = 2% + 23 (3.53)

kterou chceme linearizovat v okoli pracovniho bodu xo = (1;1). Provedeme rozvoj funkce
f do Taylorovy rady v okoli bodu x

0'f(x)
(’lrli

(1‘1 — l‘lo)i + azafT(::)

f(z1,29) = f(x0) + Z (29 — xzo)i] (3.54)

X0 X0

Linearizaci provedeme tak, Ze budeme uvazovat pouze pruni (linedrni) ¢len a tedy

flin(x17x2) =24 2(1‘1 — 1) + 2(1‘2 — 1) = 21’1 + 21’2 -2 (355)

3.7 Neresené priklady pro kapitolu 3
Piiklad 3.5 Pro staticky systém
f([L‘l,l‘Q) = 1‘1\/13 (356)

provedte linearizaci rozvojem do Taylorovy vady v okoli pracovniho bodu x¢ = (%, 4)

4 Analyza nelinearnich dynamickych systému

V naésledujici ¢asti se budeme zabyvat zdkladnimi metodami pro urcovani chovani
nelinearnich dynamickych systému.

4.1 Stavova trajektorie a ustalené stavy nelinearnich systému
4.1.1 Motivace

Analyza chovani nelinearnich systému je zna¢né nérocna a v fadé pripadu analyticky
neresitelnd. V fadé pripadu vychazime pii posuzovani chovani nelinearniho systému z od-
hadu prubéhu signalu zkonstruovanych graficky. V této kapitole budou vysvétleny hlavni
pojmy, se kterymi budeme dale pracovat.
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4.1.2 Stavova trajektorie

Zakladni pojmy, se kterymi se budeme dale setkavat pti grafickém teseni nelinedrnich
systému si objasnime pomoci obrazku 4.1

My prumét trajektorie

T2 stavova trajektorie

interval pozorovani
< >

~V

1 mezni cyklus to

stavova rovina

Obrazek 4.1: Stavova trajektorie

Stavova trajektorie je kfivka zachycujici vyvoj stavovych proménnych v case. Je ziejmé,
ze pokud budeme konstruovat stavovou trajektorii graficky jako dvojrozmérny graf, jsme
schopni zakreslit jeji tvar uspokojivé pro systémy prvniho fadu (osa x ¢as a osa y hodnota
jediné stavové proménné). Pro systémy druhého tadu, které jiz potfebujeme zachytit dvé
stavové proménné. Zde muzeme vyuzit zakresleni prumeétu stavové trajektorie do roviny
tvofené moznymi hodnotami dvou stavovych veli¢in. Tato kfivka sice jiz nenese informaci
o casovém prubéhu velicin, ale jak bude ukazano pozdéji, stale umoznuje vytvoteni uce-
leného pohledu na chovani systému. Systémy vyssich fadu jiz neni mozné vétsinou tspésné
grafickymi metodami Tesit.

7 technického hlediska je velice zajimava situace, kdy prumétem stavové trajektorie je
bod nebo piipadné uzaviena kiivka. Tato podoba prumétu stavové trajektorie odpovida
situaci, kdy je chovani néjakym zpusobem ustédlené. U nelinedrnich dynamickych systému
rozliSujeme dva druhy ustaleného chovani - rovnovazny stav a mezni cyklus. Blize se jimi
budeme zabyvat v nasledujicich kapitolach.
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4.1.3 Rovnovazné stavy

K nejprirozenéjsim ustdlenym stavum patii takové chovani systému, kdy se jeho stav
s casem v daném intervalu pozorovani (vétsinou (0; 00)) vubec neméni

x = konst (4.1)

Takovy ustaleny stav se nazyva rovnovdzny stav systému. Prumét takové trajektorie do
stavového prostoru se jevi jako bod, a proto se také pro takovy stav pouziva terminu
singuldrni bod. Rovnovazné stavy systému snadno zjistime feSenim rovnice

X =0 (4.2)

coz pro systém popsany obecné diferencidlni rovnici (3.52) znamend hledéni feSeni sou-
stavy nelinedrnich algebraickych rovnic maticové zapsanych ve tvaru

f(x,u,t) =0 (4.3)

Reseni rovnice (4.3) hleddme obvykle pro konstantni hodnotu vstupt u = konst. a byva
pak oznacovano symbolem x,. Obecné vsak feSeni nemusi existovat, nebo muze existovat
vice TeSeni, ¢i dokonce nekoneény pocet feseni. Vypocet rovnovazného stavu si objasnime
na nasledujicim prikladé

Piiklad 4.1 UvazZujme systém tvoreny matematickym kyvadlem tak, jak je zachycen na
obrazku 1.1. Tento systém je popsdan pohybovou rovnici

mlé = —mgsin o (4.4)

kde m je hmotnost kyvadla, | délka zdvésu, o uhel vychylent kyvadla. Tuto rovnici prevedeme
do stavovych rovnic, pricemz poloZime o = x

ZL:1:ZL‘2

(4.5)

. g
ZL‘Q——781HI‘1

Jde tedy o nerizeny nelinedrni dynamicky systém. Jeho rovnovdzné stavy zjistime resenim
rovnic

T = 0
g . . (4.6)
—7 sinx; =0
Je zreymé, Ze resenim je celda mnozina dvojic
{(l‘lo, l‘20)|l‘10 == k’ﬂ', k= O, :t]_, :t2, ooy L9 = 0} (47)

U rovnovaznych stavi muzeme hovofit o jejich stabilité. Pokud se systém po malém
vychyleni z rovnovazného stavu x, vrati zpét do tohoto stavu, jedna se o stabilni rov-
novazny stav. Pokud se vSak systém po malém vychyleni zacne od rovnovazného stavu
vzdalovat, mluvime o nestabilnim (labilnim) rovnovazném stavu.
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Piiklad 4.2 Pokusme se nyni zhodnotit vysledek prikladu 4.1. Predpokladejme, Ze je
systém v rovnovdzném stavu (x19, x20) = (2km,0). Provedeme malé vychyleni o ihel f — 0.
Vzhledem k tomu, Ze uhel B je velmi maly, plati

sin(2km + ) ~ (4.8)
Pro systém vychyleny z rovnovdzného stavu bude platit
ZL:l = X9

iy — _gﬁ (4.9)
l
z ¢ehoZ vyplyvd, Ze ihlové zrychlent 27 bude mit vZdy opacné znaménko, nez uhlovd vychylka
B a systém se vrdti tedy zpét do puvodni rovnovdzné polohy.
Jind situace je u druhé skupiny rovnovazingch stavi (z10,x20) = ((2k + 1)7,0). Opét
budeme predpokladat vychyleni o velmi maly ihel B — 0. Nyni vsak bude platit

sin((2k+ 1)+ 5) ~ —p (4.10)
Pro systém vychyleny z rovnovdzného stavu bude platit
SL"1 B )

iy — gﬁ (4.11)
[
Uhlové zrychleni @7 bude mit tedy shodné znaménko s whlovou viyjchylkou B a systém se
bude od puvodni rovnovdzné polohy vzdalovat.
Tento zdvér odpovidd zkusenosti, kdy stav (x19,x90) = (2km,0) odpovidd dolni poloze
kyvadla, kterd je stabilni, zatimco stav (z10, T20) = ((2k+ 1)7,0) predstavuje horni polohu
kyvadla, kterd je labilni.

Jinou moznosti urceni stability rovnovazného stavu je provedeni linearizace systému
v okoli tohoto stavu (kapitola 4.2) a nésledné posouzeni stability této linearni nahrady.

V pripadé, ze pro dany systém existuje vice rovnovaznych stavi, rozhodujeme rovnéz
o tom, zda jsou rovnovazné stavy izolované. Rovnovazny stav (singuldrni bod) je izo-
lovany, pokud existuje jeho malé okoli (tzv. e-okoli), ve kterém se nenachdzi zadny
dalsi rovnovazny stav. Z tohoto pohledu je ziejmé, ze vsechny rovnovazné stavy systému
zkoumaného v prikladu 4.1 jsou izolované.

Piiklad 4.3 Predpoklddejme systém zobrazeny na obr. 4.2. Systém lze popsat pohybovou
rovnict

mi =Fp—F (4.12)
kde F' je treci sila dand vztahem

Fysign & T #0
F= F, i=0]F|<FE (4.13)
FysignF, ©=0;|F,|>F
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e
—_—
F F,
4 m —_—

[17777777777777777777777777777777

Obrazek 4.2: Téleso na podlozce

Stavovy popis systému je pro r = x,

1;1:.1’2
F,—F (4.14)
m

Ty =
a rovnovdzné stavy vyresime z rovnic

O:ZL‘Q

4.15
0=F,—F (4.15)

Z rovnice (4.13) vyplyvd, Ze rovnovdiny stav bude existovat pouze pro |F,| < F. Pri
splnéni této podminky je pak zrejmé, Ze existuje celd mnoZina wustdlenych stavi
{(z10, 20)|71 € R; 29 = 0}. Tato mnoZina predstavuje primku ve stavové roviné, pricemz
resent je mespocetné mnoho a pro zvolené reseni neexistuje malé okoli, které nezahrnuge
Zadné dalsi resent. Zjisténé rovnovadziné stavy tedy nejsou izolované.

4.1.4 Mezni cyklus

Za ustaleny stav byva rovnéz povazovano takové chovani, pii kterém se stav systému
v daném intervalu pozorovani periodicky méni, t.j plati

x(t+T) = x(t) (4.16)

kde T je casova perioda. Prumét takové trajektorie do stavového prostoru se jevi jako
uzaviens kiivka - cyklus a pouzivd se pro né&j termin mezni cyklus. K zjisfovani exis-
tence a parametru meznich cyklu se pouziva v technické praxi casto metoda harmonické
rovnovahy, ktera bude detailné objasnéna v kapitole 4.4. Obdobné jako u rovnovaznych
stavu pak muzeme dale rozhodovat o stabilité a izolovanosti mezniho cyklu.

Piiklad 4.4 Uvazujme opet matematické kyvadlo z obrdazku 1.1, popsané stavovymi rovni-
cemi (4.5). Pro tento systém lze nalézt periodické Tesent, které pro malé vijchylky x1(t) — 0
lze vyjadrit analyticky ve tvaru

1’2(0)

x1(t) = 21(0) cos wot + sin wot

(4.17)
xo(t) = x2(0) cos wot — w1 (0) sin wpt

kde wy = \/? Resend lze snadno ovérit dosazeni do stavovijch rovnic (4.5). Je ziejmé,
Ze v tésné blizkosti mezniho cyklu najdeme vZdy dalsi mezni cyklus pro jiné pocdtecni
podminky a zjistény mezni cyklus je tedy neizolovany.
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2 | T2 )

s ) o A

(a) stabilni (b) nestabilni

T2 ) 2 )

/ )
; \

Y

(c) polostabilni (d) polostabilni

Obrazek 4.3: Druhy meznich cyklu

Vysetteni existence mezniho cyklu je v obecném piipadé znacné naro¢né. Pro ndzornost
se omezime pouze na systém druhého tadu, jehoz stavovou trajektorii muzeme zakreslit
vV rovine.

Zvolime-li pocatecni podminky systému v blizkém okoli izolovaného mezniho cyklu
a jestli trajektorie z nich vychéazejici smétfuji do tohoto mezniho cyklu, pak se tento
mezni cyklus nazyva stabilni. Jestlize vsak trajektorie vychazejici z poc¢atecnich podminek
v libovolné malém okoli izolovaného mezniho cyklu se od néj vzdaluji, nazyva se takovy
cyklus nestabilni. Existuji jesté tzv. polostabilni mezni cykly. Jsou to takové mezni cykly,
u kterych trajektorie vychazejici z pocateénich podminek na jedné strané cyklu do néj
vchazi, ale na druhé se od néj vzdaluji, viz obr. 4.3.

Existence periodického feseni, eventudlné mezniho cyklu ma pro praxi znacny vyznam.
U mnoha systému automatického fizeni byva existence mezniho cyklu neptipustnd. V
nékterych pripadech vsak existenci mezniho cyklu pripoustime, obzvlasté pokud mé malou
amplitudu kmitu a nezhorsi spolehlivost systému. Existuji vSak i systémy, u kterych exis-
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tenci stabilntho mezniho cyklu timyslné zajistujeme. Typickym piikladem jsou oscildtory,
ale 1 nékteré regulaéni obvody. Se zpusoby vySetieni existence mezniho cyklu se blize
seznamime v kapitole 4.3.5

4.1.5 Shrnuti kapitoly 4.1

Vyznamnou pomtuckou pro analyzu chovani nelinearnich dynamickych systému je
sledovani jejich stavové trajektorie. Stavovou trajektorii je mozné ptijatelnym zpusobem
zobrazit pro systémy prvniho a druhého fadu. Sezndamili jsme se s existenci a zpusobem
zjisténi rovnovaznych stavu nazyvanych téz singularni body. U rovnovaznych stavi lze
obvykle pomérné snadno rozhodnout, zda jsou stabilni ¢i nestabilni. Rovnéz byla zminéna
moznost existence periodického feseni, tak zvaného mezniho cyklu.

4.1.6 Kontrolni otdzky pro kapitolu 4.1

1. Jaké typy ustaleného chovani lze pozorovat u nelinedrnich dynamickych systému?

2. Jak najdeme rovnovazné stavy nelinearniho dynamického systému?

3. Muze existovat pro dany nelinearni dynamicky systém vice rovnovaznych stava?

4. Co je to izolovany ustaleny stav?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A

4.1.7 Re3ené priklady pro kapitolu 4.1

Piiklad 4.5 Nelinedrni dynamaicky systém je popsany stavovymi rovnicems

d.ﬁlfl

- = x2

dt (4.18)
d.CL’Q 3

s = =319 —4a] + 11

Chceme urcit rovnovazné stavy systému a rozhodnout, zda jsou izolované.

Rowvnovdzné stavy vypocteme reSenim rovnic

dzy =x2=0
d(i (4.19)
T —3x2—4x:{’+x1 =0
Pro vsechny rovnovazné stavy bude platit x99 = 0. Hodnotu x, vypocteme resenim
—423 + a2 =2 (—427 +1) =0 (4.20)
coz vede k wvysledku z10 = {0;0,5;—0,5}. Rovnovdiné stavy systému tedy jsou

xo = {(0;0),(0,5;0), (—=0,5;0)}. Vzhledem k tomu, Ze lze snadno najit takové okoli kazdého
z rovnovdzinych stavi (napt. kruznici se stiedem v rovnovdiném stavu a polomérem 0,1),
ve kterém se nenachdzi dalsi rovnovdziny stav, jsou vSechny rovnovdiné stavy systému
1zolované.
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Piiklad 4.6 Cilem prikladu je urcit rovnovdzné stavy obvodu s tunelovou diodou z obr. /.4.
Voltampérovd charakteristika tunelové diody je zakreslena na obr. 4.5

ur,
L
(]

Obrazek 4.4: Obvod s tunelovou diodou z piikladu 4.6

Pro proud tekouci kondenzatorem a napéti na civce plati

i — cdue
dt (4.21)
u :LdZ—L
L dt

Pro proudy dale plati

ic+ip—iL =0 (4.22)

1,0 1

0,5 1

—0,51L
Obrazek 4.5: Voltampérova charakteristika tunelové diody
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—0,51L

Obréazek 4.6: Reseni rovnovaznych stavi z pifkladu 4.6

a tedy

ic = —h(up) +ip, = —h(uc) + ir (4.23)
Soucet napéti v levé smycce je

uc—U+ Rip +up, =0 (4.24)
z ¢ehoZ dostaneme

up = —uc — Ri, +U (4.25)

Pokud zvolime za stavové proménné veli¢iny uc a iy ziskame z (4.23),(4.25) stavové
rovnice

du 1 .
d—tc = 5[—h(UC) + i)
& 1 (4.26)
Rowvnovdzny stav vypocteme pomoct
0=—h '
(uo) +is (4.27)
0= —Uc — RZL +U
Rouvnice pro rovnovazny stav bude splnéna pri
U 1
h == — = 4.28
(uc) = 5 — puc (4.28)

Rovnovazné stavy muzZeme najit grafickym resenim jako pruseciky voltampérové cha-
rakteristiky tunelové diody h(u.) a primky % — Tl%uc, tak jak je ukdzdno na obr. 4.6. Pri
situaci zachycené na obrdzku md systém celkem 3 rovnovazné stavy. Pokud pri zachovani
odporu R zvysime napéti U bude mit systém je jeden rovnovazny stav v oblasti xs. Pokud
napéti pro zménu snizime dostaneme jen jeden rovnovazniy stav v oblasti x1. Pocet a poloha
rovnovdznijch stavi tedy zdvisi na napéti U a odporu R. Jinou otdzkou je pak, zda systém
v jednotlivijch rovnovadznych stavech setrvd. Tento problém se pokusime vyresit pozdéji.
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4.1.8 Neresené priklady pro kapitolu 4.1
Piiklad 4.7 Urcete rovnovdiné stavy systému popsaného diferencidlni rovnici

d2 d
d—tf +0,6d—": Y3r+a?=0 (4.29)

Piiklad 4.8 Systém je popsan stavovymi rovnicemi

d.ﬁlfl "

Bt

dt (4.30)
%:—x +(u—1)z9 +u

T 1 2

Urcete, za jakych podminek dosdahne systém ustaleného chovani.

4.2 Linearizace rozvojem do Taylorovy rady
4.2.1 Motivace

Reseni rovnic obsahujicich nelinedrni zavislosti je ¢asto problematické. To se tyka
samoziejmé i nelinedrnich dynamickych systému. Jednou z ¢asto pouzivanych metod je
nahrada nelinearniho systému vhodné zvolenym systémem linearnim. Nasledné je pak
mozné k analyze chovani a navrhu fizeni pouzit metody znamé z oblasti linearnich systému.
Tato kapitola se bude zabyvat proto tlohou linearizace nelinedarnich systému.

4.2.2 Postup linearizace rozvojem do Taylorovy rady

K nejcastéjsim v praxi pouzivanym metodam nélezi metoda pouzivajici rozvoje do
Taylorovy tady. Linearizace rozvojem do Taylorovy fady se obvykle provadi v okoli izo-
lovanych rovnovaznych stavu. Predpokladejme, Ze systém popsany stavovymi rovnicemi

d
d—’t‘ — f(x,u,1)
y = g(X7 u? t)

(4.31)

doséhl v case ¢ pii pusobeni vstupniho signalu ug rovnovazného stavu xq. Pro ¢ > ¢, pak
bude platit

dXO
dt
Yo = g(Xo, U, t)

If(XQ,UQ,t) =0 (4 32)

Stavovy vektor, vektor vystupnich a vstupnich hodnot muzeme vyjadrit s pomoci rov-
novaznych hodnot a odchylek od téchto hodnot

X = Xg + Ax
u=uy+ Au (4.33)
Yy =Yo+ Ay
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Dosazenim rovnic (4.33) do stavovych rovnic (4.31) dostaneme

dxg + Ax
—=f A Au,t

@ (x0 + Ax, ug + Au, 1) (4.34)

yvo + Ay = g(xo + Ax,ug + Au, t)
Za ptedpokladu, ze lze pravé strany rozvinout do Taylorovy fady, muzeme zapsat
dx, dAx of of
—+ —=f t — A — A
& @ (%o, 1o, £) + <8x) X+ <8u) ut Ry
(xo,uo,t) (Xo,uo,t) <435)

9]
yo + Ay = g(xo, uo, t) + 78 Ax+ (| = Au+ R,
ox ( 9 ou ( 9
X0,Uq, X0,U0,

Pokud je odchylka od rovnovdzného stavu mald muzeme zbytkové cleny Ry, R, zanedbat
a po odecteni rovnic (4.32) od rovnic (4.35) dostdvame

_d(?x = <§—f) Ax + (g—f> Au
t X (Xo,uoﬂf) u (X07u0,t)

Ay = <6_g) Ax + (—) Au
8X (xo,uo,t) 811 (Xo,uo,t)

Rovnice (4.36) reprezentuji linedrni dynamicky systém popisujici vyvoj odchylek od rov-
novazného stavu. Parcidlni derivace v rovnicich (4.36) predstavuji matice systému, které
vypocteme podle vztahu

(4.36)

_ (a_f) <8_f) (afl) :
axl (x0,u0,t) 8l‘2 (x0,u0,t) al‘n (x0,u0,t)
o (a_f) <8_f) (&fz)
o - 071 Jix o2 ) Oxn ) N
(8X)(xo,u07t) 1/(x0,u0,t) 2 /(x0,u0,t) (x0,u0,t) ( 37)

(

%) <
axl (Xo,uo,t)

Ofn
8l‘2

)(XQ ,ug ,t)

(

Ofn
ox,

)(xo,uo,t) ]

Obdobné uréime i dalsi parcidlni derivace. Tyto matice se nazyvaji Jacobiho matice
vzhledem k piislusnym vektorovym funkcim.

Timto zpusobem je ziskdna velkd c¢éast linedrnich modelu fyzikalnich systémau.
Uvédomime-li si,ze rovnovazny stav je vlastné specidlni trajektorie systému, muzeme si
vyse uvadénou metodu zobecnit a provadét linearizaci systému v blizkém okoli libovolné
trajektorie oznacené xq, které nalezi vstupni vektor uy a vystupni vektor yy. Je jen
zapotiebi,aby pravé strany stavovych rovnic byly v okoli této trajektorie schopny rozvoje
do Taylorovy fady a odchylky od trajektorie byly malé. Potiz vSak v tomto ptipadé tvori
vyjadreni trajektorie (feseni puvodniho nelinedarniho systému), které je vyjma trajektorie
rovnovazného stavu obvykle velmi obtizné. Jistou nevyhodou je, ze rozsah odchylek pro
které je linedrni ndhrada jesté dostatecné pfesnd, neni mozno exaktné stanovit. Celou
problematiku linearizace si vysvétlime na prikladeé.
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Piiklad 4.9 Stejnosmeérny motor s cizim buzenim je popsdn stavovymi rovnicemi

dw,y, 1
Som . Z[K®i, — Buw,, —

" J[ la Wi, — M)
dz, 1

Sa _ 1 Ry, — K®

g La[ R, Wi + U]
A 1 X
= LR Y

P Nb[ Ryf~(®) + wy)
m; = Ko,

(4.38)

kde wy, jsou mechanické otacky, J moment setrvacnosti, ® magneticky tok budiciho vinuti,
iq proud kotvy, m, mechanicky zdtézny moment, B tlumeni (konstanta viskozniho tren,
K konstanta motoru, L, indukénost kotvy, R, odpor vinuti kotvy, u, elektrické napéti
kotvy, Ny pocet zdvitu budiciho vinuti, Ry, odpor budictho vinuti, u, napéti na budicim

vinuti, f() nelinedrni magnetizacni charakteristika.

Pokusme se nyni provést linearizact systému v blizkosti ustdleného stavu. Pro kon-
stantni hodnoty vstupnich veli¢in u,, wy a my, urcéime hodnotu ustdleného stavu xy z rovnic

1
O:j[KQ)ia—me—mp]
1
O:L—[—Raia—Kq)merua]
1 1
=~ [Ryf Y@
0 Nb[ Ryf~(®) + up)

Resend je jednoznacéné a vede na hodnoty

. Bug + K®gmy

"0 = "BR, 1 (K®,)?
- K®ouqgn — Ramyyo

™7 BR, + (K®)?

Linedrni model bude popisovat odchylky od ustaleného stavu a bude mit tvar

T dAw,, T
dt S i
. Wm
dAia | _ Al Ai, | 4B
dt AG
dAd - - -
L Q-
AT i
[ ﬁ‘*’"f } —C| Ai, |+D
i | AD | I

Auy,
Aub

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Jacobiho matice A, B, C, D uréime analogicky ke vztahu (4.37). Napriklad pro prvek ais
plat?
_ K®

J

K9,
-

0 {l(ana — Buwp + mp)} (4.42)

a12=8—2.a 7

x0 b=

pricemz dalsi proky matic vypocteme obdobné. Pro matice stavového popisu pak dostaneme

- _ B K&¢ K iq0
J J J
_K® _ R _ Kwmo
A — La La La
0 0 L M
i No 0P oo,
o o0 -4
B=| X 0 0 (4.43)
L 0 5 O
1 0 0
€= 0 K Kiao}
[0 0 0
b= 10 0 0}

Dosdhli jsme tedy ndhrady puvodniho nelinedrniho systému systémem linedrnim

Linearizace rozvojem do Taylorovy rady umoznuje ziskani linearni ndhrady puvodniho
nelinearniho systému. Problémem vsSak je, Ze tato ndhrada dobfe aproximuje puvodni
systém jen v blizkosti zvoleného pracovniho bodu (ustdleného stavu), kolem kterého
byla linearizace provedena. Rada technickych systémi vsak obsahuje nelinearitu, kterd
se skldada z tady linearnich tseku. Tyto systémy nazyvame obvykle po édstech linedrni.
Pouzitim linearni teorie v jednotlivych tusecich pak obvykle dokazeme analyzovat globalni
chovani systému. Tento piipad si opét ukazeme na piikladu.

Piiklad 4.10 Na obr. 4.7 je nakresleno schéma jednoduchého requlacniho obvodu na
kterém je idedlni integrdator rizen proporciondlnim reguldatorem s nasycenim. Je zapotrebi
nalézt stavovou trajektorii systému pro spojité vstupni signdaly u(t) a libovolné poédteéni
podminky, specidlné pak pro konstantni vstupni signdal u(t) = ug > 0 . Dynamika systému
je popsdna rovnici
dx
—=fu—=x 4.44
= f(u—2) (144
kde f je nelinedrni funkce typu nasyceni. Tato funkce se sklddd ze t7i linedrnich useku a
model systému tedy muzZeme zapsat ve tvaru

da Ku—z) u—m<z<u+m
i M r<u—m (4.45)
—-M r>u+m
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Obrazek 4.7: Proporcionalni regulator s nasycenim

kde K = % Z teorie linedrnich systému nyni snadno urcéime chovdni systému v jednot-

livyjch linedrnich oblastech

t
e Kla(ty) + K [e KEDy(r)dr u—m<z<u+m

2(t) = z(to) —l—t})\/[(t — 1) r<u—m (4.46)
x(tg) — M(t —to) T >u+m

Pro jakykoli prubéh wvstupni funkce u(t) a hodnotu pocdtecniho stavu x(ty) jsme nyni
schopni urcit chovani systému. Jen je treba peclivée sledovat okamziky, kdy hodnota stavové
veliciny x dosdhne hranicni hodnoty, kdy se meéeni popis systému. Hraniéni hodnota se pak
stavd pocdtecni hodnotou pro vypocet v dalsim linedrnim duseku. V pripadé, Ze hodnota
vstupu je konstantni u(t) = ug > 0, rovnice (4.46) prejde do tvaru

e Bla(ty) +upg(l —e™®) u—m<z<u+m
x(t) = x(to) + M(t — to) r<u—m (4.47)
x(to) — M(t —to) T >u+m

Z rovnice (4.47) je ziejmé, Ze pro jakoukoli hodnotu uy a pocdtecni hodnotu stavu x(to)
systém bude smérovat k ustalenému stavu x = ug. Podarilo se ndm tedy ziskat pomeéerné
vyznamny zavér tykajict se globalniho chovani systému.

4.2.3 Shrnuti kapitoly 4.2

Reseni nelinedrnich diferencidlnich rovnic je velice ndroéné. Proto se snazime najit
linearni nahradu. Sezndmili jsme se s metodou linearizace zalozené na rozvoji do Taylorovy
fady v okoli zvoleného pracovniho bodu (vétsinou ustéleny stav). V fadé technickych apli-
kaci se vyskytuji takové nelinearity, které se sklddaji z fady linedrnich useku (po ¢astech
linedrni funkce). V takovém ptipadé muzeme fesit chovani systému pomoci linedrni teorie
v kazdém tuseku samostatné a ziskat tak globalni pohled na chovani systému.

4.2.4 Kontrolni otdazky pro kapitolu 4.2

1. Musi byt provadéna linearizace pomoci Taylorova rozvoje jen kolem ustaleného
stavu?
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2. Lze ziskat pomoci linedrni nahrady vytvorené metodou Taylorova rozvoje globalni
predstavu o chovani systému?

3. Jak vypocteme Jacobiho matici?

4. Co to jsou systémy po castech linearni?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

4.2.5 Resené priklady pro kapitolu 4.2

Piiklad 4.11 Pokusme se najit linearizaci systému

d.ﬁlfl

_ x‘

a7

dx 4.48

d—;:—3x2—4x‘z’+x1 (4.48)
y =

v okoli jeho rovnovdznich stavu.

Rovnovdzné stavy zadaného systému byly jiz nalezeny pri resent prikladu 4.5. Hodnoty
rovnovdznych stavi jsou xo = {(0;0), (0,5;0), (—0,5;0)}. Linearizaci hleddme ve tvaru

A.ﬁi’l . A.Tl
[an]=alan]

A (4.49)
_ 1
Ay =C [ Az }
kde Axy = x1 — 210,A%9 = 3 — T20,AYy =y — Yo @
o oh
A — 61’1 8372 . 0 1
| 0f Ofy S 1—1223, -3
o1 Oz 1y (4.50)
agl 8gl 2
C=| — — =13 0
[ o1, O LO 3ok 0]
Pro rovnovdzny stav xq = (0;0) pak dostaneme linedrni ndhradu
dAz
dt - = A

Ay =10
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zatimeo pro xo = (£0,5;0) plat?

A
ddtx - = Ay
dt
Ay = 0,75A2;

Piiklad 4.12 Chceme urcit Jacobiho matici pro systém z prikladu 4.6. Stavové rovnice
systému jsou

du 1 .
—= = —[~h(uc) +ig]

dt C 4.53
dip, 1 , (4.53)
E = E[—UC — RZL + U]

pricemz predpoklddejme, Ze voltampérovou charakteristiku tunelové diody budeme aproxi-
movat funkci

ip = h(up) = [17,76up — 103,79u7, + 229,62u3, — 226,31u7, + 83,72u%]107% (4.54)

kde up = uc (obr. 4.4). Dalsi parametry obvodu jsou R = 1,5k, C = 2pF a L = 5uH
Pro Jacobitho matici pak dostaneme

ofi  Ofi
2 dh
ouc 0O, —-0,5- 1012—<“C) 0,5- 102
22 2 —0,2-10° —0,3 - 10°
Quc Oip, Jucyis ueo (4.55)
-5. 106M 5.106
=10° duc
-2 —3000
uco
kde
dh(uc) 2 3 4110-3
duc = [17,76 — 207,58uc + 688,86us — 905,24ug, + 418,6u,]10 (4.56)

4.2.6 Neresené priklady pro kapitolu 4.2

Piiklad 4.13 Nelinedrni dynamicky systém je popsdn stavovymi rovnicemi

d[L‘l 2
E = Ty + 1 COS Ta
A (4.57)
d—tQ =29+ (1 + 1)z + 21 sin a4
Proved’te jeho linearizaci v okoli pracovniho bodu x = 0.
Piiklad 4.14 Systém je popsan diferencidlni rovnict
d?x dz\°
— 4= >+ Du=0 4.58
T (dt) + (" + 1u (4.58)

Najdéte linedrni nahradu systému platnou v okoli pracovniho bodu x = 0.
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4.3 Konstrukce trajektorie systému
4.3.1 Motivace

Ve vétsiné piipadi nedokdzeme vyfesit chovani nelinedrntho dynamického systému
analyticky. V predchozi kapitole jsme se zabyvali moznosti pouziti linedrni nahrady. Jak
vsak jiz bylo feceno, linearni nahrada ¢asto aproximuje puvodni systém jen v pomérné
uzké oblasti a neumoznuje tedy ziskani globalni predstavy o vlastnostech systému. V ta-
kové situaci jsme nuceni se uchylit k tradicnim grafickym metodam. Nésledujici kapitola
ukaze moznosti konstrukce stavové trajektorie za ucelem vytvoreni globdlniho pohledu
na chovani studovaného nelinearniho systému.

4.3.2 Trajektorie systému prvniho radu

Systémy prvniho tadu predstavuji skupinu nejjednodussich dynamickych systému.
I kdyz je vétSina redlnych technickych systému vyssiho nez prvniho fadu, budeme se
systémy prvniho fadu dale zabyvat. Néekteré systémy vyssich fadu je totiz mozné tispésné
zjednodusit, ¢i rozlozit na nékolik systému prvniho fadu a ty dale fesit samostatné. Spojity
nelinedrni dynamicky systém prvniho radu je popsan rovnicemi
% = f(z,u,t)
y=49g ("L‘ U, t)

(4.59)

Predstavime-li si stavovou trajektorii tohoto
systému v ¢asoprostoru (obr. 4.1), udavé rovnice g

(4.59) hodnotu derivace & = % ¥ kazdém bode

casoprostoru. Tato derivace nam urcuje sklon tecny
k stavové trajektorii v kazdém bodé casoprostoru.
Cely casoprostor tedy muzeme takovymi tecnami |
vyplnit a trajektorie se musi po kratky casovy |
interval k této tecné primykat a postupovat po ni }
ve sméru rostouciho casu. Po kratky cas se tedy dt 13
trajektorie pohybuje podél geometrického vektoru,
jehoz slozky jsou dx, dt (obr. 4.8. Tento vektor Obrazek 4.8: Smérovy vektor
budeme nazyvat smeérovy vektor. Cely ¢asoprostor
pak muzeme pokryt polem takovych vektoru a ziskat tak globalni ptehled o chovani vSech
moznych trajektorii. Pokryti casoprostoru polem smérovyjch vektoru je uzitetné provést
organizované tak, abychom opravdu globélni pohled ziskali. Za timto ucelem je vhodné
vysetfit ty mnoziny bodi, ve kterych je sklon smérovych vektoru (smérnice tecen k) stejny,
tj. zjistit x, t, které vyhovuji rovnici

dx

i k = konst, (4.60)

Mnoziny bodu (x,t) pro dany sklon smérnice k se nazyvaji izokliny. Jejich sestaveni si
ukazeme na jednoduchém piikladeé.
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Piiklad 4.15 Predpokldadejme systém pruniho rddu popsany rovnici

dx

- 4.61
Izokliny budou mnoziny bodu

d

d—f = —x = k = konst, (4.62)
coZ odpovidd primkdm x = —k rovnobéznym s casovou osou. Pole smérovijch vektori

s vyznacenymsi izoklinami je uvedeno na obrdzku 4.9.

.1' . .
trajektorie
w(te) =3 2

BRI - R =3
2"&*:*«*«*«%« OUDOUUURR Y A = -2 izokliny
1+ \ﬁ*ﬁﬁ@i&\ﬁ\ﬁ\ﬁﬁﬁ\\ﬁﬁﬁ— k=-1

0 to t
—1- XXX AN AN | — ]

Lo A IIIAIISA )
A N RN R R R R

Obrazek 4.9: Pole smérovych vektoru

Nyni dokdZeme snadno zakreslit trajektoriv pro libovolny pocdtecni stav, tak jak je zakres-
lena trajektorie napt. pro x(ty) = 3. Z usporaddni pole smérovijch vektoru je zrejmé, Ze
trajektorie bude vidy smeérovat k ustalenému stavu x = 0.

Dynamicky systém analyzovany v predchozim ptikladé byl linearni. Ma vsak uvedené
fesenf néjaky smysl i pro systémy nelinearni? Rada nelinedrnich systému spadé do skupiny
systému po ¢astech linedarnich. Muzeme tedy urcit hrani¢ni podminky, pti kterych se méni
chovani systému a nasledné urcit v ramci danych mezi trajektorii linearniho systému tak,
jak ukazuje priklad 4.15. V tabulce 4.1 jsou uvedeny tii mozné tvary stavovych trajektorii
linearnich t-invariantnich systému. Prvni dva piipady odpovidaji nefizenym systémum
(coz jak bude uvedeno dale neznamend zadné omezeni), tieti piipad uvazuje piimo systém
s konstantnim fizenim.

Pro linedrni fizeny dynamicky systém prvniho fadu plati
dx
dt
pii pocéatecni podmince x(tp). Nyni uvazujme pii konstantni hodnoté fizeni v = konst
substituci

ar +u =z (4.64)

=ar+u (4.63)
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Stavova | Charakteristické Analyticky zapis Stavova trajektorie
rovnice ¢islo A stavové trajektorie

Im X

1l 2= —ax :L‘(t) = l‘(to)@fat 7
0 t
‘ Re
A=—-a<0
Im X

N7/

3|lt=u z(t) = x(to) + ut .
u = konst ‘ 0 t
Re
A=0

Tabulka 4.1: Stavové trajektorie linearnich t-invariantnich systému prvniho tadu
Po vyjédfeni proménné = ze substituce (4.64) a dosazeni do (4.63) dostaneme

dz

- 4.65

ik (4.65)

s pocatecni podminkou z(ty) = ax(ty) + u. Substituci (4.64) jsme tedy puvodni Fizeny
systém (4.63) prevedli na systém nefizeny (4.65). Pokud zndme trajektorii netizeného
linedarntho systému prvniho fadu, dokazeme urcit trajektorii puvodniho systému podle
vztahu

T =——

. (4.66)

zZ u

a
coz odpovidd zméné méritka a posunuti trajektorie nefizeného systému. Pouziti tabulky
4.1 si ukdzeme na nasledujicim piikladé.

Piiklad 4.16 V prikladé 4.10 jsme se zabyvali jednoduchym regulacnim obvodem s na-
sycenim. Nyni se k tomuto systému pokusime nacrtnout mozné prubéhy stavové trajekto-
rie. Systém obsahuje jen melinearitu typu nasyceni, kterd je po cdstech linedrni funkci.
V rozsahu uw — m < x < w+ m bude chovdni odpovidat Tizenému systému (4.63),
kde a = —K a vstup md konstantni hodnotu Ku. V této oblasti se tedy bude systém
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chovat obdobné jako uwvddi prund fddek tabulky 4.1, pricemZ vzhledem k posunuti (4.66)
se budou trajektorie blizit rovnovdinému stavu ro = u. Pro x > u+ m nebo r < u —m
bude mit stavovd trajektorie charakter odpovidajici tretimu radku tabulky 4.1 se smeérnici
—M, respektive M. Mozny prubéh stavové trajektorie jsou nacrtnuty na obrdzku 4.10.

X
u-+m
u
u—m
0 A t
X Ar __ _
/2 sl

Obrazek 4.10: Trajektorie jednoduchého systému s nelinearitou typu nasyceni

Obrazek potvrzuje zdvéer wvedeny v prikladé 4.10, Ze pro libovolnou pocdteéni podminku
se hodnota stavu systému ustdli na hodnoté xq = u. Je také zrejmé, Ze nasyceni zpomali
reakci systému pri vyssich hodnotdch vstupu w (linedrni prubéh) oproti ¢isté linedrnimu
systému bez nasyceni (exponencidlni pribéh,).

U regulacnich obvodu byva zvykem sledovat prubéh regulaéni odchylky v zévislosti na
case. Duvodem je, ze vesmeés zadame, aby regulaéni odchylka pro jakékoliv vstupni signaly
a pocatecni podminky byla minimalni a s ¢asem konvergovala k nule. To ndm zarucuje
jednodussi kresleni stavovych trajektorii, pokud se ndm podafi stav systému jednoznacné
vyjadrit regulacni odchylkou. Problém si ukazeme jesté jednim feSenim piedchoziho ptikla-

du.

Piiklad 4.17 Opét budeme uvaZovat systém reseny v prikladé 4.10. Predpokldadejme, Ze
na vstupu systému pusobi signdl u = konst. Nyni pouzijeme substituci

e=u—ux (4.67)

v rovnicich (4.44) a (4.45). Dostaneme tak systém, jehoz stavovou veli¢inou je prdvé
requlacni odchylka e

de

& = f(o (4.65)
Ke —m<e<m

f(e) = M e>m (4.69)

—-M e< —m
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Pocdtecni podminky pro stavovou rovnici (4.68) uréime ze substitucni rovnice (4.67)
e(0) = z(0) —u (4.70)

V pasmu —m < e < m se pak stavové trajektorie chovaji jako u nerizeného systému (proni
radek tabulky 4.1), zatim co mimo uvedené pdsmo budou trajektorie odpovidat Tizenému
systému - integrdatoru s konstantnim vstupem (treti radek tabulky 4.1). Vysledné trajektorie
jsou zakresleny na obrdzku 4.11.

e/\

)
v

Obrazek 4.11: Trajektorie jednoduchého systému s nelinearitou typu nasyceni - regula¢ni
odchylka

V pripadé, ze v systému se jako subsystém vyskytuje systém bez dynamiky ale s paméti,
je zapotiebi sledovat i vyvoj stavu tohoto subsystému. Stavovy prostor celého subsystému
se tak rozsiti, vesmeés vsak takovym zpusobem, ze v dostatecné dlouhém ¢asovém intervalu
1ze na cely systém pohlizet jakoby slo o jednoduchy systém prvniho fadu ( to plati i pro
spojité dynamické systémy vyssich fadu). Problém si opét vysvétlime prikladem.

Priklad 4.18 UvazZujme systém tizeni vysky hladiny zachyceny na obrdazku 4.12, kde
h je okamzZita vyska hladiny, H je Zddand vyska hladiny, H,.. je mazimdlni moznd
vyska hladiny. Vyska hladiny je ovliviiovdana pritoky ¢ a qo. Pruni stavovou wvelic¢inou
je v tomto pripadé vyska hladiny h. Vzhledem k tomu, Ze pro rTizeni je pouzit releovy
requldtor s hysterezi, je vsSak treba ddle uvazovat i stav sepnuti relé (nelinearita s paméti).
Predpoklddejme, Ze vystupni pritok qs je dany, chovdni systému je pak ddano rovnicems

dh

E - fl(h7y7q2) (471)

Yy = f2(eay)
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Ah e
H
(s
LU
x
A :
_ N - S
- — — =
i o =
— T T
N
a2
Obrazek 4.12: Releovy regulator vysky hladiny
kde
( 0 <h < Hpaa
Kly—q) h=0Ay—¢=>0
fi(h,y, q0) = I = Hpaa Ny =2 <0 (4.72)
0 h=0ANy—qg <0
L h=Hpox Ny —q2 >0

pricemz konstanta K je ddana rozmery nddrze. Funkce fo odpovidd nelinearité relé s hys-
terezi a bude pro ni platit

0 e<0

fole,y) = 0 e > Ah (4.73)
Lwbez zmeny stavu“ 0 < e < Ah

Stavové schema celého systému je zakresleno na obrdzku 4.13. Pokusme se nyni zakreslit

¢ y(0) ¢, h(0)

g T L 0y L h
Te WF s ) ) >
Ah e

Obrazek 4.13: Stavové schema regulace vysky hladiny
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stavové trajektorie pro pripad q = konst, g = konst, q1 > qo. Pokud bude regulator ve
stavu zapnuto (y = q1), plati

dh Kl —q) 0<h<Hpg,

_ { ( ) 2) S (4.74)
Pro reguldtor ve vypnutém stavu (y = 0) dostaneme

dh —Kq 0<h<Hp

_ { o D<h<t (4.75)

Regulator muze byt ve stavu zapnuto pro e > 0, tj. h < H a ve stavu vypnuto pro
e < Ah, tj. h > H — Ah. Vyska hladiny smi byt jen v rozmezi h € (0, Hypae). Rovnice
(4.74), (4.75) a znalost prubéhu reléové charakteristiky ndm nyni umoznuje zkonstruovat
stavovou trajektorii pro zvolenou hodnotu H. Vyjdeme-li z poédteéniho stavu h(0) = 0
musi byt pro H > Ah regquldtor ve stavu zapnuto a hladina v nddrzi poroste podle rovnice
(4.74). Jakmile h prekroci hodnotu H, dojde ke zméné stavu requldtoru a hladina zacéne
klesat podle rovnice (4.75). K dalsi zmeéné stavu reguldtoru dojde v okamziku, kdy vyska
hladiny h klesne pod hodnotu H — Ah. Cely déj se bude opakovat a v systému vzniknou
periodické oscilace. Pokud vyjdeme z poédteéni podminky h(0) € (H, H — Ah), musi bijt
zadan 1 pocdtecni stav relé. I v tomto pripadé pak vzniknou periodické oscilace. Je zrejmé,
Ze pro sprdavnou cinnost requlace je nutné, aby H < H,.. V opacném pripadé systém
dosdhne ustdaleného stavu h = H,,., a voda bude pretékat. Obdobné musi platit H — Ah >
0, jinak nastane ustaleny stav h = 0 a reguldtor setrva ve stavu vypnuto. Pri normdlni
funkci bude hladina oscilovat mezi urovnémi H — Ah a H s periodou

Ah Ah Ahg,
+ —
Klg—q) K¢ Kag-e)e

Pribeéh stavové trajektorie je zobrazen na obrazku /.14

T = (4.76)

7 probranych prikladu je zifejmé, ze vypocet systému prvniho rfadu je pomérné jed-
noduchy, pokud jde o systémy t-invariantni s konstantnimi vstupnimi signaly. Globalni
feSeni t-variantnich resp. t-invariantnich systému s proménnymi vstupnimi signély jiz
neni s pomoci vyse uvadéné metodiky tak jednoduché a piehledné. Vétsinou vsak jde
o vysetieni chovani pro néjaky standardni vstupni signal, napf. harmonického prubéhu.
V takovém piipadé je vyhodnéjsi pouzit budto po ¢astech linedrni vipocet nebo vypocet
chovani v urcité ¢asti casoprostoru na pocitaci. Nasledujici ptiklad objasni tuto proble-
matiku a zaroven osvétli jeden ze zpusobu potlaceni efektu suchého treni.

Priklad 4.19 Uvazujme systém zachyceny mna obrdazku 4.2. Na téleso pusobi sila
F, = Fy + Fy, kde Fy je konstantni slozka a Fy je stridavd slozka s pilovym pribéhem.
Pohyb télesa je brzdén treci silou F' < Fi, kde F; je hodnota Coulombova treni. Ddle
budeme predpokladat, Ze amplituda stridavé slozky F je prdve F. Ukolem je nyni vysetrit
prubéh rychlosti télesa za danych podminek. Pohyb télesa je ddan rovnict

dv F,

v 4.77
dt m ( )
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Obrazek 4.14: Stavova trajektorie regulace vysky hladiny

kde m je hmotnost télesa a
F,=Fy+Fy;—F (4.78)

Hodnotu treci sily F uréime pomoci vztahu (4.13). Stridavd slozka Fg md pilovy pribéh
a plati pro ni

Zi(t —nT) te(nT—T;nT+1)
Fu(t) = (4.79)
—B@¢-nl) te(Cn+DI-L;2n+1DIT+ 1)
kden =10,1,2,....
Stavova trajektorie systému je zakreslena na obrdzku 4.15. Jestlize v = 0

a |Fo+ Fg| < Fy, pak velikost trect sily bude F' = Fy+ Fy, celkovd sila pusobici na téleso

F, =0 a tedy d_: =k = 0. V pripade, ze |Fy + Fy| > F;, bude mit treci sila hodnotu
F = F;sign(Fy+Fy) a celkova sila pusobici na téleso bude F,, = Fy+ Fy— Fysign(Fy+ Fy).
Vzhledem k tomu, Ze amplituda sily Fg byla zvolena ve stejné velikosti jako Coulombovo
treni Fy, prubéh vysledné sily odpovidd trojuhelnikim o vysce Fy nad osou v = 0, tak
jak je zobrazeno na obrdazku 4.15 pro v = 0. Prubéh této sily urcuje k (smérnici tecen
k trajektorii) na ose v = 0. Jestlize v > 0, je celkovd sila F, = Fy + Fy — F}, ¢imz je
urcena hodnota smérnice k nad osou v = 0 a izokliny jsou primky t = konst. Prov <0
je celkova sila F, = Fy + Fy + Fy, kterd urcuje hodnotu k pod osou v = 0. Vzhledem
ke zvolenym hodnotam jednotlivych sil je v celé této oblasti k > 0. Nyni jsme schopni
vykreslit pole tecen k trajektorii. Zahdjime-li pohyb z pocdtecnich podminek v(0) = 0
a pri pusobeni malé sily Fy, nedojde zpocdtku k Zadnému pohybu. Teprve az tidici sila
prekond trent, dojde k rustu rychlosti. Jakmile velikost ridici sily klesne pod hodnotu trect
sily, zacne byt téleso brzdéno aZ do uplného zastaveni. Pri malé hodnoté F' se bude tedy
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Obrazek 4.15: Stavova trajektorie systému s dynamickym mazanim

téleso stridavé rozjizdet a zastavovat, stredni hodnota rychlosti vsak bude konstantni a
kladnd. Z prubéhu stavovijch trajektorii je navic zrejmé, Ze tohoto chovdni dosdhneme
z libovolngch pocdtecnich podminek. PouZitim pomocné sily Fy je tedy mozné eliminovat
jeden z dusledku suchého trent, ktery spocivd v tom, Ze téeleso nereaguje pohybem na ridici
silu mensi nez je velikost suchého treni. Povazujeme-li nyni silu Fy za vidici, je zrejmé,
Ze se téleso dostane do pohybu i pri |Fy| < Fy (pokud pisobi soucasné i stridavd sila
Fy. Pri dostatecné vysoké frekvenci sily Fy; zjisti pozorovatel pouze prumérnou rychlost.
V této prumérné rychlosti pak ale bude reakce téliska se trenim na skokovou zménu sily
Fy ponékud odlisnd od reakce téliska bez treni (treni neni dplné odstranéno). Tak pri
nulové sile Fy a nenulovych pocdtecnich podminkdch se télisko se trenim 1 za pritomnosti
Fy zastavi. Télisko bez treni by se pohybovalo stale pocdtecni rychlosti. Pri malé sile Fy
nabude télisko behem periody Fy konstantni stredni rychlost uréenou silou Fy. Teprve pri
|Fo| > Fy bude télisko zrychlovat se zrychlenim dmérnym rozdilu Fy — F;. Tento zpusob
potlacent treni se nazyvd dynamické mazani.

4.3.3 Trajektorie systémi druhého radu

Podobné jako v predchozi kapitole lze u spojitych dynamickych systému druhého radu
ziskat v nékterych ptipadech globédlni pohled na chovani systému. Dynamika spojitého
dynamického systému druhého tadu je popsdna soustavou dvou diferencidlnich rovnic
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prvniho fadu

% = f1<.§L’1, T2, U1, t)
(4.80)

dZL‘Q .

T fo(z1, 22,1, )
Resenfm téchto rovnic pii danych pocéteénich podminkéch ziskdme trajektorii systému
(obr. 4.16). Vzhledem k tomu, ze Casoprostor je v tomto piipadé jiz trojrozmérny pro-
stor, je vyhodnéjsi vykreslovat trajektorie pouze v dvojrozmérném stavovém prostoru
stavovych veli¢in z1, x5 a cas uvadét jako parametr stavové trajektorie. V roviné stavovych
proménnych se pak trajektorie jevi jako kiivka, kterd muze byt zapsana pro urcity usek
jako funkéni zavislost stavové proménné z, na stavové proménné x;

Ty = f(z1) (4.81)

Ve zvoleném ¢ase t nabyvaji stavové proménné hodnoty x;(t), x2(f) a muzeme v tomto
case pro odpovidajici hodnoty x1, 9 sestrojit tec¢nu k trajektorii. Pokud dokazeme z rovnic
(4.80) stanovit v kazdém bodé stavové roviny teénu k trajektorii, muzeme si udélat
predstavu o chovani trajektorii podobné jako u jednorozmeérnych systému. Pro smérnici
k tecny k trajektorii pak plati

dry  df(x1)
_ dz 4.82
" d.Tl d.ﬁl}l ( 8 )

Derivaci (4.81) podle ¢asu soucasné dostavame

d.TQ . df(.Tl) d.Tl

4.83
dt de; dt (4.83)
a tedy
d.TQ
dt fo(xq, 22,1, t)

= = 4.84
" % fi(x, 2o, u,t) (4.84)

dt

Jsme tedy schopni z rovnic dynamiky systému stanovit smérnici tecny k stavové trajektorii
v téch bodech stavové roviny, ve kterych je pravéd strana rovnice (4.84) definovéna. Je
ziejmé, ze prava strana rovnice (4.84) neni definovana v téch bodech roviny x1g, x99, kdy
nastava rovnovazny stav (v singuldrnich bodech)

f1(x10, X20, Ug, t) = fa(x10, T20, Up, 1) =0 (4.85)

Ptedstavme si nyni, Ze rovnice (4.80) reprezentuje zobrazeni, které kazdému bodu (z1, x2)
z dvojrozmérného stavového prostoru v kazdém case pritazuje vektor

[fi(zy, w2, 0, 1), fow1, 22,0, )] (4.86)

ktery svird s osou z; thel ¢

tg = — =k (4.87)
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Uvedeny vektor lezi na tecné k trajektorii
a jeho slozky urcuji velikost zmény prislusnych
stavovych veli¢in za jednotku ¢asu, tedy rych-
lost zmény stavovych veli¢in. Celkové vektor
(4.86) vyjadiuje nejen smér malého tseku

stavové trajektorie, ale i velikost rychlosti zmén _ Axy
stavovych veli¢cin, nazyva se proto smérovy Az
vektor nebo wvektor stavové rychlosti. Protoze >
pravé strany rovnic (4.80) musi byt defi- x1

novany v kazdém bodé stavového prostoru, jsou

smérové vektory definovany rovnéz v kazdém Obrazek 4.16: Stavova trajektorie
bodé stavové roviny. (V singuldrnich bodech

je to nulovy vektor [0,0]). Jsme tedy schopni

nakreslit pole téchto vektoru, které nam urci chovani trajektorii. Nakres pole smérovych
vektoru se vSemi moznymi trajektoriemi budeme nazyvat stavovy portrét. Bude-li se
vSak v rovnici (4.84) explicitné vyskytovat ¢as, at uz z duvodu t-variantnosti systému,
nebo z duvodu casové proménného vektoru vstupnich velicin, bude se pole smérovych
vektoru s ¢asem ménit a globalni predstava o chovani systému nebude prakticky ve vétsiné
pripadu mozna. Znamena to tedy, ze vysetfovani chovani systému s pomoci nac¢rtu pole
smérovych vektoru je prakticky mozné jen tehdy, je-li popis systému pireveditelny na
systém t-invariantni a nerizeny. V pripadé systému t-invariantnich rizenyjch konstantnimi
vstupnimi signaly je tento pfevod mozny vzdy, vstupni signaly povazujeme prosté za
konstanty ve funkénim zépisu (4.80). Proto se budeme v dalsim obecném popisu zabyvat
hlavné systémy, jejichz rovnice dynamiky maji tvar

dx
d—tl = f1(1’17372)
(4.88)
%02 ol o)
dt 2 1,42

Univerzalnéjsi metoda k ziskani globalniho piehledu o chovani systému druhého rfadu
stavového portrétu, nez je pokryti stavové roviny polem smérovych vektoru, neexistuje.
Podobné jako v piipadé systému prvniho fadu bude vhodné provést pokryti stavové roviny
smérovymi vektory metodou izoklin. Izoklina je v tomto pfipadé mnozina bodu ve stavové
rovingé, ve kterych je smérnice tecny k trajektorii x konstantni. Vzhledem k tomu, ze
hodnota x neni definovana v singularnich bodech, je vyhodné pred vlastnim fesenim
izoklin provést vySetfeni singuldrnich bodu. V piipadé systému (4.88) muzeme ziskat
prehled o trajektoriich také feSenim diferencidlni rovnice prvniho fadu

dzs _ f2($1, 902)
dz, f1($1,!7€2)

(4.89)

piicemz vysledkem je pak pifmo trajektorie (4.81). ReSenf této rovnice je viak ve vétsing
piipadu znacné obtizné. Sestaveni stavového portrétu si objasnime na ptikladé.
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Piiklad 4.20 UvazZujme systém popsany rovnicems

d.ﬁlfl

dt

dzy ) (4.90)
— = U — WwyT

dt o

kde tizeni u je konstantni u = konst,
513'2(0) T (0)
u  + T2 f X1
W

Obrazek 4.17: Stavové schema z prikladu 4.20

Na obr. 4.17 je nakresleno odpovidagici stavové schéma. Jde tedy o kmitavy ¢len s koefi-
cientem tlumeni & = 0 a vlastnd frekvenci wy, Tizeny konstantnim vstupnim signdlem. Nynt
se pokusime nalézt stavové trajektorie tohoto systému jednak ndkresem pole smérovich
vektori, ale také resenim rovnice (4.89). Pro smérnici k tecen k stavové trajektorii plati
v tomto pripade

U — Wity

=2 4.91
Rt (4.91)

Singuldrni body tohoto systému lze urcit resenim rovnice

0=
2 (4.92)

0=1u—wiz
Je tedy zrejmé, Ze singuldrni bod leZi na soutadnicich 19 = —5;x20 = 0. Rovnice izoklin
0
odvodime z (4.91) pro k = konst,

2
oy = — g 4 2 (4.93)
K K

Lzokliny budou tedy primky

xg = Kz +¢q (4.94)
2
se smeérnici K = —%0 a posunutim q = . Pro xy = 0 dostdvdme z rovnice izokliny
1 = 5, coZ odpovidd hodnoté drive zjisténého rovnovdziného stavu. Vsechny izokliny
0

budou tedy prochdzet vypoctenym singuldrnim bodem. Izoklina pro limitni pripad k — 0 je
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T k=1 K= k=—1
A
1o
izoklina
.ZCQ(O) 1" ¢ |
|
|
: K=0
| K — OO
1+ -
T
21 (0) '
singularni
bod
——

Obrazek 4.18: Pole smérovych vektoru a trajektorie z piikladu 4.20

rovnobéznd s osou xo. Tyto vysledky nam jiZ wmoznugi rovnomérné pokryti stavové roviny
izoklinami jak je zachyceno na obr. 4.18. Na jednotlivych izoklindch muzeme vykreslit
tecny k trajektorii (smérové vektory) pomoci rovnic (4.87),(4.90). Z nakresleného pole
smeérovych vektoru pak lze usoudit, Ze jednotlivé trajektorie systému budou elipsy. Ziskali
jgsme tedy pribliznou predstavu o tvaru stavovych trajektorii.

Nyni se pokusime urcit mozné prubéhy stavové trajektorie resenim rovince (4.89), kterd
bude mit v nasem pripadé tvar

dz,  uw—wia

= 4.95
dl‘l 9 ( )

coZ odpovidad separabilni diferencidlni rovnici proniho Tddu
Ty dzy — (u — wizy)dr; =0 (4.96)

jejiz resent lze nalézt ve tvaru

/:pg dxy — /(u —wizy)dzy = ¢ (4.97)

1 1
5:53 —uxy + éngf =c (4.98)
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/ 7/ N 7/ 2
Vyndsobenim 2 a prictenim Y pak dostaneme

wWo Wo
2 2 2
T 2ux U 2 U
Wo Wo Wo Wy Wy
x2 u\2 2 u?
=2+ (xl - —2) =c5+— (4.100)
Wo Wo Wy Wy

Vzhledem k tomu, Ze jsme predpokladali konstantni velikost Zidané hodnoty u lze rovnici
ddle upravit do tvaru

2
5, M g (4.101)
a b
kde
2
U
=9 -
a c+ w%
) (4.102)
2 U
b= 6—2 + 1
wo 0

Zapis (4.101) predstavuje rovnici elipsy. Trajektorie systému jsou tedy skutecné elipsy
s hlavnimi osami rovnobézZnymi s osami souradnicového systému. MuzZeme prohldsit, Ze
pro jakékoliv pocdtecni podminky a konstantni hodnotu vstupniho signdlu bude systém
kmitat ustalenymi periodickymi kmity, které se ve stavové roviné projevi jako mezni cykly.

Vhodnymi substitucemi (zménou béze a pocatku stavového prostoru) muzeme casto
ziskat jednodussi vyjadieni problému i jeho jednodussi feseni. V predchozim piikladé by
ziejmé zména meéiitek na soutfadnych osach vedla k tomu, ze trajektorie se z elips zméni
na kruznici. Rovnéz pfemisténi pocatku stavové roviny do singuldrntho bodu zpusobi,
ze se singularni bod ztotozni s pocatkem a portrét se zjednodusi. Pokusime se o to
v néasledujicim ptikladu. Vzhledem k tomu, ze kresleni celého pole smérovych vektoru
je dosti pracné, byvéa zvykem nakreslit si v jednoduchych ptikladech na izoklinach vzdy
jen jeden smérovy vektor, nebo nacrtnout jen pole tecen. Pokud chceme vyuzit pole
smérovych vektoru ke konstrukei konkrétni trajektorie, postupujeme takto. Stavovou
rovinu pokryjeme rovnomérné izoklinami. Nakreslime symetraly mezi jednotlivymi izokli-
nami. Pfedpokladame, ze trajektorie mezi jednotlivymi symetralami je totozna s tecnou
na izokliné seviené témito symetralami. Jednotlivé teény spojime, ziskany po castech
piimkovy graf pak prohlasime za trajektorii nebo za obdlku trajektorie. V podstaté timto
zpusobem vyuzivame graficky Eulerovu metodu k integraci rovnice (4.89). Tento postup
lze pouzit i pro feseni systému 1. fadu. Obecné je ovSem mnohem vyhodnéjsi provést
vypocet konkrétni trajektorie nékterou z numerickych metod na pocitaci.

Piiklad 4.21 Pokusme se wysetrit stavové trajektorie systému z prikladu 4.20 v jed-
nodu$si podobé. Uvazujme nové stavové promeénné ziskané substituci

Uu

21 =1 — E
0

" (4.103)

Z9 = —

Wo
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S ohledem na predpoklad u = konst, pak po dosazeni za x1, x5 do (4.90) dostaneme nové
stavové rovnice

d21
— =W
dt
dz, (4.104)
— = —wp2
1 021
s pocdtecnimi podminkamsi
u
21(0) = 21(0) —
0
4.105)
0 (
2(0) = z2(0)
wo

Dostali jsme tak nerizeny systém se singuldarnim bodem v pocdtku souradnic.Proni sub-
stitucénd rovnice (4.103) zajistuge posun singuldrniho bodu do poédtku nového souradnicového
systému, druhd substitucni rovnice zajistuje zménu méritka a tim zménu tvaru trajektorii
z elips na kruznice, jak bude ukdzdno ddale. Smérnice tecen k trajektoriim je

h=2=-2t (4.106)

<1 Z2
Z analytické geometrie je zndmo, Ze plati-li pro smérnice Ki, Ky dvou primek, Ze
K, = —K%, pak jsou tyto primky vzdjemné kolmé. Je tedy zrejmé, Ze v naSem pripadé
budou smernice tecen k trajektoriim kolmé na prislusné izokliny. MuZeme tedy nakreslit
pole izoklin a tecen k trajektoriim, viz obr. 4.19. Vzhledem ke kolmosti izoklin a tecen
k trajektorii musi byt jednotlivé trajektorie kruznice.
Rouvnéz resent diferencidlni rovnice (4.89)

dZQ Z1

g2 4.107
le Z9 ( )
které muzeme provést obdobné jako v prikladé 4.20, vede k vysledku
Z4=c (4.108)

Posledni rovnice je rovnici kruznice, coZ odpovidd odhadovanému prubéhu stavové trajek-
torie na obr. 4.19.

7, predchozich prikladu je ziejmé, ze pii popisované konstrukci stavové trajektorie
ve stavové roviné se ztraci informace o Case, ktera je nutna pii plném popisu stavové
trajektorie. Tuto informaci muzeme relativné snadno ziskat, pokud se ndm podafi systém
popsat ve tvaru

d[L‘l "

—— =2y

dt (4.109)
02 fer,)

dt 241y L2

Pii praci s takovym systémem se misto pojmu stavova rovina, resp. stavova trajektorie,
pouziva pojmu fazovd rovina, resp. fazovd trajektorie. V obou predchazejicich piikladech
byl systém formulovan tak, ze slo o fazové trajektorie.
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tecna k trajektorii

Obrazek 4.19: Trajektorie systému z piikladu 4.21

Predpokladejme nyni, ze mame fazovou
trajektorii zacinajici v case t, a koncici
v case ty jak je zobrazeno na obr. 4.20.
Pokud velicina xs na useku mezi témito
zvolenymi casovymi okamziky nemeéni
znaménko, muzeme délku ¢asového inter-
valu t5 — to vypocitat pomoci

tf Il(tf)

1
T2

to x (to)

Casovy tsek je tedy uréen plochou vy-
znacenou v obr. 4.20 Srafované. Je zfejmé,

za(ty)

i) (to)

Obrazek 4.20: Urcéeni ¢asu na fazové tra-
jektorii

ze ¢im bude hodnota x, v iseku mezi x1(ty) a z1(ty) vétsi, tim kratsi bude casovy interval,
ktery uplyne mezi témito dvéma body, a tim rychlejsi bude systém. (Vzhledem k formulaci
rovnic systému (4.109) reprezentuje x5 rychlost zmény veli¢iny z4). Jestlize v tiseku mezi
x1(to) a x1(ty) méni veli¢ina x5 znaménko, musime tento tsek rozdélit na casti, ve kterych
ke zméné znaménka nedochézi, urcit casovy usek v téchto castech a celkové casové tiseky

pak secist.

7 fazové trajektorie muzeme také snadno vycislit casovy prubéh stavové proménné x;
a tim i stavové proménné x,. Méjme opét fazovou trajektorii resp. jeji tisek na daném
intervalu pozorovani - obr. 4.21(a). Fézovou trajektorii muzeme rozdélit na malé tseky,
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To = {tl
:le
T
Tos 14
T23 Z13
T22

T
To1 12

Z11
20

| ; : | | ! T10
Az Axia Ar13 | Aziy Axys
10 211 X112 T13 Ti4 T1f

x1 to tr ¢

(a) fdzovd trajektorie (b) ¢asovy prubéeh

Obrazek 4.21: Urceni casového prubéhu stavové veliciny z fazové trajektorie

ve kterych rychlost x5 zmény veliciny x; nahradime hodnotou z; tak, ze bude platit

Axy;
At;

= Ty (4.111)

Ze znalosti velikosti seku Azy; a hodnoty Zo; pak muzeme urcit At;, a tak uréit bod na
grafu z;(t) obr. 4.21(b). Potiz spo¢iva v nalezeni hodnoty Zs;, kterd by spliovala rovnici
(4.111). Bezpectné vime jen, ze tato hodnota lezi mezi hodnotami xs uréenymi hranicemi
intervalu. S dostateénou presnosti muzeme hodnotu Zy; urcit jako aritmeticky prumeér
hrani¢nich hodnot

Toi + To(i-1)
2

Urcéovéni ¢asového intervalu, eventudlné vypocet prubéhu x1(t) vyse uvddénym zpusobem
lze pouzit predevsim k odhadu ktera trajektorie je rychlejsi, nebo muze slouzit k ocenéni
spravnosti numerického vypoctu.

Jak jiz bylo teceno diive, konstrukce stavovych trajektorii metodou izoklin je rozumné
proveditelnd jen v piipadé, kdy lze popis systému prevést do tvaru (4.88). Tento prevod
je mozny i v pripadé t-variantniho systému zapsaného ve tvaru

d.ﬁlfl
dt
diy (4.113)
E = fg(l’l + /{Zt, 1’2)
kde k je konstanta. Substituci z; + kt = 2; pak dostaneme
d
% = 9 + k
dz (4.114)
= fa(21, 72)

dt
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Dalsi substituce x5 + k = 25 pak vede na

le -

=,

dt (4.115)
des _ fo(z1,20 — k)

dt 2\~1, <2

Tento systém je jiz t-invariantni, fesitelny ve fazové roviné. Uvedeny postup nam umozinuje
zjistit metodou izoklin odezvu nékterych regulacnich obvodu na vstupni signal ve tvaru
u = kt (rychlostni skok). Reseni si ukdzeme na néasledujicim ptikladeé.

Piiklad 4.22 Predpokladejme regulacni obvod zakresleny na obr. 4.22. Zesilovac zesilujici
requlacni odchylku mda statickou charakteristiku s nasycenim. Dale predpoklidejme, Ze & >
1. Chceme vysetrit chovdnd systému pro u = konst, a u = kt pro vSechny mozné pocdteéni
stavy.

1(0)
T e mL
N
Obrazek 4.22: Regulacni obvod s nasycenim z prikladu 4.22
Stavové rovnice systému jsou

d.ﬁlfl

=1

dC}f (4.116)

d—t2 = f(u— 1) — 28wy
kde

2
_ B wi(u — 1) lu—x1] < e

flu=m) = { M sign(u —x1) |u—x1] > e (4.117)

Resent pro u = konst
Substitucemi u — 1 = e, —xy = w prevedeme popis systému na tvar

de

— = w

dt (4.118)

dw

= —f(e) — 2lwow

=
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Vzhledem ke tvaru funkce f nastdvd rovnovdziny stav pro w = e = 0. Fdzovou rovinu lze
vzhledem k prubéhu funkce (4.117) rozdélit na tri pdsma.
1. le| < ey: V tomto pasmu se pohybujeme v linedrni oblasti a systém mizZeme popsat

rovnicemt
de
— = w
dt (4.119)
dw 2e — 26wow
—_— = —W i
dt 0 ’
Smeérnici tecen k fazové trajektorii lze vyjddrit jako
. 2 2
K = g = ——woe + gwow (4120)
é w

Lzokliny jsou pak ddny vztahem
2
wWo
S e 4.121
K =+ 2&wy ( )
coz odpovidd primkdam prochdzejicim pocdatkem fazové roviny se smérnici

2
W
) (4.122)
K+ 2&wyq
Vsimnéme si nyni situace, kdy smérnice tecny k trajektorii je shodnd se smérnict
wokliny k = K. V takovém pripadé dostaneme pro smernici izokliny rovnici

K% 4+ 26w K + w2 =0 (4.123)
jejiz resent je
Ko = —fwy £ wo /€2 — 1 (4.124)
Fazovd trajektorie tedy prochdzi primo po izoklindch se smérnicems K o.
2. e > ey: V tomto pasmu muZeme systém zapsat
w_,
(ﬁﬁ N (4.125)
rr = —M — 2lwyw
Pro smeérnici k tecen k fazové trajektorii pak plati
oo @ ZM Z 2w (4.126)
é w
a izokliny budou tedy primky w = konst
—M (4.127)

K+ 2€wy
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3. e < —ey: V poslednim pasmu je systém opét v omezeni a muzZe byt popsdin

de _
dt
dw

i M — 2Eww

’ (4.128)

Smérnice tecen k fazové trajektorii pak bude

D M2
o O o M7 2o (4.129)
e w

a 1zokliny jsou opét primky w = konst

M
e 4.1
w T (4.130)

Na zdkladé uvedeného rozboru muzZeme nacrtnout fazovy portrét tak, jak zachycen na
obr. }.23. Z fazového portrétu lze ucinit zavér, Ze pro libovolné pocdtecni podminky dosdhne
systém ustdleného stavu v singuldrnim bodé (0,0). Rovnéz je zrejmé, Ze bude-li systém
vychdzet z nuloviych pocdatecnich podminek

21(0) = 0,22(0) =0 = ¢(0) = u,w(0) =0 (4.131)

pak pri Tizend u = konst nikdy nemize dosdhnout stavu |w| > 25%0 Vzhledem k tomu, Ze
velicina w v nasem priklade reprezentuje vlastné rychlost zmeény requlacni odchylky e, je
zrejmé, Ze mnasyceni v requlacnim obvodé zpusobi zpomaleni requlacniho déje.

Resent pro u = kt
V pripadé linedrné narustajicitho vstupniho signdlu maji stavové rovnice tvar
d.ﬁlfl

dt
dzs

dt

Pouzitim substituce e = kt — 1 a w = —x9 + k ziskdme rovnice ve tvaru

de
dt
dw
= = —f(e) — 2wow + 2ok
dt
Tyto rovnice jiz predstavuji t-invariantni nerizeny systém a umoznuji Teseni ve fdzové
roviné. Rovnovazny stav systému je urcen rovnicems

= Ty
(4.132)
= f(k't — IL‘1) — 2§WQI‘2

w

(4.133)

0=w

0= —f(e) — 2lwow + 26wok (4.134)
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® @ @

w — 005 k — —2&wy w — 005 kK — —2&wy
K — 00k = —28wy
f ARTED \
! A !
K< 04 X \, , X
i i >/<L<O
| | h
7 S N i |
W= s - E=0 : K = 0 SN
=0 | | | Iil | \| |§| | | It:OK:—/O;H,—)OO
[ B E B R A B e
f | |
N | i k=0 }Ii>0
g —_
N i \? ~ W = 20
N\ i : A N
Ii<0< h | i ‘
\ X N X
i i -
w—)—oo;&—)—%wol w — —o0; k — —2€wy

Obrazek 4.23: Fazovy portrét systému z prikladu 4.22 pro konstantni fizeni

Rovnice (4.134) maji vesend jen v pripadé, Ze |k| < 2. Resend tedy rozdélime na dva

, 28wo
pripady.

M
2&wo
V tomto pripadé bude existovat rovnovazny stav

Resend pro |k| <

w=20
%, (4.135)
=

e

Dadle musime uvazZovat tri pripady podobné jako u systému s konstantnim vstupnim signalem.

1. le| < ey: Stavové rovnice (4.133) prejdou do tvaru

dt (4.136)

Vijse wvypoctensj singuldrni bod leZi wwnity tohoto pdsma nebot z predpokladu
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|k < 555 plyne

2% M
wp 28wy

2
|eo| = —élkl < =e (4.137)
Wo

Pokud provedeme substituci z = e — Z—f)k:, dojde k posunuti pocdtku soutadnicového
systému do singuldrniho bodu a stavové rovnice prejdou do tvaru

dz
w

E pum—
4.1
do (4.138)
dt
Dospéli jsme tak k rovnici, kterd ma stejny tvar, jako (4.119). Je tedy zrejmé, Ze
1 stavovy portrét v daném pasmu bude shodny s pripadem pro u = konst s tim
rozdilem, Ze puvodni pocdtek soutadnic posuneme do vypocteného singuldrniho bodu.

= —wiz — 2bwow

2. e > e V této situact dostaneme stavové rovnice
de
— = w
A (4.139)

i —M — 28wow + 28wok

Zavedeme-li substituci M — 2&wok = M, prejdou stavové rovnice do tvaru

de
— =W
fj (4.140)
— = —M; — 2¢wow
1 1 — 28w
coz formdlné odpovidd rovnicim (4.125). Fazovy portrét tedy bude mit obdobny cha-
rakter jak u systému s konstantnim vstupnim signdlem. Dojde pouze k posunuti
1zokliny pro k = 0 ve smeéru osy w.

3. e < ey: Stavové rovnice maji tvar

de
— =W
(ﬁi (4.141)
— = M — 28wow + 2€wok
dt
Substituci M + 26wok = My pak dostaneme
de
_ = w
fj (4.142)
T My — 2€wow

coz odpovidd zdapisu (4.128). Fdzovy portrét bude tedy opét odpovidat fazovému
portrétu systému s konstantnim vstupnim signdlem v odpovidagici oblasti.
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Na zdkladé uwvedeného rozboru muzeme opét zakreslit fazovy portrét uvedeny na obr. 4.24.
Silné vyznacend trajektorie odpovidd nulovym poédtecnim podminkdam puvodniho systému

21(0) = 0,22(0) =0 = ¢(0) = u,w(0) = k (4.143)

V-

\

\
| | |y €
Y

>

w=z - =M

Q \ \ _\ 2&’-’0 2&*’0

\ \ !

>

- 4

Kk — —2&wy Kk — —2&wy
Obrazek 4.24: Fazovy portrét systému z piikladu 4.22 pro pomalu linearné narustajici
vstupni signal

Z fdzového portrétu lze ucinit zdver, zZe pri u = kt; |k| < pro libovolné pocdtecni

M
2€wo
podminky prejde do rovnovazného stavu s ustalenou requlacni odchylkou e = i—ik Rowvneéz si
lze vsimnout, Ze pro nulové poédtecni podminky x1(0) = x2(0) = 0 vibec nedojde k nasycent

a systém se bude chovat jako linedrni.

M
2&wo
Opét musime uvaZovat tri oblasti

Resend pro |k| >

1. le| < ey: Predpokldidejme, Ze k > 0. Stavové rovnice pak prejdou opét na tvar
(4.136). Pro uwvedené rovnice lze nalézt singuldrni bod, jak bylo ukdzdno drive. Tento
singuldrni bod bude vsak lezet mimo pdasmo, ve kterém rovnice (4.136) plati a systém
jej tedy nemuze dosdahnout. Fdzovy portrét bude samoziejmé stejny jako u Tov-
nic (4.136) v okoli pomysiného nedosazitelného singuldrniho bodu, avsak musime
uvazovat pouze jeho cdast pro le| < ey.

2. e > ey: Rovnice prejdou na tvar (4.140). Vzhledem k tomu, Ze k > 25%0 bude My < 0

a 1zokliny s k = 0 bude dosaZeno pri w; = _2]&0 > 0.
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3. e < —ey: Stavové rovnice budou mit tvar (4.142)

Fdzovy portrét ze zakreslen ma obr. 4.25. Silné je vykreslena trajektorie pro nulové
pocatecni podminky

21(0) = 0,29(0) =0 = €(0) = u,w(0) = k (4.144)
7 fazového portrétu plyne, Ze se systém pro libovolné pocdtecni podminky dostane do
nasyceni a jeho requlacni odchylka pak poroste rychlosti k — 25% Podobné zdavéry lze
odvodit 1 pro k < 0.
Kk — —2&wy Kk — —2&wy
| Aw=c¢e
2 A4 A4 I
|
| |
! , L W W
R . \ |
| |
| |
w=k+ 22400 : I
I | XX
: — L Y N N i
o S S S I S S BN S N S S d , X
1 1 e, | 1 1 Te c”
| L w_w_w
I |
:)2( | v w_ ¥
| |
®__ W ® : I
| |
K — —2&wy Kk — —2&wy

Obrazek 4.25: Fazovy portrét systému z piikladu 4.22 pro rychle linedrné narustajici
vstupni signal

Uvedené priklady ukézaly, ze konstrukce stavového portrétu umozinuje ziskani globalni
predstavy o chovéani nelinearniho systému. Zvlasté posledni piiklad pak ukazuje, Ze je
casto mozné chovani nelinearniho systému v urcité oblasti popsat linedrnimi zavislostmi.
Je tedy velice uziteéné, pokud mame ptedstavu o chovani stavové trajektorie linearnich
systémi, o cemz bude pojednavat nasledujici kapitola.

4.3.4 Trajektorie linearnich systémiu druhého fadu

Vysetiovani chovani nelinedrniho systému metodou izoklin tak, jak bylo popsano
v predchozi kapitole, je zna¢né pracné. Vzhledem k tomu, ze fada nelinearnich systému
muze byt v okoli rovnovaznych staviu nahrazena systémy linearnimi, nebo je vyjadritelna
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popisem po castech linearnim, bude uzitecné udélat si dobrou predstavu o stavovém
portrétu linearnich systému. Tento portrét pak muzeme pouzit pro konstrukei portrétu
nelinearniho systému v urcité ¢asti stavové roviny, aniz bychom v této ¢asti provadeéli
detailni vysSetfovani trajektorii nebo izoklin.
V okoli izolovanych singularnich bodi mohou byt linearizovatelné t-invariantni systémy
druhého fadu nahrazeny linedrnim systémem (kapitola 4.2)
dx;

= a1121 + a1222

dt (4.145)

d.CL’Q i
—— = A91T2 + Q2T
1 212 + A22T2
pripadné v maticovém tvaru
d
d—’t‘ — Ax (4.146)

Za podminky, Ze matice A je regularni
det A = aj1a99 — ajpas; # 0 (4.147)
bude mit linearni systém jediny singuldrni bod
0=Ax (4.148)
x =0 (4.149)

v pocatku stavové roviny. Umisténim pocatku stavové roviny do izolovaného singuldrniho
bodu nelinearniho systému ztotoznime jednoduse singularni body obou systému. Chovani
linedrniho systému je uréeno charakteristickymi ¢isly A matice A, ktera vypocteme z cha-
rakteristické rovnice

det[A — )\I] = )\2 — (an -+ a22)>\ + aj1a99 — a12a91 = 0 (4150)

Nyni provedeme vysetieni stavového portrétu linedrniho systému (4.145) pro mozné hod-
noty vlastnich ¢isel A\, pficemz z podminky (4.147) vyplyva, ze Ay # 0, Ay # 0.
Obecné je znamo, ze kazdy linearni systém muze byt vhodnou substituci

x =Tz (4.151)

preveden do tvaru

dz

— =B 4.152

3 — Bz (4.152)
kde B = T~'AT je matice, kterd md tzv. Jordanuv kanonicky tvar a plati

dz )\1 0

pri [ 0 A } z (4.153)

Stavovy portrét systému v Jordanové tvaru v roviné (zj, z3) lze nalézt pomérné snadno
anasledné jej pomoci transformace (4.151) muzeme prevést zpét do stavové roviny (z1, z).
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Nejdiive uvazujme, ze vlastni ¢isla systému jsou redlna A, Ay € R. V tomto piipadé
ma systém (4.153) pii pocateénich podminkach (z;(0), 22(0)) feseni

21 = 2,(0)eM

4.154
29 = ZQ(O)@AQt ( )
Pokud z rovnice (4.154) vyloué¢ime ¢as, dostaneme
X
21 A
= 25(0 4.155
2 =40 (55 .

Pomoci této rovnice jiz snadno zakreslime stavové portréty pro mozné hodnoty vlastnich
¢isel jak je ukédzéno na obr. 4.26. U stabilnich systému smétuji trajektorie do singularniho
bodu, u nestabilnich systému smétuji ze singularniho bodu. Na obr. 4.26 je pouzit sourad-
nicovy systém (z1,z2). Soutadny systém (z1,x2) je s timto systémem spojen linedrni
transformaci (4.151), kterd zpusobuje pouze zménu bazovych vektoru. Jsou-li soutradné
systémy navzajem spojeny, jak je naznaceno na obr. 4.26(a),4.26(e), mohou mit trajektorie
v systému (zq,x2) tvar jak je uvedeno v obr. 4.27. Je zfejmé,ze se transformaci muze
portrét dosti zmeénit, ale bude zachovana jeho stabilita a charakter.

Druhda moznost je, ze vlastni c¢isla matice systému jsou komplexné sdruzena
M = a+ jB, = a— jB. V takovém pripadé je Jordanuv kanonicky tvar systému

dz a f
— = z 4.156
dt [ -0 « } ( )
Reseni tohoto systému je nézornéjsi v poldrnich souradnicich, které zavedeme substituci

r=/2+ 23

z
¢ = arctg =2
21

(4.157)

Systém (4.156) pak piejde na tvar
dr

E = Qar
o (4.158)
L=-p

jehoz Feseni pii pocatecnich podminkach r(0), ¢(0) je

r=r(0)e*

¢ = ¢(0) — Bt
Tvar trajektorie je tedy urcen hodnotou « a snadno jej na¢rtneme, jak je ukdzano na obr.
4.28.

Jestlize bude alespon jedno charakteristické ¢islo matice A systému (4.146) nulové,
bude nutné matice A singularni a systém bude mit nekoneéné mnoho singularnich bodu.

(4.159)
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22
A
21
Y
(a) Stabilni uzel Ao < A1 <0 (b) Nestabilni uzel Ay > A; >0
29 %
4
. < = .
4
(c) Stabilni dikriticky uzel Ay = Ay <0 (d) Nestabilni dikriticky uzel A\ = Ag >

0

(e) Sedlo A1 <0 < Ay

Obrazek 4.26: Stavové portréty linedarnich systému v Jordanové kanonickém tvaru
v roviné (21, 22)
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i) 4\ T
Z9 z
Z9 \
\\\ \
T
/ T Ty
/
///- A '
/ \
\
(a) Sedlo Ay <0 < Ay (b) Stabiln{ uzel A\; < A2 <0

Obrazek 4.27: Stavové portréty linedrnich systému v Jordanové kanonickém tvaru
v roviné (zq, )

z2

29 22 A

R
% %__/// Z \\;y 2

(a) Stabilni ohnisko o < 0 (b) Stied o =0 (¢) Nestabilni ohnisko v > 0

Obrazek 4.28: Stavové portréty linearnich systému v Jordanové kanonickém tvaru

Nemuze byt tedy pouzit k ndhradé nelinedrniho systému v okoli izolovaného singularniho
bodu. Predpokladejme nyni \; # 0, Ay = 0. Jordanuv kanonicky tvar systému je pak

dz )\1 0
o= {0 0} (4.160)

Reden{ tohoto systému pii pocateénich podminkach z(0), 2(0) je

21 = 2,(0)eM

= 22(0) (4.161)

Trajektorie jsou tedy ptimky zo = konst a singuldrni body tvoii ptimka z; = 0. Jina
situace nastane pro \; = Ay = 0, pficemz nejdiive uvazujme ze matice systému je nenulova
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A +# 0. Pak Jordanuv kanonicky tvar systému je

dz 01
E_lo O]z (4.162)

a jeho Teseni
21 =z (0) + ZQ(O)t
29 = 25(0)

Trajektorie jsou tedy ptimky zo = konst a singularni body lezi na piimce z; = 0. Posledni
moznosti je Ay = Ay = 0 a A = 0. V tomto piipadé je kazdy bod stavové roviny
singuldarnim bodem systému a feSeni stavovych rovnic je

(4.163)

2 = z1(0)
Z9 = 22(0)

Pokud si k jednotlivym Jordanovym kanonickym tvartim nakreslime odpovidajici sta-
vova schémata, zjistime, ze v piipadé singularni matice A obsahuje schéma nezavazbené
integracni Cleny, které zpusobuji, ze mnozina rovnovaznych stavu je nekonecna.

Pouziti popsanych stavovych portrétu si ukazeme na priklade.

(4.164)

Piiklad 4.23 V prikiadu 4.1 jsme zjistovali singuldrni body systému tvoreného matema-
tickym kyvadlem se stavovymi rovnicemi (4.5). Smérnice tecen k trajektorii je
T g sin x

K=—= (4.165)

jfl ) i)

a rovnice 1zokliny tedy je

gsin xy

To =

(4.166)

I Kk

Pole izoklin a smérnice tecen k trajektorii je nacrtnuto na obr. 4.29.
Nyni muzZeme provést linearizaci v okoli singuldrnich bodu zjisténych v prikladu 4.1.

V okoli singularniho bodu x19 = x99 = 0 dostaneme pro odchylkové rovnice

dAl‘l — Ar
a7

W g, (4.167)
FTE

kde

Ay =1 =T (4.168)

A@ = T2 — T2

Charakteristickd ¢isla matice systému (4.167) jsou ryze imagindrni

Ao = ij\/g (4.169)
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Obrazek 4.29: Stavovy portrét systému matematického kyvadla

V blizkém okoli bodu x19 = x99 = 0 bude tedy stavovy portrét typu stied (coz je v souladu
s obr. 4.29). V okoli singuldrniho bodu x19 = 7,220 = 0 budou linearizované odchylkové
rovnice

dAl‘l — Ar
a =

an g, (4.170)
ETREE Rt

pricemZz charakteristicka ¢isla budou redlnd

A =+ % (4.171)
V blizkém okoli tohoto singuldrniho bodu musi byt stavovy portrét typu sedlo (cozZ opét
odpovidd ndkresu na obr. 4.29).

4.3.5 Vysetreni existence mezniho cyklu systému druhého Ffadu

K vysetfovani meznich cyklu u systému druhého fadu slouzi nasledujici teorémy, které
jsou uvadény bez dukazu.

Véta 4.1 Bendizsonuv teorém:
At D je jednoduse souvisld oblast D C R? takovd, Ze divergence

_on 0

Vf(X) = 8$‘1 (.Tl, 1’2) + 8—;152

(1, T2) (4.172)
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pole smérovych vektoru systému

dx
d—tl = f1(9€1,$2)
(4.173)
W2 _ o, )
dt 2 1,42

nent identicky rovna nule v jakékoliv podoblasti D a neméni v D znaménko, pak D neob-
sahuje zZadné uzaviené trajektorie.

Jednoduse souvislou oblast si lze predstavit napt. jako spojité deformovany kruh.
Teorém tedy udava podminku postacujici pro neexistenci mezniho cyklu v néjaké oblasti

D.

Piiklad 4.24 Meéjme linedrni systém

d[L‘l
I + a12T2
(4.174)

dz, + a99x

— =anT

1 2171 + (2272

Divergence pole smérovych vektoru tohoto systému je

Vf(X) = a1 + 99 (4175)

Bude-li tedy platit ayq + ass > 0, nemohou u tohoto systému podle Bendixzsonova teorému
4.1 nastat periodickd reseni. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o linedrni systém, je zrejmé,
Ze periodické reseni bude existovat jen v pripadé, Ze charakteristicka cisla systému budou
ryze imagindrni. Charakteristickda rovnice systému je

2 — (@11 + age) A + (a11a22 — ajpas) =0 (4.176)
Charakteristickad cisla systému budou ryze imagindrni pravé kdyz

—0
o1 2 (4.177)

11022 — Q12021 > 0

Pokud tedy bude existovat periodické Teseni, bude porusen Bendizsonuv teorém 4.1 o ne-
existenci uzavrené trajektorie.

Véta 4.2 Poincaré-Bendizsonuv teorém:

Miizeme-li nalézt uzavienou souvislou ohranicenou oblast M C R? takovou, Ze ne-
obsahuje Zadné singuldrni body a takovou, Ze néjakd trajektorie systému do ni vstupuje
a s rostoucim casem uzZ v ni zustdvd, pak tato oblast obsahuje alespon jedno periodické
resent systému.

Postacugici podminkou pro to, aby takovd trajektorie existovala, je, aby pole smérovich
vektoru smérovalo v kazdém bodé hranice oblasti M dovnitr této oblasti, jak je zobrazeno
na obr. 4.30.
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[L’l,
Obrazek 4.30: Poincaré-Bendixonuv teorém
Piiklad 4.25 Meéjme systém
d
% = 29 + axy (1 — 2] — 23)
t (4.178)
dZL‘Q . 2 2
o - —x1+axs(l—2]—25) a>0

Na tento systém se nyni pokusime aplikovat Poincaré-Bendizsonuv teorém 4.2. UvazZujme
oblast

M = {(z1,25)]0,9 < 27 + 25 < 1,1} (4.179)

kterd predstavuje mezikruZi se stredem v pocdtku s polomérem vnitini kruZnice /0,9
a polomérem vnéjsi kruznice \/1,1. Vzhledem k tomu, Ze uvaZovany systém md jediny
singuldarni bod (0,0) neobsahuje oblast M Zddné singuldrni body. Lehce zjistime, Ze pole
smérovyjch vektori pro x3+x2 > 1 (a tedy i v oblasti vné vnéjsi kruznice) sméruge k poédtku
stavové roviny, zatim co pro x3+x3 <1 (a tedy i v oblasti woniti vnitini kruznice) sméruje
od pocatku stavové roviny. Podle Bendizsonova teorému musi tedy v oblasti M existovat
alespon jedno periodické resent.

Dalsi orientaci ve stavové roviné nam umoznuji tzv. indexové teorémy. Teorémy
uvedeme opét bez dukazu.

Definice 4.1 Predpoklddejme, Ze D C R? je jednoduse spojitd oblast. Dile predpoklddejme,
Ze je ddano zobrazenif : R? — R2, které definuje pole smérovyjch vektori. Ddle predpoklddes-
me, Ze D obsahuje pouze izolované singularni body systému

dx_

=) (4.180)
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At T je jednoduchd spojitd pozitivné orientovand Jordanova krivka uvnitt D, kterd ne-
prochazi Zadnym singuldarnim bodem systému. Pak indexem této Jordanovy krivky vzhledem
k poli smérovych vektoru £ rozumime ¢islo I¢(J) definované integrdlem

I(J) = 2i fd@f(xl,xg) (4.181)

™
J

Pod jednoduchou Jordanovou kiivkou si muzeme piedstavit spojité deformovanou
kruznici. Pii kladné orientaci obchazime pfi integraci tuto kiivku proti sméru hodinovych
rucicek. Integral (4.181) ndm pak udéva pocet celistvych otdcek, které provede smérovy
vektor na kiivce J, obejdeme-li ji jedenkrat v kladném smeéru. Kladné otacky se pocitaji
proti sméru hodinovych rucicek.

Definice 4.2 Necht je p izolovany singuldrni bod systému 4.180. Pak Poincareiv index
tohoto bodu je definovdn jako I¢(p)

Ie(p) = It(J) (4.182)
kde J je libovolnd Jordanova krivka takovd, Ze p je uvnitt této krivky a Zddny dalsi
singuldrni bod nent wvnitr kiivky.

Na zakladé uvedenych definic lze dokazat nasledujici véty

Véta 4.3 Poincareuv index
e Jordanovy krivky, kterd neobsahuje Zadny singuldarni bod je O
o singuldrniho bodu typu stred, ohnisko nebo uzel je 1

o singuldrniho bodu typu sedlo je —1

Veéta 4.4 Jestlize Jordanova krivka obklopuje nékolik izolovaniych singuldrnich bodu
{P1,P2,---,Pn}, pak Poincareiv index této krivky je souctem indext jednotlivijch sin-
guldarnich bodu

() = Z[f<pi) (4.183)

Véta 4.5 Necht f,g jsou dvé pole smérovych vektori v R* a necht O, Og jsou smérové
uhly smeérovych vektoru. Ddle predpokldadejme, Ze J je jednoduchd uzavrend pozitivné ori-
entovand Jordanova kiivka takovd, Ze |Of — Og| < T podél této kiivky (tj. smérové vektory
poli £, g nejdou na této krivee nikdy proti sobé) a J neprochdzi Zadnym singuldrnim bodem
systému 4.180 ani systému

dx

dt
pak plati

I¢(T) = Ig(J) (4.185)

g(x) (4.184)
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Véta 4.6 Necht J je jednoduchy uzavieny pozitivné orientovany mezni cyklus systému
4.180. Pak

I(J) =1 (4.186)

Véta 4.7 Jestlize systém 4.180 mad jen izolované singularni body, pak kaZdy jeho mezni
cyklus obsahuje uvniti koneény pocet téchto bodu takovy, Ze soucet jejich indexi je 1.

Piiklad 4.26 Mejme systém popsany stavovymi rovnicems

dxl_,ﬁ(]
ar 7
a o \M ) men

Pokusme se vyresit jeho stavovy portrét se specidlnim zretelem na existenci mezniho cyklu.
Nejdrive najdeme singuldrni body Tesenim rovnice

0= T
10 4.188
0:<0,1—?x§>x2—x1—x% ( )

Rovnici vyhovugi pouze dva singuldrni body (0,0) a (—1,0). Pokud provedeme linearizaci
v okoli singuldrniho bodu (0,0) dostaneme odchylkové rovnice

.
4.189)
dA (
dtxz = —Al’l + 0,1A.T2

Charakteristicky polynom této soustavy je \* — 0,1\ + 1 a jeho koreny A2 = 0,05+ j. Ze
zaveéru kapitoly 4.3.4 pak vyplyvd, Ze stavovy portrét v okoli singuldrniho bodu (0,0) bude
mit tvar nestabilniho ohniska. Po linearizaci v okoli singuldrniho bodu (—1,0) dostaneme
odchylkové rovnice

= A.TQ
. gtx (4.190)
at 2 = A.Tl + O,lASL’Q

Charakteristicky polynom tohoto systému je \> — 0,1\ — 1 s koreny A2 = 0,05+ 1. Opét
pomoct vysledki kapitoly 4.3.4 dospéjeme k zdvéru, Ze v okoli singuldrniho bodu (—1,0)
md stavovy portrét charakter sedla. Nyni miuzZeme provést hruby ndért fdzového portrétu
obr. 4.51.

Vzhledem k wvedenym vétam nemizZe existovat mezni cyklus, ktery by wuzaviral bod
(—1,0), a rovnéz nemuze existovat mezni cyklus, ktery by neuzaviral bod (0,0). Existence
mezniho cyklu kolem bodu (0,0) neni vyloucena. Zvolime-li si napriklad oblast vymeze-
nou podminkami |z1| < 0,5,|xs| < 0,5 a vypocteme divergenci pole smérovijch vektori,
dostaneme

Vf(x) = 0,1 — 1023 (4.191)
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To A

Obrazek 4.31: Hruby nac¢rt fazového portrétu z prikladu 4.26

To A

L 0,5
>

)\

)

Obrazek 4.32: Nacrt fazového portrétu a trajektorie z piikladu 4.26
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Je zrejmé, Ze VE(x) méni na zvolené oblasti znaménko a podle Bendixsonova teorému
nent existence mezniho cyklu v této oblasti vyloucena. Dalsim resenim simulaci na pocitaci
zpistime, Ze mezni cyklus skutecné existuje a trajektorie maji tvar zachyceny na obr. 4.32.

K vySettovani existence a stability
meznich cyklu systému druhého tadu se a L2
také pouziva tzv. metoda bodovich trans-
formaci. Jeji princip je nasledujici. Ve
stavové roviné si zvolime vhodnou piimku,
nejcastéji kladnou poloosu xy stavové ro- —
viny, viz obr. 4.33. Obecné muze vsak
byt tato piimka volena libovolné tak,
aby ulehcila vypocty spojené s touto
metodou. Stavova trajektorie vychazi na
obr. 4.33 z bodu xy na této piimce a
po jednom obéhu prochazi bodem xg;.
Hodnoty x99, x91 urcuji zaroven vzdalenost
trajektorie od pocatku pii pruchodu tra-
jektorie pfimkou. Dalsi pruchody tra-
jektorie piimkou nam vytvoii posloup-
nost [xsg, Ta1, Tag, Taz, . ..]. Hodnotu xg
muzeme volit napr(?sto libovolne a k ni 1,450k 4.33: Metoda bodovych transfor-
vypocitat ze znalosti systému hodnotu xo;
, tj. urcit funkci x9; = f(x9) (prakticky
tento vypocet nemusi byt jednoduchy). Jestlize ke zvolené hodnoté xsy zjistime, Ze
To1 = x99, pak zfejmé 1 ostatni c¢leny posloupnosti budou x99 a nalezli
jsme mezni cyklus nebo singularni bod. Staci nam tedy najit TeSeni rovnice
f(za0) = x99. Jestlize Teseni této rovnice existuje, pak mezni cyklus muze nastat a jeho
stabilitu muzeme zjistit zkoumdnim posloupnosti [xsg, 21, Ta2, Ta3, . . .] pro ruzné poc¢atecni
hodnoty 4. Redeni rovnice f(z49) = 290 a zjisténi stability pifpadného mezniho cyklu
zjistime nejsnadnéji graficky, viz obr. 4.34. Jak na obr. 4.34(a), tak na obr. 4.34(b)
existuje teseni rovnice f(x99) = %9 a ma hodnotu Zgg. Jestlize v8ak u systému, pro
ktery plati obr. 4.34(a) budeme sledovat posloupnost hodnot [z, 221, Z2g, a3, . . .] zjistime,
ze zaCindame-li v bodé oznaceném 0 (odpovidd prvnimu ¢lenu posloupnosti), bude dalsi
¢len posloupnosti odpovidat bodu 1 atd. Hodnoty posloupnosti se budou od hodnoty x5
vzdalovat a mezni cyklus bude nestabilni. Podobné zduvodnime, ze mezni cyklus zjistény
z obr. 4.34(b) bude stabilni a obr. 4.34(c),obr. 4.34(d) bude polostabilni. Protoze zjisténi
funkce f(x9) je relativné nejsnadnéjsi u systému po ¢astech linedrnich, je tato metoda
vhodnd pfedevsim pro tyto systémy.

Uvedené metody umoznuji spise hrubou predstavu o existenci periodického TeSeni.
V praxi je pak pro zjisténi mezniho cyklu pouzivana ¢asto metoda harmonické rovnovahy,
ktera bude popsana v kapitole 4.4.

x

v

maci
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To1 A

To1

T2

(a) Nestabilni mezni cyklus

|
x20

To1 = f(fzo)

T21 A
Ta1 = T
1
0

R
I
I
2 |
L

0 ! >

Z20 T20

(c) Polostabilni mezni cyklus

T21 A 0
T21 = T20
1
> | zo1 = f(220)
2
L
|
0 I
' >
Ta0 20

(b) Stabiln{ mezni cyklus

T21 A To1 = QU%)

To1

(d) Polostabilni mezni cyklus

Obrazek 4.34: Grafické vysetieni stability mezniho cyklu

4.3.6 Shrnuti kapitoly 4.3

Chovéani nelinearnich systému casto nedokazeme vypocitat analyticky. Muzeme vsak

obvykle graficky sestrojit stavovou trajektorii, kterdA ndm umoznuje vytvorit globalni
predstavu o chovani nelinearniho dynamického systému. Obvyklym zpusobem sestavovani
stavové trajektorie je pokryti stavové roviny smeérovymi vektory tecen k trajektorii a
zakresleni izoklin - kfivek, na kterych je smérnice tecen k trajektorii konstantni. Ne-
linearni systém lze obvykle linearizovat v okoli jeho singularnich bodu. Stavovy portrét
nelinearniho systému v okoli singuldrniho bodu pak odpovida svym tvarem stavovému
portrétu prislusného linearniho systému. Proto jsme urcili mozné tvary stavové trajektorie
linearnich systému druhého fadu, které je mozné pouzit pii sestavovani stavového portrétu
nelinearniho systému.
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4.3.7 Kontrolni otdazky pro kapitolu 4.3
1. Co je to izoklina?

2. Jaké jsou zékladni typy stavové trajektorie systému druhého iadu v okoli izolovaného
singularniho bodu?

3. Jaky tvar stavovych rovnic je vyhodny pro urcovani ¢asu na trajektorii?

4. Je mozné nakreslit stavovy portrét fizeného systému?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

4.3.8 Resené priklady pro kapitolu 4.3

Piiklad 4.27 Zkonstruujte fazovy portrét systému popsaného blokovym schématem na
obr. 4.35 a zakreslete fdzovou trajektorii pro u =0, x1(0) = —0,8, x2(0) = —1.

u = konst L / T2 Ty

Obrazek 4.35: Blokové schema systému z prikladu 4.27

Blokovému schématu odpovidaji stavové rovnice

dl’l

dt (4.192)

dzy _ flu—x1)—x

1 1 2
Jednd se o Tizeny systém a proto se pokusime nejdrive z rovnic odstranit zdvislost na
vstupnim signdlu w. Substitucemi e = u — x1 a x5 = —w prevedeme popis systému do
tvaru fazovijch rovnic (mdme sestavit fazovy portrét)

de

— =W

dt (4.193)

L e -w

dt

Rowvnovdzné stavy jsou dany resenim

0=w
0=—f(e) —w

Rovnovdzné stavy systému tedy predstavuji celou isecku w = 0,]e] < 1 a jsou neizolované.

(4.194)
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Nelinearita, vyskytujici se v zadaném systému, je po c¢dastech linedrni funkce. Fdzovy
portrét budeme proto Tesit v jednotlivijch oblastech, kde se systém chovd jako linedrni.

Lle| <1
Fdzové rovnice prejdou do tvaru
de
dt
dw
dt

Smérnice tecny k trajektorii

—Ww

w o —w
€ w

Cely pds predstavuje jednu izoklinu.

I e>1
Fdzové rovnice prejdou do tvaru
de
— = w
dt
dw 1
— = —e —w
dt
Smérnice tecny k trajektori
w —e+1—-w
K = - =
é w

Rowvnice izokliny pro k = konst

wk=——e+1—w
— 1 —1

w= T T e =K(e—1)
K+ 1 K+ 1

Izokliny jsou primky prochdzejici bodem (1;0) a smérnici K = —

Il e < —1
Fdzové rovnice prejdou do tvaru

de _

= Ww

=—-c—1—-w

dt
Smérnice tecny k trajektorii

K= —

w —e—1—w
é w

(4.195)

(4.196)

(4.197)

(4.198)

(4.199)

(4.200)

(4.201)
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Rowvnice izokliny pro k = konst

wk=—e—1—w
—e—1 -1 (4.202)
W o /{+1(e+ ) (e+1)

Izokliny jsou primky prochdzejici bodem (—1;0) a smérnici K = K_—+11
Na zdklade zjistényjch izoklin a vztahiu pro urcéeni smérovych vektoru tecen k trajektorii

lze zakreslit fazovy portrét zachyceny na obr. 4.36.

e=—1 e =

. ARG .

2 ARRARRAARRRR X

= ONNNNNRNNNNRN Y
S R O Y

ﬁ\\\\\\\\\\\x

[T
X\\\\\‘\\\\\%J
N
X RRNNNRNRRNRANY X
X LNNNNRNRNNRN K i

N\

- LA NANANANL NN .

Obrazek 4.36: Stavovy portrét systému z prikladu 4.27

Piiklad 4.28 Nelinedrni dynamicky systém je popsany stavovymi rovnicems

d[L‘l
dt (4.203)
d[[’g . 9 9
—= = —x; — xosign(x] + x5 — 1)
dt
Chceme zkonstruovat stavovy portrét systému a nacrtnout trajektorii pro x1(0) = 0,
x9(0) = 0,25

V tomto pripadé se jednd o nerizeny systém a rovnice systému jsou jiz ve tvaru fazovych
rovnic. Proto neni nutné zavddét Zadné substituce. Systém md jediny rovnovdziny stav,
ktery urcéime resenim rovnic

0= i)
(4.204)

0= —x; — x9sign(a? + 23 — 1)
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pricemz dostaneme xq = (0;0). V blizkém okoli rovnovdzného stavu prejdou stavové
rovnice do tvaru linedrniho systému
d.ﬁlfl
d‘gz (4.205)
P + T2
coZ odpovidd v maticovém zdpisu
dx 0 1
= _ { ol } < (4.206)

Charakteristicky polynom systému je

det(pI — A) = det [ b=

— 2 _

coZ znamend, Ze je systém nestabilni. Po malém vychyleni z rovnovdzného stavu se tedy
zacne systém od néj vzdalovat a rovnovazny stav systému je tedy nestabilni.

Systém je po castech linedrni. Stavovou rovinu si proto rozdelime na jednotlivé oblasti,
ve kterych bude systém odpovidat urcitému linedrnimu systému.

Lzi+ai<1
Tato oblast odpovidd kruhu o poloméru 1. Stavové rovnice maji tvar

d.ﬁlfl
dt
Ay N (4.208)
— =—-11+x
1 1 2
Smeérnice tecny k trajektorii jsou
P S (4.209)
I T2

Pro k = konst dostaneme rovnici izoklin

KTy = —T1 + T9

~1 (4.210)
To = il
k—1

Lzokliny jsou tedy primky prochdzejici pocdatkem se smérnici K = ;—fl
Il 22+ 23 =1

Tato oblast odpovidd kruznici o polomeéru 1. Stavové rovnice maji tvar

d[L‘l

dt

dz, (4.211)
= —xl

dt
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Smérnice tecny k trajektorii jsou

k=20 (4.212)
I T2
a izokliny magi pak rovnici
—1
To = —I (4.213)
K

Lzokliny jsou tedy primky prochdzejici pocatkem se smérnici K = ’71 Je zreymé, Ze v tomto
pripadé bude smernice tecny k trajektorii kolma na izoklinu a trajektorie bude odpovidat
kruznict o polomeéru 1.

I 22 + 23 > 1
Tato oblast odpovidd casti stavové roviny vné kruhu o poloméru 1. Stavové rovnice maji
tvar
d.ﬁlfl
At
d.CL’Q
At
V tomto pripade je smérnice tecny k trajektorii

—= 1‘2
(4.214)

= —T1 — 22

T -1 —x
p=—"= 1 2 (4.215)
I T2
a pro izokliny dostaneme
RT9 = —I1 — X2

-1 (4.216)
K+ 1le

To =

. . .. o, . . ., 1
Lzokliny jsou tedy primky prochazejici pocdtkem se smérnici K = =5

Na zdkladé zjistengch izoklin a vztahu smérovych vektori muzZeme zakreslit stavovy
portrét na obr. 4.37.

Piiklad 4.29 Nelinedrni dynamicky systém je popsany stavovymi rovnicems

d.ﬁlfl

- = x2

d‘g (4.217)
d—tQ = —3x9 — 41’? + 21

Chceme urcit priblizny tvar trajektorie v okoli jeho rovnovdznijch stavi a urcit, zda se v
oblastech vymezenijch kruhy se stiedem v bodé (0,25;0) o poloméru 0,2 a se stiedem v bodé
(—0,25;0) o polomeéru 0,2 nachdzi mezni cyklus.

Rowvnovdzné stavy vypocteme reSenim rovnic

d[L‘l
—— = X2 = 0
dt (4.218)

dx
d_;:_3x2—4x§’+:c1:0
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Obrazek 4.37: Stavovy portrét systému z ptikladu 4.28

Pro wvsechny rovnovdzné stavy bude platit podle pruni z rovnic xo9 = 0. Hodnotu x,
vypocteme reSenim

—423 + a2y =3 (—427 +1) =0 (4.219)

coz vede na 19 = {0;0,5; —0,5}. Rovnovadzné stavy tedy jsou xo = {(0;0), (0,5;0), (—0,5;0)}.
Pro zpisténi typu trajektorie provedeme linearizacit v okoli jednotliviich rovnovdznijch
stavi a dostaneme

Ai‘l . Al‘l
48] _af3n] (2
kde A.Tl =T — SClo,A.TQ = X9 — To0 Q
o oh
8:1:1 8:62 0 1
A= = 4.221
fs 0fs [1—123;%0 —3} ( )

8l‘1 61‘2

X0
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Charakteristickd rovnice vypoctené linedrni nahrady je

. _ p —1 .2 . 2 _
det(pI — A) = det 141202 pas | p"+3p— 141227, =0 (4.222)

Pro rovnovdiné stavy xig = 0, x99 = £0,5 dostdvdme rovnici p> +3p +2 = 0 s
resenim py o = %\/ﬁ = {—1;=2}. Pdly jsou v levé poloroviné a jednd se o redlnd cisla
— rovnovdzny stav je lokdlné stabilni a trajektorie v jeho okoli bude mit charakter stabilniho
uzlu.

Pro rovnovdiny stav x19 = 0, x99 = 0 dostdvdme rovnici p?> +3p — 1 = 0 s Fesenim
D12 = %\/9474 = {0,3028; —3,3028}. Pdly jsou redlnd ¢isla a maji riznd znaménka —
rovnovazny stav nent lokdlné stabilni a trajektorie v jeho okoli bude mit charakter sedla.

Existenci mezniho cyklu v tomto pripadé snadno ovérime pomoci indexovijch teoréma.
Jakdkoli krivka vedend wvniti definovangch kruhu neobklopuje Zadny singuldrni bod. Jor-
danuv index takové krivky je pak 0. KazZdd krivka odpovidajici meznimu cyklu md vsak
podle indexouvijch teorému Jordanuv index 1. V wvaZovanych oblastech tedy nemuze exis-
tovat Zadny mezni cyklus. Pomoci Bendizsonova teorému miuzZeme dokonce lehce ukdzat,
zZe uvazovany systém nemd Zadny mezni cyklus v celé stavové rovine. Pokud vypocteme

divergenci pole smérovych vektori, dostaneme

V(&y;a9) = 9h + Of2

= = — 4.22
8l‘1 8l‘2 3 ( 3)

Divergence pole smeérovijch vektoru je tedy konstantni, neméni znaménko v celé stavové
roviné a podle Bendixsonova teorému tedy nemuze existovat Zadny mezni cyklus.

Piiklad 4.30 Uvazujme Van der Pol oscildtor popsany diferencidlni rovnici

% +0,2(2* — 1)‘3—:5 +2=0 (4.224)
kterou muzeme rovnéz zapsat ve tvaru stavovych rovnic

dO}th o (4.225)

Frie —0,2(2% — 1)z — 21

Pokusme se sestavit stavovy portrét oscildatoru. Pro smeérnici tecen k trajektorii plati

. 2 _
P B 1 StV k) (4.226)
I i)

Izokliny nebudou v tomto pripadé primky, ale obecné krivky. Stavovy portrét je zakreslen
na obr. 4.38. Na stavovém portrétu si muZeme vsimnout, Ze patrné existuje mezni cyklus.
Zdad se rovnéz, Ze trajektorie smeruji vidy k meznimu cyklu a ten bude tedy stabilni.
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Obrazek 4.38: Stavovy portrét Van der Pol oscildtoru z prikladu 4.30

4.3.9 Neresené priklady pro kapitolu 4.3

Piiklad 4.31 Rozhodnéte, zda trajektorie systému popsaného stavovymi rovnicemi

T1 = sinxo
Ty = cos Ty — 4xo (4.227)
y =22 + 3

muze obsahovat mezni cyklus.

Piiklad 4.32 Sestavte fazovy portrét systému, ktery je zakreslen na obr. 4.59, priu = 2,
a zakreslete fazovou trajektorii pro x1(0) = —1,22(0) = —5.
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Obrazek 4.39: Blokové schema systému z piikladu 4.32

4.4 Harmonicka linearizace

4.4.1 Motivace

V predchozi kapitole jsme vyuzili moznosti linearizace nelinearniho systému rozvojem
do Taylorovy tady v okoli singularniho bodu. Nyni se objevuje otézka, zda by nebylo
mozné najit linedarni nahradu i v situaci, kdy se systém pohybuje po ustélené trajektorii
- meznim cyklu. Nasledujici kapitola se bude proto zabyvat metodou harmonické linea-
rizace, kterd umoznuje linearizaci nelinearniho systému v piipadech, kdy se regulacnim
obvodem §iii harmonicky signal.

4.4.2 Ekvivalentni prenos

Metoda harmonické linearizace (nékdy také nazyvana metoda ekvivalentnich prenosu)
je dosti obecna, prakticky pouzitelnd metoda, slouzici pfedevsim k vySetfovani exis-
tence periodickych feSeni nelinedrnich systém, resp. ke zjistovani existence a stability
meznich cykli nelinearnich systému vyssich tadu. Podstatou této metody je linearizace
nelinedrniho systému za predpokladu existence harmonickych kmitu tohoto systému (tzv.
harmonicka linearizace).

Zakladni myslenku harmonické linearizace si vysvétlime na nelinearnim systému po-
psaném jednoduchou funkéni zévislosti y = f(u). Vstupuje-li do tohoto systému signal
u = Asinwt, je vystupem signal y = f(Asinwt), ktery uz nemd harmonicky prubéh.
Pokusime se nahradit tento nelinearni ¢len linedrnim systémem y = K u tak, aby rozdil
m(t) = f(u(t)) — Keu(t) byl pii u = Asinwt v néjakém smyslu minimélni. Jako kritérium

T
dobré shody se obvykle voli minimum stredni kvadratické odchylky J = % [ m2(t)de.
0

Lze dokazat, ze minima je dosazeno tehdy, jestlize vystupni signél z linearni nahrady
bude odpovidat prvni harmonické z rozvoje vystupniho signalu z nelinearniho systému
do Fourierovy tady, t.j. jestlize bude platit

T
2
KA sinwt = T/f(Asinwt) sin wtdt | sinwt (4.228)
0
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Odtud dostaneme
K —l/f(A inwt) sin wtdt (4.229)
e = AT sin wt) sin w )

K. nazyvame ekvivalentni zisk nebo také ekvivalentni zesileni nelinearniho ¢lenu. Tento
zisk zfejmé zavisi na velikosti amplitudy vstupniho harmonického signalu.
Vzhledem k tomu, ze vystup nelinearniho

¢lenu obvykle obsahuje vyznamné vyssi harmo- u — y ~
—

nické frekvence, budou se vystupni signaly z ne- ——» G(p) F—
linedrniho ¢lenu a jeho ekvivalentni nahrady
samoziejmé znacné lisit. Ve vétsiné redlnych
situaci bude ale za nelinedrnim ¢lenem zafazen Obrazek 4.40: Ekvivalentni prenos
linedrni systém s operatorovym prenosem

Glp) = MP) (4.230)

N(p)

ktery ma charakter dolni propusti. V takovém piipadé bude celym zapojenim obr. 4.40
prochéazet fakticky jen prvni harmonicka frekvence. Za predpokladu, ze vstupni signal je
u(t) = Asinwt pak muzeme celé spojeni nahradit linedrnim ¢lenem s pirenosem K .G(p).
Vystupni signdly sériového zapojeni obr. 4.40 a jeho ndhrady K.G(p) se budou pfi
u(t) = Asinwt ligit jen velmi malo. Clen K, pak miizeme povazovat za jakysi ekvivalentni
prenos nelineérniho systému ktery vsak platl' jen pro harmonicky Vstupm’ signél

VVVVVV

signal, jehoz prvni harmonickd ma oproti vstupu néjaky fazovy posun a parametry této
slozky vystupniho signalu zaviseji obecné jak na amplitudé tak na frekvenci vstupniho
signalu. Predpokladejme, ze muzeme vystupni signal takového nelinearniho systému pfi
vstupnim harmonickém signdlu u(t) = Asinwt rozvést do Fourierovy rady

b oo
y(t) = 50 + by coswt + ag sinwt + Z (by, cos kwt + ay, sin kwt)
k=2

'ﬂlw
\H

y(t) cos kwt dt

0 (4.231)
T

/y t) sin kwt dt

0

'ﬂll\D

T —

ss|‘\D

Je znamo, ze k analyze ustalenych stavu linearnich a linearizovanych systému s har-
monickymi signaly muzeme pouzit symbolickou komplexni metodu. Tato metoda nahra-
zuje signal Asin(wt + @) symbolickou ndhradou Ae’?. Vztah mezi signdlem a nahradou
oznacime

Asin(wt + @) <> A 7? (4.232)
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Vstupuje-li do linedrniho systému s operdtorovym pirenosem G(p) signél A sinwt, ziskame
symbolickou ndhradu vystupniho signalu ve formé AG(jw). Ustaleny vystupni signal je
tedy opét sinusovy s amplitudou A|G(jw)| a fazovym posuvem arg(G(jw)). Na zakladé
téchto znalosti muzeme definovat ekvivalentni prenos jako

ay + jby
A

kde A je amplituda vstupniho signalu u(t) = Asinwt,a; a by jsou amplitudy sinusové
a kosinusové slozky prvni harmonické vystupniho signalu z nelinearity. Protoze ampli-
tuda prvni harmonické vystupniho signalu z nelinearity muze zaviset jak na amplitudée
vstupniho signélu, tak na jeho frekvenci, je ekvivalentni prenos obecné funkei A i w.

Ne(A,w) = (4.233)

Piiklad 4.33 Je treba vypocitat ekvivalentni prenos nelinedrniho systému typu idedlni
relé se statickou prevodni charakteristikou

y(t) = M signu(t) (4.234)

V pripadeé, Ze na vstup systému privedeme signdl u(t) = Asinwt s periodou T = 2w—”, bude
vystup nelinearity

y(t):{ M te (kT, % +kT)

M te @k, TrkT)  FTOLZ (4.235)

Pomoci (4.231) vypocteme velikost prund harmonické slozky

[ % T
2
bl:f /Mcoswtdt—/Mcoswtdt =0
0 3
- (4.236)
3 T Y
2 4
ar = = /MSinwtdt—/Msinwtdt g
T T
0 T
- 2

Z (4.233) pak dostaneme ekvivalentni prenos idedlniho relé

4M

Ne(A w) A

(4.237)

V tabulce 4.2 jsou uvedeny ekvivalentni prenosy casto se vyskytujicich nelinearit.
Vsechny ekvivalentni pfenosy ptislusejici nelinearitam z tabulky 4.2 jsou nezavislé na frek-
venci vstupniho signalu.
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— .a
¥ = arcsin %

obr. Nelinearita Slozky ekvivalentniho prenosu
a Y KA . 4M
%:K —_ alzT(Zﬁ—stﬁ)—{—TCOSﬂ As e
e i M by =
i ¢ x ay = KA
MJ ﬁ:arcsin% by = } A<c
b ]\Z ______ I a; = 0 b1 =0 A<a
/ = —[A(m — 201) + Asin 20, — 4acosV
e | aq 7T[ (m 1) + Asin 291 — 4a cos V1] a<A<e
! a ¢ I by =0
I Y1 = arcsin 4 K ) .
/ —M] .o | a1 = —[2A(92 — Y1) + A(sin 201 — sin 202)+
g = arcsin 5 T w
% =K —{—4@(005192—005191)]—1—7005192 A>c
b1 =0
: y oA
YT
M by =0
T
M
d Yy ag = 0}
A<a
by =
—a M 4M
ap = — cosV
a T T A>a
M ¥ = arcsin % by =0
(S Y =0
M “ A<a
by =0
YA
—a— 2M
e < a; = —(cos ¥y + cosJz)
ca iy m A>aqa
yA |V1 = arcsin - 2M , p "
— M- Uy =arcsin & | 1T _T(Mn 1 = sinds)
f Y —0
M “ A<a
by =0
v A
4M
ap = — cosV
—a a 7 .
-M b1 = —T sin 9

Tabulka 4.2: Slozky ekvivalentnich prenosu typickych nelinearit pii symetrickém
vstupnim signalu e = A sin wt
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4.4.3 Metoda harmonické rovnovahy

Metoda harmonické rovnovahy vyuziva
ekvivalentni pfenosy a metodu harmo- Ne(A,w)

nické linearizace k zjisteni existence ¥ =0 + e A\ Y x

) i OV fle.€) G(p) >
meznich cyklu (periodickych feseni) g /

u nefizenych systému. Metoda se

pouziva pro systémy v konfiguraci
nakreslené na obr. 4.41, nebo pro Obrazek 4.41: Konfigurace pro metodu harmo-

systémy, které mizeme dovolenymi nické rovnovahy

upravami do této konfigurace prevést.

Zakladni podminkou této metody je predpoklad, ze pii existenci mezniho cyklu se
obvodem §it1 pouze prvni harmonicka z periodickych kmitu signalu y. Z tohoto zakladniho
predpokladu plynou nasledujici podminky pouziti

e nelinearni ¢ast systému je takového charakteru, ze pfi vstupnim signédlu
do nelinedrniho systému e(t) = Asinwt je vystupni signdl y(¢) rozvinutelny do
Fourierovy fady a tato rada neobsahuje stejnosmérnou slozku.

e linedrni ¢ast systému G(p) mé charakter dolnofrekvencni propusti potlacujici vyssi
harmonické signédlu y(¢) pii ustdlenych periodickych kmitech systému.

Prvni podmince vyhovuji kromé jinych i vSechny nelinearity z tabulky 4.2. Druhé
podmince vyhovuji dobfe systémy, jejichz frekvenéni charakteristika nemé rezonanéni
zvySeni amplitudy a dostatecné ucinné potlacuje vyssi frekvence. Vzhledem k nedostatecné
presné formulaci a kontrolovatelnosti této podminky je tfeba vysledky metody vzdy oveérit
prakticky nebo simulaci. Pokud jsou splnény uvedené predpoklady, plati pfi e(t) = A sin wt

X = N(A, w)G(jw)A (4.238)
Rovnice urcuje signal z v komplexnim symbolickém tvaru. Existuji-li v obvodu ustélené
periodické kmity s e(t) = Asinwt, musi ziejmé platit e(t) = —z(t) = Asinwt a tedy
v symbolickém tvaru

A= =N (A,w)G(jw)A (4.239)
Vyloucenim A pak dostdvame nutnou podminku pro existenci meznich cykla

1
G(jw) = ———F—7— 4.240
() = N0 (4240)

Protoze jde o rovnici v komplexnim oboru, rozpada se vyraz (4.240) na dvé rov-
nice v realném oboru, ze kterych pak dostaneme pripadné feseni amplitudy A a thlové
frekvence meznich cyklu w. Rovnici (4.240) musime vétsinou fesit graficky s vyuzitim
znalosti frekvencni charakteristiky linearni ¢asti systému v komplexni roviné. Na obr. 4.42
jsou nakresleny nékteré mozné piipady grafického Feseni rovnice (4.240) pro piipad, ze
ekvivalentni pfenos nezévisi na frekvenci w. Regeni v piipadé, ze ekvivalentni prenos zavisi
na frekvenci w, je zachyceno na obr. 4.42(d) a je jiz podstatné obtiznéjsi.
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Im Im

(a) Rovnice (4.240) nem4 feseni, mezni cyklus (b) Rovnice (4.240) m4 jedno feSeni, mezn{

neexistuje cyklus e = A; sinwst
Im Im
Re
A w
Wy
Ag, wo w1
1
Ne(A) 1
T Ne(Aw)

(c) Rovnice (4.240) mé dvé feseni, mohou na- (d) ReSeni rovnice (4.240) pro ekvivalentn{
stat mezni cykly e = Aj sinwit,e = Assinwst  pienos zdvisly na frekvenci, muze nastat jen
mezni cyklus e = A sinwst

Obrazek 4.42: Zjistovani existence meznich cykli fesenim rovnice (4.240) pii ekviva-
lentnim prenosu nezavislém (a,b,c) a zavislém (d) na frekvenci

Jak jiz vime, nemusi byt nékteré mezni cykly stabilni. Z praktického hlediska maji
vyznam pouze stabilni mezni cykly. Proto muze byt uzitecné zjisténi stability nalezeného
mezniho cyklu analytickou cestou.

Ke zjisténi stability mezniho cyklu muzeme pouzit Nyquistova kritéria, znamého z li-
nearnich systému. Pro mezni cyklus a jeho blizké okoli muzeme doprednou vétev systému
z obr. 4.41 nahradit operdtorovym ptrenosem N.(A,w)G(p) a zakreslit prubéh vyrazu
N.(A,w)G(jw) v komplexni roviné. Pro parametry mezniho cyklu napi. A = Ay,
w = wy prochdzi tento graf prave kritickym bodem (—1,05). Pro malé odchylky parametri
mezniho cyklu od hodnot A;, wy nebude jiz N (A, w)G(jw) prochazet kritickym bodem, ale
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bude indikovat stabilni nebo nestabilni systém jak je bézné u Nyquistova kritéria. Jestlize
pii uvazeni A > Aj, resp. A < A; bude kritérium indikovat stabilni resp. nestabilni
systém, dojde po nahodném zvySeni resp. snizeni amplitudy kmitu mezniho cyklu ke
snizovani resp. zvySovani této amplitudy a mezni cyklus bude stabilni. Naopak jestlize
piiuvazeni A > Aj resp. A < A; bude kritérium indikovat nestabilni resp. stabilni systém,
bude mezni cyklus s parametry A;,w; nestabilni.

7. uvedeného je zrejmé, ze pro aplikaci kritéria musime nakreslit nékolik grafu
N.(A,w)G(jw). Postup vsak jde zjednodusit, uvédomime-li si, ze pii bézném pouziti
Nyquistova kritéria sledujeme chovéni vektoru smétujictho z kritického bodu (—1,07)
do hodografu G(jw). Napf. aby byl linedrni systém s prenosem oteviené smycky G(p)
stabilni, nesmi pfi stabilni oteviené smycce tento vektor vykonat celistvy pocet otacek
meéni-li se p po imaginarni od —j do +7. V nasem ptipadé musime tedy sledovat chovani
vektoru smétujictho z kritického bodu (—1,04) do hodografu N, (A, w)G(jw). Lze dokazat,

1

ze chovani tohoto vektoru je stejné jako chovani vektoru sméfujicitho z bodu ~ WA

do hodografu G(jw). Pfi sledovéni stability mezniho cyklu prosté zaménime kriticky bod
<_ 17 O.] )

kritickym bodem —m. Situaci si ob- Im

jasnime pomoci obr. 4.43. Obvod, jehoz
konfigurace je na obr. 4.41 ma prubéhy
G(jw) a Ne(A,w) takové, jak je na-
kresleno na obr. 4.43. V obvodu mo- Re
hou tedy existovat dva mezni cykly od-
povidajici bodum 1 a 2 na obr. 4.43.
Pokud se u mezniho cyklu 1 snizi am-
plituda kmitu tak, ze na charakteristice
ekvivalentniho prenosu piejdeme do bodu
1”7, pak muzeme tento bod povazovat
za ekvivalent kritického bodu (—1,05) a
Nyquistovo kritérium indikuje nestabilitu
odpovidajiciho linearniho systému. Ampli-
tuda kmitu tedy zacne narustat. Stejnou
uvahou dojdeme k zavéru, ze pii zvysSeni
amplitudy kmiti a pfechodu do bodu 1/ Obrazek 4.43: Stabilita meznich cyklu
bude ekvivalentni linedrni systém stabilni

a amplituda kmitu zacne klesat. Bod 1 bude tedy bodem stabilnich oscilaci - stabilniho
mezniho cyklu. Stejnym rozborem dojdeme k zavéru, ze bod 2 je bodem, pro ktery je
mezni cyklus nestabilni.

G(jw)

Piiklad 4.34 Na obr. J.44 je nakreslen requlacni systém u kterého je zapotrebi vysetrit
existenci a parametry meznich cyklu. Pro pouzity regquldtor nalezneme ekvivalentni prenos
s pomoci tabulky 4.2. Plati

_ 4Mcosv — jAM sinv  4M

N.(A) = — — e A>a (4.241)
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kde M = 10,a = 5,0 = arcsin §. Dadle lze psdt

1 TA s
— = el = ———(cos¥ + jsind) =
Ne(d) M e (4.242)

SN 7 PR R ik

AM AM
A

u=0+—~¢€ 1 ]? Y 20 x
> S 157 (p+1)(0,25p+1)(0,125p+1)
. -10

Obrazek 4.44: Regulacni soustava s reléovym regulatorem

Imagindrni ¢édst grafu —ﬁ nezdlezi tedy na amplitudé A, takZe graf —ﬁ je
1

primka rovnobéznd s redlnou osou leZici ve 3. kvadrantu. Nacrt grafu N i G(jw) je
na obr. 4.45. Jak grafickym, tak numerickym resenim ziskame parametry mezniho cyklu
A =14,3,w = 4,8. Pouzitim vijse uvedené modifikace Nyquistova kritéria stability zjistime,
Ze nalezeny mezni cyklus je stabilni. Pri Teseni jsme predpoklddali w = 0. JestliZe bude
ale do systému vstupovat konstantni vstupni signal v = 200, pak je z fyzikdlniho ndzoru
zrejmé, Ze kmity systému nenastanou (vistup ze systému se ustdli na hodnoté x = 100,
vznikne ustdlend requlacni odchylka e = 100, kterd zpusobi, Ze relé bude ve stavu sepnuto

sy=10).

Metodu harmonické rovnovahy muzeme snadno zobecnit na obecnéjsi konfiguraci
systému tak, jak je naznaceno na obr. 4.46. Predpoklady pouziti metody zustavaji stejné
jako pro zékladni ptipad, ovSem obé linedrni casti musi mit charakter dolnofrekvencni
propusti. Existuji-li v obvodu ustalené harmonické kmity, pro které plati z; = A; sinwt,
xg = Agsin(wt+p3),24 = Aysin(wt+¢4) a maji-li nelinearity Ny, Ny ekvivalentni prenosy
Ne1(Aq,w), Neo(As,w), pak v symbolickém komplexnim tvaru plati

Xi = —Go(jw)Ne2(Asz,w)G1(jw) Nea (A1, w) Xy (4.243)
Pro amplitudu As plati

A3z = |G1(jw)||Ne1 (A1, w)| Ay (4.244)
Muzeme tedy psat

Nea(A3,w) = Nea(|G1(jw)||Ne1(Ar, w)[ A1, w) = N (A, w) (4.245)

Oznacéime-li G (jw)Ge(jw) = G(jw) a dosadime-li (4.245) do (4.243), dostaneme podminku
existence meznich cyklu ve tvaru

N (AL, w)Noy(Ar, w)Gjw) = —1 (4.246)



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 99

Alm

Obrazek 4.45: Reseni mezniho cyklu systému z obr. 4.44
u=0 + T T xs3 Ty Ts
N G1(p) Ny Ga(p) -

Obrazek 4.46: Obecnéjsi konfigurace pro pouziti metody harmonické rovnovahy

Déle muzeme oznacit N (A1, w)Nei(Ar,w) = Ne(Aj,w) a podminka existence meznich
cyklu bude stejna jako v zdkladni verzi

1

G<jw> = _N6<A1,w)

(4.247)

Oproti zdkladni verzi bude N.(A;,w) explicitné zdviset na w i kdyz ekvivalentni
prenosy jednotlivych nelinearit nebudou na w zavislé. Tento fakt vyplyva z piftomnosti
G1(jw) v rovnici (4.245). Praktické vy¢isleni ekvivalentniho prenosu N.(A;,w) je pak
znacné narocné.

Metodu harmonické rovnovahy muzeme pouzit i pii ndvrhu systému. Vhodnou tipravou
frekvencni charakteristiky linedrni ¢asti nebo ekvivalentniho prenosu nelinearni ¢asti muze-
me ménit parametry mezniho cyklu nebo dokonce mezni cykly odstranit. Je vSak tieba
si uvédomit, ze existence mezniho cyklu nékdy zarucuje, ze regulaéni déj probiha, jako
v piikladu 4.34, u kterého regula¢ni proces probiha prave kdyz existuje mezni cyklus.
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4.4.4 Mezni cykly tizenych systému

V predchdzejici kapitole jsme se zabyvali problematikou zjisfovani meznich cykli
u nerizenych systému. Pritomnost fidiciho signdlu (nebo poruchového signalu) vétsinou
zpusobi, ze systémem se nesiti pouze prvni harmonicka z periodického signalu na vystupu
nelinedrniho systému, ale i stejnosmérna slozka, eventualné dalsi signdly. V této kapi-
tole budeme ptredpokladat, ze regulacni systém méa konfiguraci podle obr. 4.41, nebo je
mozno jej na tuto konfiguraci upravit. Oproti predchozi kapitole budeme predpokladat, ze
u = konst, resp. u = kt, bude-li linedrni ¢ast obvodu statickd resp. astaticka. Dalsim
predpokladem je, ze pii vstupnim signalu do nelinedrniho systému ve tvaru e = ey +
Asinwt lze jeho vystupni signal y rozlozit do Fourierovy rady a obvodem se §iii pouze
stejnosmérnd slozka a prvni harmonickd tohoto rozvoje. Kmity systému jsou tedy ne-
symetrické. Tyto predpoklady opét vyzaduji, aby linearni ¢ast obvodu méla charakter
dolnofrekvencni propusti, ale oproti predchozi kapitole dovoluji, aby nelinearita byla ta-
kového charakteru, aby pfi vstupnim signalu e = Asinwt obsahuje jeji vystupni signal
stejnosmérnou slozku.

Predpokladejme, ze linedrni ¢ast systému je popsdna operatorovym prenosem

G(p) = % (4.248)
Obvod z obr. 4.41 pak muzeme popsat diferencidlni rovnici

N(p)e + M(p)f(e,pe) = N(p)u (4.249)
kde p je operator derivace p = % Reseni této rovnice budeme hledat ve tvaru

e=e+e e =Asinwt (4.250)

Podle drive uvedenych predpokladu muzeme vystup z nelinearity zapsat ve formé prvnich
t¥i clenu Fourierovy rady

y = f(e,é) = yo + a1 sinwt + by cos wt (4.251)

Veli¢iny 4o, a1, b; jsou v tomto piipadé obecné funkce proménnych eg, A, w. Koeficienty
Fourierovy rady pro zakladni nelinearity jsou uvedeny v tab. 4.3. Pro predpokladané reseni
a jeho blizké okoli muzeme rovnici (4.251) vyjadrit jako

aq bl
= Yo + e+ —pe” 4.252
Y=Yt e+ 5pe (4.252)
Dosazenim do (4.249) dostaneme
* a1 b *
N(p)(eo +€") + M(p) (yo + je + A—;pe ) = N(p)u (4.253)

coz predstavuje linearizaci rovnice (4.249) v okoli predpoklddaného mezniho cyklu. Rovnici
(4.253) muzeme zjednodusit, pokud uvazujeme néasledujici pripady

a) u = konst a staticky systém = N(p)u = N(0)u
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obr. Nelinearita Slozky ekvivalentniho prenosu
T[>S
. _ic/ ic Mx a1=K2A {f(ctleo)"‘f(%)} leo] + A > ¢
’ by =0
’ - w= () e () o () oo (00
L R () ()
L/ a Ic x =0
i M leo|+A>c
M K
I w=2s (%)
M x b1 =0
T = [ (5)
R D P R v A
M by =0
I T B R R
el 11 e () e () e () o (55
ca T blz—%(a—c)
17N
— M- A—|eo|>a
f Y v by %{ (—a260>+g<azeo>]
L () ()] oo
b __4Ma
-M ! TA

Tabulka 4.3: Slozky ekvivalentnich pfenosu typickych nelinearit pfi nesymetrickém
vstupnim signalu e = ey + A sin wt
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y
1
= < -1
5 x
1 :
g(z) = —arcsinz  |z| <1
T
1
= > 1
| 2 !
-1 r < —1
2
f(z) = —(arcsinz + xvV1 —22)  |z| <1
T
1 x>1
V1— a2 <1
D(z) = @<
0 |z| > 1

Tabulka 4.4: Vyznam funkci v tabulce 4.3

b) u = konst a astaticky systém = N(p)u =0

¢) u = kt a astaticky systém 1. fddu = N(p)u =k 111% Nl(;p)
p—

d) u = kt a astaticky systém 2. fddu = N(p)u =0

V kazdém piipadé tedy muzeme psat pravou stranu rovnice (4.253) ve tvaru
N(p)u = konst = Ny a tedy

N(p)(eo +€") + M(p) (yo + Ze + Z—wpe ) = No (4.254)
Tato rovnice bude splnéna pro
N(0)eo + M(0)yo = No (4.255)
N(p)e” + M(p) (al Ay ) =0 (4.256)
A Ao’

Rovnice (4.255) se nazyva podminka stejnosmérné rovnovahy, rovnice (4.256) se nazyva
podminka stiidavé rovnovahy. Dosadime-li do rovnice (4.256) p = jw, dostaneme

N(jw) + M(jw) 2 Zjbl =0 (4.257)
Oznacime-li

%ﬂ'bl — N.(eo, A, w) (4.258)
muzeme zapsat podminku stiidavé rovnovahy ve tvaru

MGw) 1 (4.259)

N(jw) Ne(eg, A, w)
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Tato podminka je podobnd jako (4.240), a proto se nékdy také N.(eg, A,w) nazyva

Vysettovani existence periodického feseni - meznich cyklu - muzeme provadét nasledu-
jicim zpusobem. Podminka stiidavé rovnovahy (4.259) je rovnice v oboru komplexni
proménné a muze byt prevedena na dvé rovnice v oboru realné proménné

X(ep, A,w) =0

4.260
Y(eo,A,W) =0 ( )

7 této soustavy rovnic muzeme vySetfit zavislost parametru mezniho cyklu A, w na ey. Ze
zavislosti yo = yo(eo, A, w) a znalosti A(eg), w(eg) ziskdme funkei yo = ¢(ep). Dosazenim
této funkce do rovnice stejnosmérné rovnovahy dostaneme rovnici o jedné neznamé

N(0)eo + M(0)é(eo) = Ny (4.261)

ze které muzeme urcit hodnotu ey a pak i A(eg), w(eg). Reseni tlohy je podstatné
komplikovanéjsi, nez piiklady z minulé kapitoly. Postup si ukdZzeme na nasledujicich
prikladech.

Piiklad 4.35 Meéjme systém s konfiguraci podle obr. 4.41, u kterého uw = konst. Ne-
linedrni ¢dst obvodu je nékterd z nelinearit z tabulky 4.2. Linedrni ¢édst obvodu necht je
s astatismem 1. 7ddu s charakterem dolnofrekvecni propusti. Je treba zjistit, zda se bude
ligit chovdni systému pro u = konst # 0 od chovdni nerizeného systému pri u = 0 pokud
jde o mezni cykly.

Protoze jde o astaticky systém, plati pro charakteristicky polynom linedrni cdsti
N(0) = 0. Rovnice stejnosmérné rovnovdhy (4.255) ma tvar

M(0)yo =0 (4.262)

Vzhledem k tomu, Ze M(0) # 0, je zreymé, Ze yo = 0. Vzhledem k tomu, Ze vsechny
nelinearity z 4.2 produkuji nulovou stejnosmérnou slozku pouze pri symetrickém vstupu
e = Asinwt, musi byt i eg = 0. Ekvivalentni prenos v rovnici stiidavé rovnovdhy (4.259)
bude tedy urcen za predpokladu ey = 0. Podminka stridavé rovnovdhy bude tedy shodnd
s pripadem u = 0. Chovdni Tizeného a nerizeného systému bude v uvaZovaném pripade,
pokud jde o mezni cykly, shodné.

Piiklad 4.36 Mejme regulacni obvod podle obr. 4.47. Ukolem je provést analyzu jeho
chovdni z hlediska meznich cyklu pri w = konst. Vzhledem k typu melinearity mohou
v obvodu nastat kmity, pri kteryjch signdl y nabyvd jak kladnijch, tak zdapornijch hodnot (typ
1), nebo kmity, pri kteryjch signdl y nabyjvd pouze nezaporngch nebo nekladnijch hodnot
(typ 2). Pro kmity typu 1 plati pro slozku yo, a1, by vztah (4.251). Slozky yo,a1,b1 urcéime
rozkladem vistupu nelinearity do Fourierovy rady pri vstupnim signdlu e = eq + A sin wt,
nebo s vyuzitim tabulek ekvivalentnich prenosi.
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c=25 D=1

U=kt~ e ¢ Yy 0 x
D (0,5p+1)(2p+1)(5p+1)

Obrazek 4.47: Regulacni obvod s reléovym reguldtorem

Pro kmity typu 1 plati podle radku d tabulky 4.3

2@_3 14 1+a 2+ 1 1—a)\?
c A 7w b b

by — 0 (4.263)
Yo 1 ( . . 11— )
= = — | arcsin — arcsin
c m
kde
€0 A
== = 1 4.264
a= 7, b L b>|a| + (4.264)
Pro kmaty typu 2 plati
Da _ 2 1 1—lal\*
c A 7b b
by = 0 (4.265)
Yo . 1 . 1— ‘a| .
— = — | m— 2arcsin sign a
c 27 b
kde
A
a=25 b=, lla =1 <b<la+1 (4.266)

Uvazujme nejdrive kmity typu 1. Rovnici stridavé rovnovihy (4.257) dostaneme ve
tvary

(0,550 + 1)(2jw + 1)(5jw + 1) + % ~0 (4.267)
Po rozkladu na redlnou a imagindrni ¢dst dostaneme veseni w = 1,225 ! a a4 =19

Pokud tedy v obvodu vznikne mezni cyklus, jeho perioda bude T' = %J—’T = 55s. Na obr. /.49
je zobrazena zdvislost (4.263). Z podminky stridavé rovnovdhy zjistime, Ze musi platit
D aq 1

—— = —=19=0,7 4.268
cA 25 0,76 (4.268)



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 105

D a
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NIV
/O/ /\§
o lo,zs s f‘\
(0,75 /
0
Ny
0,2
0 s

Obrazek 4.48: Zavislost amplitudy prvni harmonické na parametrech nesymetrického
vstupniho signédlu pii kmitech 1. typu z piikladu 4.36

Z obr. /.48 je zreymé, Ze tento poZadavek nelze splnit Zadnou kombinaci hodnot a,b resp.
eo, A. V obvodu tedy nemohou vzniknout kmity typu 1.

Na obr. 4.49 je zobrazena zdvislost amplitudy kmitu na parametrech kmitu 2. typu. Pro
pozZadovanou hodnotu %% = %19 = 0,76 muzeme z tohoto grafu zjistit zdvislost b(a) a
tim i yo(a), kterou pak zakreslime do grafu stejnosmérné slozky (na obr. 4.50 ¢arkovand
krivka). Kmity obvodu mohou mit jen takové parametry, které odpovidaji prisecikim
carkované krivky s ostatnimi krivkami grafu na obr. 4.50. To, zda kmity vniknou, zdvisi

jeste na podmince stejnosmeérné rovnovahy, kterd je v nasem pripadé
€0+ Yo =u (4.269)

Tuto podminku vyneseme do grafu obr. 4.50 jako primku

Yo _ % Do 004u— 0.04a (4.270)
c c c
Mezni cyklus muze vzniknout, pokud tato primka protne ¢drkovanou krivku.

7 wvedeného rozboru plynou ndasledugici zavéry. Pro malé hodnoty vstupniho signdlu
nedojde ke stabilnim oscilacim systému. Od urcité hodnoty vstupniho signdlu bude systém
kmatat s kmity typu 2. S rustem vstupniho signdlu se bude stejnosmérnd slozka oscilact
ey ze zacdtku zvétsovat priblizné na hodnotu eq = 1,5. S rustem vstupniho signdlu kmity
zaniknou pri u = 26. Pro vyssi hodnoty u nebude uz systém requlovat.



106 Rizeni a regulace II

o
R
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1,2 N\
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Obrazek 4.49: Zavislost amplitudy prvni harmonické na parametrech nesymetrického
vstupniho signédlu pii kmitech 2. typu z piikladu 4.36

4.4.5 Urceni frekvencni charakteristiky

Ma-li obvod konfiguraci podle obr. 4.41, splnuje-li vSechny predpoklady pro pouziti
metody harmonické rovnovahy a navic pro nelinedrni ¢ast plati pouze y = f(e) (tedy ne-
linearita je urcena funkei - systém bez paméti), muzeme s pomoci ekvivalentniho prenosu
zjistit amplitudovou frekvenéni charakteristiku uzaviené smycky pti v = U sin wt.

Predpokladejme, Ze se obvodem S§iii pouze zakladni harmonicky signal s thlovou
frekvenci w, pak muzeme psat

E 1
U |1+ Ne(BE)G(jw)|

(4.271)

Kde E a U jsou amplitudy odchylkového a vstupniho harmonického signalu. V rovnici
muzeme volit w a pro znamé U vysetiit F(w). Amplitudu X vystupniho signdlu ziskdme
pro danou hodnotu E a w z rovnice

X = N,(E)G(jw)E(w) (4.272)

Pii vypoctu frekvenéni charakteristiky je vSak tfeba si uvédomit, ze plati pouze pro
konkrétni hodnotu amplitudy vstupniho signalu.

Piiklad 4.37 Na obr. 4.51 je nakreslen nelinedrni systém. Je treba urcit jeho charakte-
ristiku G(w) pro U = 5.
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b=0,1 b=0,5 b=1 b=1,5 b=2

0 1 2 a=e0/D 3

Obrazek 4.50: Zavislost stejnosmérné slozky na parametrech nesymetrickych kmita
z prikladu 4.36

Vztah (4.271) muzeme po upravdch zapsat ve tvaru

LW

10 10F
Jak pravou tak levou stranu rovnice miizeme vynést do grafu, obr. /.52, pro U = 5. Resent
najdeme v pruseciku krivky ekvivalentniho prenosu a pravé strany. Tak napt. pro w = 4
dostdvdme 4 TeSeni této rovnice (ale pouze 2 z nich jsou stabilni). Dalsim vypoctem podle
vztahu (4.272) ziskdme frekvenéni charakteristiku X (w), jak je zobrazena na obr. 4.53. Na
frekvencéni charakteristice se objevuje tzv. skokovd rezonance. Frekvencéni charakteristika
vykazuje hysterezni cast. Pri sniZovdni frekvence dojde ke skokovému poklesu amplitudy
vystupniho signalu.

N.(E) V(A +w?)U2 -1 (4.273)

Uvadéna metoda vsak ¢asto nevede k prakticky pouzitelnym vysledkum. Presnéjsi
vysledky dava pii analytickém vySetfovani harmonicky fizenych nelinearnich systému
metoda, kterd pouziva ekvivalentni pfenos definovany pro vstupni signal do nelinea-
rity ve formé souctu dvou harmonickych signali, tzv. Dual Input Describing Function.

10 X
p(p+1) ®

Obrazek 4.51: Nelinearni regulac¢ni obvod
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fX \ U=5sin ot
10 :

1 10 0] [S'l]

Obrazek 4.53: Frekvencni charakteristika systému z pirikladu 4.37

Rizené nelinedrn{ systémy maji obecné velmi slozité chovéni, které se analyticky obtizné
vysetiuje. V tomto sméru pusobi dosti depresivné fakt, ze i tak jednoduchy systém jako
je na obr. 4.51 muze pti harmonickém fizeni vykazovat kromé skokové rezonance dalsi
nepiijemné chovani. Za urcitych podminek muze totiz pii fizeni periodickym signalem
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s frekvenci 6 Hz vykazovat periodicky vystup s frekvenci 2 Hz, tzv. subharmonickou
odezvu. Témito komplikovanymi piipady se nebudeme dale zabyvat, pricemz jsou popsany
v dostupné odborné literatufte.

4.4.6 Shrnuti kapitoly 4.4

V tadé pripadu lze regulacni obvod rozdélit na nelinedrni ¢ast a linearni ¢ast s charak-
terem dolni propusti. Muzeme pak predpokladat, ze v piipadé ustdlenych kmitu se obvo-
dem 8ifi jen prvni harmonicka frekvence. Nelinedrni systém muzeme nahradit systémem
linearnim, ktery zpusobuje stejné zesileni a fazovy posun prvni harmonické jako puvodni
nelinearita. Tento ekvivalentni pfenos zjistime pomoci rozkladu vystupu nelinearity do
Fourierovy tady za podminky, Zze na vstupu nelinearity ptusobi harmonicky signal. Ekvi-
valentni prenos je obecné zavisly na amplitudé, frekvenci a stejnosmérné slozce signalu
vstupujiciho do nelinearity. Resen{ vétsinou provadime graficky, pricemz stabilitu mezniho
cyklu 1ze vysetiit modifikovanym Nyquistovym kritériem.

4.4.7 Kontrolni otdzky pro kapitolu 4.4
1. Jaké jsou podminky pouziti metody harmonické linearizace?
2. Jak urcime ekvivalentni prenos nelinearni ¢asti obvodu?
3. Na jakych velicinach zavisi ekvivalentni pienos?
4. Jak urc¢ime stabilitu mezniho cyklu?

Spravné odpoveédi jsou uvedeny v dodatku A.

4.4.8 Resené priklady pro kapitolu 4.4

Piiklad 4.38 Pro systém zakresleny na blokovém schématu obr. J.54 urcete, zda v ob-
vodu vzniknou periodické kmity (mezni cyklus). Pokud mezni cyklus vznikne, urcete jeho
amplitudu a periodu kmiti.

_am
Ne_ﬂ'A

u=20 e M

(p+1)3

Obrazek 4.54: Blokové schema systému z piikladu 4.38

Vzhledem k tomu, Ze linedrni ¢dst obvodu md charakter dolni propusti, muZeme pouZit
pro vysetreni mezniho cyklu metodu harmonické rovnovdahy. Podminkou vzniku oscilact je
splnént rovnosti

Fjw) = — (4.274)

Ne(A,w)
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Linedrni ¢ast obvodu md prenos F(p) = m. Frekvencéni prenos tedy je

, 1 —3w? + 1+ j(w® — 3w)
F = = 4.275
U) = g T = 0 —30) (3 - 12 + (% — 3w)? (4.275)

FEkvivalentni prenos idedlniho relé je N.(A) = i—f‘ﬁ, kde A je amplituda proni harmonické
slozky siTici se obvodem. Je zrejmé, Ze v nasem pripadé je tedy hledanym Tesenim prusecik
frekvenéni charakteristiky s redlnou osou v levé poloroviné (obr. 4.55).

e

1 a—= 1
N (A) =%
: : — R
—-1,00 —-0,75 —0,50 —
A
—-0,75 +
Obrazek 4.55: Grafické teseni prikladu 4.38
Tento prisecik snadno urcéime resenim
SF(jw) =0
30) , (4.276)
w?—3w=w(w*—3)=0
Resenim je wp = 0w = —V3jw3 = V3. Uvazovat mizeme jen ws, protoZe pouze toto

resent odpovidd priseciku v levé poloroviné pri kladné frekvenci (zapornd frekvence kmiti
nemd z fyzikdlniho hlediska smysl). Polohu priseéiku uréime z
—3w3 + 1 -9+1 1

= REGws) = g 2 4 (8 3wy (9F 172 8 (4.217)

V obvodu tedy vzniknou periodické kmity s amplitudou

TA 1
g == 4.2
o= 3 (4.278)
M
A== 4.279
5 (4.279)
a pertodou
2r 27
T="="" 4.280
W3 \/§ ( )
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u = konst
€ 1 Uy 48 e Uk 4 Wm
—_ 3 3 >
6-10~4p+1 75-1076p2 +28-103p + 1
——
o 0,019 |
9-10=3p+ 1|
Obrazek 4.56: Blokové schema systému z piikladu 4.39
u = konst
1 Uy € 48 r— U 4 Wm
e 3 >
6-10~4p+1 75-1076p2 +28-103p + 1
——
1 "] o019 |
6-10~4p+ 1| 9-10=3p+ 1|

Obrazek 4.57: Modifikované blokové schema systému z piikladu 4.39

Pri pozorné interpretaci ziskanych vysledki si mizZeme vsimnout, Ze sledovany prisecik
predstavuje bod na frekvencni charakteristice odpovidd stavu, kdy je requlacni obvod priveden
na mez stability. Zjisténd frekvence mezniho cyklu pak odpovidd frekvenci kmiti requlacniho
obvodu na mezi stability a ekvivalentni zesileni relé No(A) = j‘r—ﬂﬁ je rovno kritickému
zesileni. Pomoct reléové zpétné vazby tedy dokdZeme ziskat tidaje potrebné k ndvrhu re-
guldtoru metodou Ziegler—Nichols. Velkou vijhodou ve srovndni se zdkladni metodou, kterd
je zaloZena na zvySovdni zesileni vedouci k dosaZeni meze stability, je fakt, Ze muzZeme
omezit amplitudu kmitu na prijatelnou velikost vhodnou volbou vijstupni urovné relé.

Piiklad 4.39 UvazZujme regulacni obvod pro rizeni otacek s reléovym requlatorem, jehoZ
blokové schema je zakresleno na obr. 4.56. Regulacni obvod sestdvd ze stejnosmérného
motoru s cizim buzenim, tachodynama s filtrem a reléového regquldatoru. Chceme provést
analyzu chovani systému a ovérit, zda v obvodu vzniknou ustalené kmity. Budeme uvaZovat,
Ze hodnota vstupniho signdlu u je konstantni. Je zrejmé, Ze requlace muze probihat jen
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pro u € (0;3,648) pro mensi hodnoty u dojde k zastaveni motoru, pro u > 3,648 dosdhne
motor mazimdlnich oticek w,y,,,, =48 -4 =192rad/s.

K analijze chovani pouZijeme metodu harmonické rovnovahy. Blokové schema lze upra-
vit do tvaru obr. 4.57, ktery odpovidd poZadavkum metody harmonické rovnovdhy. Pro
nelinearitu, kterd se nachdzi v obvodu, nejsou v tabulce 4.3 uvedeny jednotlivé harmonické
slozky vystupniho signdlu. Musime proto nejdrive tyto slozky odvodit.

Predpoklddejme, Ze na vstupu nelinearity pusobi signdl

e=ey+ Asinwt (4.281)

V pripadé, Ze |eg] > A, nebude veli¢ina e vibec ménit znaménko a relé bude trvale v
jednom z moznych stavi. V tomto pripadé lehce zjistime, Ze plati

€o

0 — < -1
by = A (4.282)
8 2 > 1
A
a =0 (4.283)
by =0 (4.284)

Pokud bude platit |eg| < A, dostaneme na vystupu z nelinearity signdl, jehoz prubéh je
zobrazen na obr. 4.58. Pro casovy usek ty plati

T
t, = o arcsine—j (4.285)

Stredni hodnota signdlu na vystupu z nelinearity pak je

1 1 T 48 . e
bo = - /uK(t)dt =7 <48§ +48 - 2t1) =24 + — arcsin ZO (4.286)
0

Pro sinusovou slozku pruoni harmonické frekvence ay dostaneme

S

T 2 T+h
2 2t 2-48 2t 2-48 2t
@ == /uK(t) sin %dt =7 sin %dt + QT sin %dt =
0 0 T
2
5 S+t
_2-48T 2t 2+ 2.48T 2rt |2
T | T, T 2w T e T (4.287)
2
2.48 2-48 27wty 2-48 96 . €0
= + cos — = —cosarcsin — =
T T T T s A

Obdobnym postupem snadno odvodime, Ze pro kosinovou slozku plati

by =0 (4.288)
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Linedrni ¢ast upraveného blokového schématu je mozné popsat operdtorovym prenosem

0,076

G(p) = 4.289
(») (0,025p + 1)(0,009p + 1)(0,003p + 1)(0,0006p + 1) ( )
Pro stridavou rovnovihu must podle vztahu (4.259) platit
A
Li@l’ ) Gljw) = —1 (4.290)

Vzhledem k tomu, Ze koeficient ay je redlné ¢islo, musi pro dosaZeni této rovnosti platit
H{G(jw)|} =0 (4.291)
odkud dostaneme

w = 208rad/s (4.292)
G(jw) = —0,0057 (4.293)

Mezni cyklus tedy bude mit frekvenci priblizné 33Hz bez ohledu ma wvelikost vstupniho
signdlu. Dosazenim do (4.290) obdrzime

96 €0 2 A
—\/1-(—) = 4.294
V <A) 0,0057 (4:294)

Vyresenim této rovnice odvodime zdvislost mezi stejnosmérnou slozkou eq a amplitudou A
pri periodickém Tesent

eo = +A\/1 — 32,0342 (4.295)

Podminka stejnosmeérné rovnovdhy je dand vztahem (4.255)

u — 0,076b0(60, A) = €p (4296)

Po dosazent zdvislosti (4.295) dostaneme zdvislost mezi amplitudou kmiti A a vstupnim
signdlem u

uw—0,076-24 |1+ % arcsin =V ! ;32’93’42 = +A./1 — 32,9342 (4.297)
a tedy

u=+A\/1— 3293424 0,076-24 |1+ % arcsin AV ;132’93142 (4.298)
Viyslednou zdvislost v = f(A) snadno wvykreslime do grafu a sestrojime zdvislost

A= ()
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€, UK

Obrézek 4.58: Casovy pribéh vystupu z nelinearity z piikladu 4.39

nelinearni ¢4st linearni c¢ast

Obrazek 4.59: Blokové schema Van der Polova oscilatoru z ptikladu 4.40

Piiklad 4.40 V priklade 4.30 jsme se zabyvali konstrukci stavového portrétu Van der
Polova oscilatoru. Nyni se pokusime dokdzat, Ze trajektorie systému skutecné obsahuje
mezni cyklus. UvazZovany oscildtor je v obecném pripadé popsdn diferencidlni rovnici

d?x 9 dz

— ta@—-1)—+2x=0 4.299

3z T s (4.299)
kde o > 0. Této diferencidlni rovnici odpovidd blokové schema zachycené na obr. J.59.
Vidime, Ze systém muzeme rozloZit na nelinedrni a linedrni ¢dst, pricemz linedrni cdst
ma charakter dolni propusti. Pro zjisténi mezniho cyklu lze tedy pouZit metodu harmonické
rovnovahy.
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Pokud do nelinedarniho bloku privedeme harmonicky signdl
e(t) = Asin(wt) (4.300)

dostaneme na jeho vystupu

3 0
w(t) = A?sin®(wt) Aw cos(wt) - M[1 — cos(2wt)] cos(wt) (22
3 ’ (4.301)
A’w
= T[Cos(wt) — cos(3wt)]

Je zreymé, Ze vysledny signdl obsahuje pouze prvni a treti kosinovou harmonickou slozku
a tedy

a; = 0
bo =0 (4.302)
Adw
by = —
4
Ekvivalentni prenos nelinedrni c¢dsti tedy je
a, + ]bl A2jw
N(A,w) = = 4.303
(Aw) = L = 2 (1303)
Frekvencéni prenos linedarni ¢asti je
G(jw) = “ (4.304)

(Jw)? — ajw + 1

Nyni musime vyresit podminku harmonické rovnovdhy (4.240). Po dosazeni do podminky
dostavame

« 4

—jw?4+aw+j  Alw

Vzhledem k tomu, Ze vyraz na pravé strané rovnice neobsahuje imagindrni slozku, je mozné
rovnosti dosahnout jen prow = 1 a po dosazeni této hodnoty do (4.305) dostdvdme rovnici
pro amplitudu

4
A

a tedy A = 2. Tim jsme dokdzali, Ze trajektorie uvaZovaného systému obsahuje mezni cyk-
lus s whlovou frekvenciw = 1 a amplitudou A = 2. Pomoci Nyquistova kritéria (obr. 4.43)
lze rovnéz snadno urcit, Ze vypocteny mezni cyklus bude stabilni. Zajimavym vysledkem
reseni je skutecnost, Ze amplituda a frekvence mezniho cyklu nezdvisi na parametru o.
Tento parametr bude ovliviiovat pouze tvar mezniho cyklu, ktery muzZeme vysetrit napr.
metodou izoklin. Podoba mezniho cyklu pro riuzné hodnoty o je zachycena na obr. 4.60.
Pro a — 0 se prestavd uplatniovat nelinearita systému a mezni cyklus se blizi kruznici.

1 (4.306)
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Obrazek 4.60: Zavislost podoby mezniho cykly Van der Polova oscilatoru z prikladu 4.40
na parametru «

Pokud provedeme simulacni ovérent, zjistime, Ze v pripadé o — 0 je whlovd rychlost
mezniho cyklu skutecné w = 1. § rostoucim « vsak tato rychlost klesd a v pripadé o = 3
dosahuje jen hodnoty w = 0,7. Skutecné chovdni tedy neodpovidd nasim predpokladim.
Pricinu tohoto nesouladu lze pochopit na zdkladé tvaru trajektorie. Pokud se podivdme
na obr. 4.60(c) vidime, Ze chovdni systému je silné nelinedrni na rozdil od prubéhi pri
nizsich hodnotach o Ze vztahu (4.301) je patrné, Ze nelinearita vytvdri tieti harmonickou
frekvenci. Pokud md byt metoda harmonické linearizace pouZitelnd, musi linedrni ¢dst tuto
treti harmonickou frekvenci ucinné filtrovat. JestliZe porovname zesilent linedrni ¢dsti pro

pruni a treti harmonickou frekvenci pri frekvenci odpovidajici meznimu cyklu w = 1,
dostaneme
" <|F<3jw>\) (\—w2+1—ajw|) a
|E(jw)| ) e | = 9w?+1-3ajw| /-, |—8—3ja (4.307)
o

V64 + 9a2

Prubéh poméru p(a) je zakreslen na obr. 4.61. Vidime, Ze pro malé hodnoty a je veli-
kost treti harmonické zanedbatelnd vici proni harmonické frekvenci. S rostoucim a pak
zastoupent treti harmonické frekvence vyrazné roste a pri o = 4 je dosahuje amplituda
treti harmonické priblizné 28% amplitudy prond harmonické frekvence. Obvodem se tedy
nesiri zdaleka jen pruni harmonicka a podminky pouZiti metody harmonické rovnovdhy
nejsou splnény. Tim je vysvétlen rozdil mezi skutec¢nou a vypoctenou periodou mezniho
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Obrazek 4.61: Pomeér zesileni prvni a treti harmonické linearni ¢asti Van der Polova
oscilatoru

cyklu. Uvedeny priklad demonstruje, Ze pri pouziti metody harmonické rovnovdahy musime
peclive posoudit filtracni schopnosti linedrni ¢dsti systému.
4.4.9 NeresSené priklady pro kapitolu 4.4

Piiklad 4.41 Statickd charakteristika nelinedarni pruZiny je popsdna zdvislosti

1
y=x+ 5203 (4.308)

Vypoctéte ekvivalentni prenos této nelinearity.

Piiklad 4.42 Na obr. 4.62 je zakresleno blokové schema nelinedrniho dynamického systé-
mu. Rozhodnéte, zda v obvodu vzniknou periodické kmity a urcete jejich periodu a ampli-
tudu.

n=0 iy Ku} !
| ‘ 0 p(P?+2Ewop+w3)

Obrazek 4.62: Blokové schema systému z prikladu 4.41
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4.5 Stabilita nelinearnich systémn
4.5.1 Motivace

Ptesna definice stability v pripadé nelinearnich systému neni tak jednoduchd. Snaha
o rozsiteni pojmu ,stabilita® na nelinedrni systémy, tak jak byl tento pojem chapan u
linearnich systémi, nevede k rozumnym zavérum. Stabilita linedrnich ¢asové invariantnich
systému je urc¢ena rozlozenim kotenu charakteristické rovnice sytému. Stabilita takového
systému nezavisi na jeho poc¢atetnim stavu (pocate¢nich podminkach), ani na vstupnich
signalech. Pro nelinedrni systémy tato tvrzeni jiz neplati. To, zda reakce nelinearniho
systému na ohranic¢eny vstupni signdl je ohrani¢ena nebo neohrani¢end, muze nyni zaviset
na pocatecnim stavu systému nebo na tvaru vstupniho signdlu. Navic u nelinearniho
systému mohou existovat ustalené kmity (limitni cykly), které v podstaté nemohou exis-
tovat u linedrnich systému. (Ptipad, kdy u linedrniho systému existuji néjaké kotreny
charakteristické rovnice pravé na imaginarni ose, muzeme povazovat za ,strukturalné
nestabilni“, protoze témér jisté se zménou parametru systému, prejdou tyto kofeny do
nestabilni nebo stabilni oblasti.)

Vychylime-li stabilni linearni systém z rovnovazné polohy a pak vzruch odstranime,
vrati se do této puvodni rovnovazné polohy. Provedeme-li totéz u nelinearniho systému,
muze se vratit do puvodni rovnovazné polohy, nebo muze piejit do jiné rovnovazné
polohy, muze zacit kmitat v ustaleném meznim cyklu, nebo mohou jeho stavové proménné
neohranicené rust. Je tedy potteba definovat stabilitu nelinearniho systému odlisné, nez u
linearnich systému. Existuje celd fada definic stability nelinedrnich systému. V podstaté
je nelinearni systém povazovan za stabilni, jestlize trajektorie pocinajici v dané oblasti
Ry stavového prostoru zustanou uvniti néjaké oblasti Ry tohoto prostoru. Volba oblasti
Ry a Ry zavisi na konkrétni tloze. Z uvedeného je ziejmé, ze je vyhodnéjsi nehovorit
o stabilité nelinedrniho systému, ale spiSe o stabilité pohybu, resp. stabilité trajektorii.
Definice stability se tedy vztahuji k odchylkam stavu od nékterych trajektorii.

V nésledujici kapitole se seznamime se zdkladnimi metodami pro posouzeni stability
trajektorie nelinearnich dynamickych systému.

4.5.2 Ljapunovova definice stability

Uvazujme nelinearni dynamicky systém popsany stavovymi rovnicemi ve tvaru

dx
— =f(x,t 4.309
> = (. 1) (1309)
ktery mé rovnovazny stav xg. Stav v case ty oznacime xy,. Systém (4.309) je netizeny. Tato
podminka neni vyrazné limitujici, protoze vétsinu tizenych systému lze prevést vhodnymi
upravami na systémy netizené, jak jiz bylo ukazano diive. Netizeny systém je také nazyvan
jako volny.

Definice 4.3 Lokdlni stabilita rovnovdZného stavu (stabilita v malém)
Rovnovdzny stav xo volného dynamického systému (4.309) je lokdlné stabilni, jestlize pro
libovolné redlné cislo ¢ > 0 a ty € (1;00) existuje takové redlné cislo (e, ty), Ze pri
||x1, — Xol| <6 je ||x(t, X4y, t0) — Xo|| < € pro vsechna t > ty.
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Lokalni stabilita se tyka nekone¢né malého okoli rovnovazného stavu singularniho
bodu. Definice v podstaté tika, ze zvolime-li si libovolné malé £ okoli rovnovazného stavu,
pak vzdy muzeme nalézt néjaké § okoli tohoto stavu, ze vsechny trajektorie, vychézejici
z tohoto § okoli zustanou v casovém intervalu pozorovani (7, co) uvniti € okoli.

Piiklad 4.43 Systém je popsdn diferencidlni rovnict

d?y

FTE) +y=0 (4.310)
Zvolime stavové promenné x1 = y,xs = 1y a dostaneme stavové rovnice
an_
dﬁ}é (4.311)
T
Singuldrni bod je x1 = x9 = 0 a trajektorie systému odpovidagi obr. 4.19. Je zrejmé,

Ze trajektorie vychdzejici z oblasti vymezené vzddlenosti § od singuldrniho bodu zustdvaji
uvnitr oblasti € pro

d(e, tg) <e (4.312)
Véta 4.3 je tedy splnéna a singuldarni bod je lokdlné stabilni.
Priiklad 4.44 Systém je popsan diferencidlni rovnict

d?i di  b»?

g - Sl AP =0 (4.313)

Zvolime stavové promenné i = x1,i = xo a dostaneme stavové rovnice

d.ﬁlfl

e (4.314)
d.CL’Q b 2 3

Fr :§x1—cx1—2ax2

Singuldrni body jsou (x1,13) € {(O; 0), (ﬁ;O) , (—ﬁ;O)}. Metodou izoklin muzeme

nacrtnout stavové trajektorie, které jsou napr. pro a = ¢ = 1,b = 2 zakresleny na obr. 4.63
Zkoumdnim platnosti definice 4.3 zjistime, Ze rovnovazné stavy (xy,Ts) = <:i:£; O) jsou

lokdlné stabilni, stav (x1,x4) = (0,0) nent lokdlné stabilni.

Nevyhodou vyse uvedené definice stability je, jak patrno z prikladu 4.43, Ze prohlasi
za stabilni i systém, u kterého se trajektorie po vychyleni z rovnovazného stavu nemusi do
rovnovazného stavu vibec vratit. Tuto nevyhodu odstranuje nasledujici definice stability:

Definice 4.4 Lokdlni asymptotickd stabilita
Rovnovazny stav x¢ volného dynamického systému (4.509) je lokdlné asymptoticky stabilni
tehdy, kdyz plati
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X2

N

N 7 ;
RSN

Obrazek 4.63: Trajektorie systému z prikladu 4.44

a) je lokdlné stabilni podle definice lokadlnd stability 4.3

b) ezistuje redlné ¢islo A(e,ty) takové, Ze pro kazdé ||xy,, — xo|| < A a ty € (1;00) plati

tliglo ”X(tv Xto) to) - XO” =0

Podminka b) nefikd nic jiného, nez ze existuje libovolné malé okoli rovnovazného
bodu, ze kterého vsechny trajektorie s rostoucim ¢asem konverguji k rovnovaznému stavu
v daném intervalu pozorovéani (7; 0o).Podle této definice uz neni rovnovazny bod z piikladu
4.43 stabilni. Lokélni asymptotické stabilita se zpravidla zjistuje na linedrnim modelu,
ktery ziskdme (je-li to mozné) linearizaci rovnic systému v okolf piislusného rovnovazného
stavu. Nevyhodou definic lokalni stability je, ze nedefinuji dostatecné presné velikost okoli
rovnovazného stavu, ze kterého vsechny trajektorie budou smétovat k tomuto stavu. Rikaji
jen, ze takové okoli existuje. Pro praktické pouziti jsou tedy nevyhodné. Podstatné silnéjsi
je nasledujici definice stability:

Definice 4.5 Globdlni stabilita (stabilita ve velkém)
Necht rovnovdzny stav xq systému (4.309) je lokdlné asymptoticky stabilni. MnoZina vsech

bod Xt ze stavového prostoru R™, pro které plat?
tlim |1x(t, x4y, t0) — Xol| = 0 pri ty € (1;00) se nazgvd oblast pritazlivosti Tesend. Je-
—00

i oblasti pritazZlivosti cely stavovy prostor, pak je rovnovdzny stav volného dynamického
systému globalné asymptoticky stabilni.

Tato definice je tak silnd, ze ji vyhovuje jen malo praktickych systému. Vsechny
linearni systémy, které jsou stabilni podle znamych kritérii stability linedrnich systému,
jsou globélné asymptoticky stabilni. Zédny z rovnovaznych stavi systému z prikladu 4.43
a 4.44 neni globalné asymptoticky stabilni.
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Definice 4.6 Praktickd stabilita

Necht je rovnovdzny stav xo systému (4.509) lokdlné asymptoticky stabilni a existuje oblast
pritaZlivosti 0 C R™. Pak je rovnovazny stav volného dynamického systému prakticky
stabilni v oblasti €.

Je ztejmé, ze v prikladé 4.44 lze nalézt dvé oblasti, ve kterych budou ptislusné rov-
novazné stavy prakticky stabilni.

Pokud bychom chtéli studovat stabilitu néjakého obecnéjsiho feseni (trajektorie) nez je
singularni bod, lze problém pirevést na problematiku stability singularniho bodu nasleduji-
cim zpusobem. Piredpokladejme, ze zndme feseni xg(t) stavové rovnice (4.309), takze kdyz
toto feSeni do rovnice dosadime, bude splnéna, t.j.

dXS
— = f(x,,1 4.315
) (4315)
Chceme zjistit, jak se bude chovat feseni stavové rovnice (4.309), které v urcitém casovém
okamziku bude néjak vzdaleno od teseni xg(t). Muzeme vyjadiit rozdil mezi obéma

feSenimi Ax = x — x5 a tedy x = Ax + xg. Dosadime-li do (4.309), dostaneme

dx dxg dAx

=t = s+ Ax) (4.316)
a odtud

dA

= s + Ax, 1) — £(x,.) (4.317)

Protoze prubéh xg(t) je jiz zndm, je systém (4.317) systémem diferencidlnich rovnic
vzhledem k Ax(t) a ma singuldrni bod Ax(¢) = 0.

rovnice (4.317) musime zndt feseni xg(t) rovnice (4.309). Pfesto ndm umoziuje tento
zpusob transformovat problém stability Feseni (trajektorii) na problém stability rovnovaz-
ného stavu, ktery je dokonce umistén v pocatku stavového prostoru. Proto je vétSina
problému stability vztahovana ke stabilité singularntho bodu v pocatku stavového pro-
storu. Pokud bychom studovali stabilitu singularniho bodu lezictho mimo pocatek sta-
vového prostoru, prevedeme si problém do pocatku stavového prostoru prostym posuvem
soutadnic prostoru.

4.5.3 Ljapunovova funkce

Stabilitou feseni diferencidlnich rovnic se zabyval rusky matematik Ljapunov jiz v roce
1892.

Ljapunov rozdéloval problém analyzy stability na dvé metody. Prvni metoda obsa-
hovala vsechny zptsoby, ve kterych bylo tieba fesit systém rovnic bud zcela nebo z
¢asti. Reseni pak bylo zkoumdno a zjisfovalo se, zda vyhovuje nékteré z definic stabi-
lity. Tato metoda nese nazev proni Ljapunovova metoda. Pti studiu této metody Ljapu-
nov ukéazal, ze ¢asto musi byt feSeni hledano ve formé tady a s pomoci druhé metody
dokazal, ze u mnoha systému staci k vysetieni stability jen linearni ¢ast tady. Proto se
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také prvni Ljapunovova metoda nazyva metoda zjistovani stability, pii které provedeme
linearizaci problému a zjistujeme stabilitu vzniklého linedrniho systému. Stabilita to-
hoto linedrniho systému indikuje lokalni asymptotickou stabilitu ptislusného nelinearniho
systému. Vyjimku tvoii piipad, kdy linearizovany systém ma charakteristicka ¢isla na ima-
ginarni ose. V takovém pripadeé nelze jednoznaéné prohlésit, ze puvodni nelinearni systém
je lokalné stabilni, protoze cleny Taylorovy tady, které jsme pfi linearizaci zanedbali, s
nejveétsi pravdépodobnosti zpusobi posun charakteristickych ¢isel systému z imagindrni
osy do stabilni nebo nestabilni oblasti.

Druha metoda, ktera nese nazev druhd Ljapunovova metoda nebo také primd Ljapno-
vova metoda, zahrnuje ty zpusoby zjistovani stability, u kterych neni tfeba predem urcovat
feSeni systému. PTi této metodé se v podstaté hleda tzv. Ljapunovova funkce k danému
systému. Podari-li se nam najit Ljapunovovu funkci, je systém stabilni. V opac¢ném piipadé
nemuzeme o stabilité nic fici. Existence Ljapunovovy funkce je tedy podminkou postacujici
pro stabilitu systému. Navic pro dany systém muze existovat vice Ljapunovovych funkci.
7 toho plyne, ze kdyz z nalezené Ljapunovovy funkce uréime néjakou oblast parametru
systému, pii kterych je systém stabilni, neznamena to, ze prekroceni této oblasti nutné
zpusobi nestabilitu systému.

Vzhledem k témto nepifjemnostem se podobnym zpusobem vyvijela kritéria, kterd
pro zmeénu tvori podminku postacujici pro nestabilitu. Hlavnim problémem je vibec Lja-
punovovu funkci najit. Nejcastéji se Ljapunovova funkce hleda ve tvaru funkce udéavajici
celkovou energii systému nebo ve tvaru kvadratické formy, jak bude patrno z nasledujiciho
vykladu.

Na tvod vykladu se pokusime vysetiit stabilitu jednoduchého mechanického systému,
aniz bychom ftesili jeho rovnice.

Piiklad 4.45 Predpokladejme mechanicky systém z obr. 4.64.Charakteristika trent ¢ pru-
Ziny je nelinedrni. Sila trent je uréena funkci b(y) a sila pruziny funkci k(y). Diferencidlni
rovnice popisujici systém je

% ) (%) +k(y) =0 (4.318)
Po zavedeni stavovych proménnych x1 = y,xo =y dostaneme stavové rovnice

ddxtz o (4.319)

o = k1) —b(z2)

Za predpokladu, Ze k(xy) # 0 pro xy # 0 a k(0) = b(0) = 0, md systém jediny
singuldrnd bod (x1,x2) = (0,0). Jestlize bude treni v systému nulové b(xy) = 0 dostaneme
pro smerové vektory tecen k trajektorii

d.TQ /{?(.Tl)

= 4.320
d.Tl T ( )
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b(y) Y

m = 1kg

Obrazek 4.64: Mechanicky tlumic

Stavovy portrét pak muzeme sestavit metodou izoklin, nebo provést primo viypocet trajek-
torie vyresenim diferencidlni rovnice (4.320) metodou separace proménnych
xr1

2
5

5 + / k(x1)dxy = konst (4.321)
0

Trajektorie tohoto systému jsou podobné jako na obr. 4.19, jejich konkrétni tvar bude
zaviset na prubéhu funkce k(y).

Obrazek o trajektoriich si v tomto pripadé muzeme také udélat na zdkladé energetickijch
uvah. JelikoZ v systému nent treni, nemuze u néj nastat ztrdta energie a tak musi byt jeho
celkovd energie FE(x1,x2) kterd na jeho stavu zdvist, konstantni. Celkovd energie systému

je dana enerqgii kinetickou a potencidlni. Kinetickd energie je %x%, potencidlni energie
1
je energie akumulovand v pruziné pri jejim vychyleni z rovnovdzného stavu [ k(xq)da.

0
Celkovd energie systému tedy je
1, f
E(xq,29) = 53:3 + / k(xq1)dxy = konst (4.322)

0

dE
Trajektorie tohoto systému jsou tedy krivkami konstantni energie. Musi pak platit — = 0,

dt

¢imz dostdvdme

dE dxs dzy dw,y
. dxo ..
Po dosazeni za —= dostaneme skutecné — = 0.

Predpokladejme nyni existenci tieni, kdy plati xob(zy) > 0 pro xo # 0. Trajektorie
systému muzeme ziskat obdobné jako v predchozim pripadé. Chceme-li ale vysetrovat pouze
stabilitu, staci ndm jen odhadnout, jak se bude menit energie systému. Je zreymé, Ze
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A2

C1 > Cy > C3

Obrazek 4.65: Krivky konstantni energie z ptrikladu 4.45

v tomto pripadé bude dochdzet ke ztraté energie systému s casem. Zmena energie v case
je urcena rovnict (4.323). Po dosazeni za iy do této rovnice dostaneme

dE

e —29b(z2) (4.324)

dE
Podle nasich predpokladi je T < 0, vyyma x5 = 0. Znamend to, Ze kazda trajektorie
musi ve stavové roviné probihat tak, Ze energie systému bude klesat. Nakreslime-li si
do stavové roviny krivky konstantni energie, musi stavové trajektorie prochdzet tyto krivky

z vyssi energetické drovné na miZsi droven, vyjma pripadu, kdy xo = 0. Trajektorie,
kterd dospéla na caru o = 0 by se mohla zastavit, energie systému se v tomto bodé
nemusi ménit. Ale protoZe Zddny bod na ¢dre o = 0 kromé bodu (x1,z5) = (0,0),

neodpovidd rovnovdinému stavu, nezastavi se na této ¢are Zadnd trajektorie vyjma bodu
(z1,x9) = (0,0). Predstava, kterou si o trajektorii muzZeme ucinit, je zachycena na obr. 4.65.
Z tohoto rozboru je zreymé, Ze vsechny trajektorie smeéruji do pocatku stavové roviny a tento
pocdtek je tedy stabilni. Vysetrili jsme tak stabilitu systému, aniz jsme resili jeho rovnice.

Rozbor, ktery jsme provedli v podstaté intuitivné objasnuje, ze jestlize zména energie
fyzikalniho systému je negativni pfi libovolném stavu (vyjma jediného singularniho bodu),
pak ubytek energie bude probihat tak dlouho, dokud stav systému nedosdhne tohoto
singularnitho bodu a tim i minimélni energie. Souhlasi to také s intuitivnim pojetim
stability. Jestlize se vSak snazime vySe ziskanou ideu pfevést do konkrétni matema-
tické metody, kterd by umoznovala zjistovani stability, vznika fada problému. Jeden
z problému je, jak urcit energii systému, ktery je zadan v ¢isté matematické podobé
diferencialnimi rovnicemi. Obecnéj$im aparatem jsou v takovém ptipadé Ljapunovovy
funkce, které v nékterych ptipadech mohou charakterizovat energii systému.

Predpokladejme t-invariantni systém popsany soustavou nelinearnich diferencialnich
rovnic

dx_

= = f(x) (4.325)
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ktery m4 jediny rovnovazny bod v pocatku soufadnic a tedy plati £(0) = 0.

Ljapunovova teorie predpokldadd nalezeni vhodné skaldrni funkce V' (x) stavovych pro-
ménnych x, které jsou také proménnymi systému (4.325). Podle vlastnosti funkce V(x) a
jejl casové derivace vzhledem k systému (4.325) lze pak posuzovat stabilitu rovnovazného
stavu. Derivaci V(x) podle ¢asu oznac¢ime W (x)

dV(x) (x) = oV dxy N OV dxs P oV dz,
dt COry At Oz At T Oz, dt

(4.326)

Dosazenim (4.325) do (4.326) dostaneme vztah pro W (x) platici na libovolné trajektorii
systému

W(x) = g—;/lfl(x) + g—;;ﬁ(x) +...+ 8;; fa(x) (4.327)

0
Oznacime-li

Cfov ov oVt

= e 4.32
grad V' (x) o 0 o (4.328)
muzeme W (x) zapsat také jako skalarni soucin gradientu a vektoru f(x)
W = (grad V(x); f(x)) = (grad V (x))"f(x) (4.329)

Definice 4.7 Ljapunovova funkce
Ljapunovova funkce je takovd skaldrni funkce V(x), kterd splnuje ndsledujici podminky

1. V(x) je spojita a md spojité proni parcidlni derivace v dané oblasti ) definované v
okoli poédtku souradnic vztahem ||x|| < a;a > 0

2. V(x) je v oblasti Q2 pozitivné definitni
3. W(x) je v oblasti Q negativné definitni pripadné semidefinitni

Ptipomenme, ze funkce F'(x) se nazyva pozitivné definitni v ur¢ité oblasti, jestlize ve
vSech bodech této oblasti je stdle kladna a jen v pocatku je rovna nule, tedy F'(x) > 0
pro x # 0 a F(0) = 0. F'(x) je pozitivné semidefinitni, jestlize F(x) > 0 a je-li nulova i
pro néjaké x # 0. F'(x) je indefinitni, jestlize ve sledované oblasti méni znaménko.

Jako Ljapunovovu funkci Ize volit rizné typy funkci. Pro libovolnou skalarni funkci
F(x) vsak neexistuje obecna metoda, pomoci niz by bylo mozno urcit definitnost funkce.
To zna¢né omezuje volbu vhodnych Ljapunovovych funkei.

Piiklad 4.46 Uved'me nékolik prikladi skaldrnich funkci a uréeme jejich definitnost
v m-rozmérném stavovém prostoru.

o V(x) = (z1 + m2)* + 23;n = 3 je pozitivné semidefinitni, protoZe je pozitivni viude
vyima v, = o = x3 =0 a v1 = —x9; 3 = 0, kdy je nulovd

o V(x) =22+ x3;n =2 je pozitivné definitni, protoZe je pozitivni vsude vyjma bodu
0, kdy je nulova
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o V(x) = 22 + 23;n = 3 je pozitivné semidefinitni, protoZe je pozitivni viude vyjma
bodu x1 = x5 = 0 a x3 je libovolné, kdy je nulovd

o V(x) = > > qijrixj;qij = qji je kvadratickd forma, kterou miZeme vyjadrit jako
j=1li=1

skaldrni soucin (x; Qx), kde Q je matice koeficienti q;;. Podle Sylvestrova teorému je

tato funkce pozitivné definitni tehdy a jen tehdy, kdyz vsechny hlavni subdeterminanty

matice Q jsou vetsi nez 0

o funkce E(xy1,x5) definovand vztahem (4.322) je pozitivné definitni

4.5.4 Veéty o stabilite

K hledani Ljapunovovy funkce se velmi ¢asto pouziva kvadraticka forma

n n

Vi(x) = Z Z i Ti%j; Qij = Gji (4.330)

j=1 i=1

Vsimnéme si, ze Ljapunovova funkce v podstaté urcitym zpusobem méri ,vzdéalenost“
stavového vektoru od pocatku stavového prostoru, a protoze jeji derivace s casem musi
byt na kazdé trajektorii negativné semidefinitni nebo dokonce negativné definitni, nemuze
tato ,,vzdalenost “ rust s casem. To pak vede k teorémum o stabilité, které uvedeme v této
kapitole.

Véta 4.8 Teorém o lokdlni stabilité

Jestlize muze bijt pro systém popsany stavovou rovnici (4.325) nalezena takovd Ljapu-
novova funkce, u které je W (x) negativné semidefinitni, pak je pocdtek stavového prostoru
lokdlné stabilni.

Teorém o lokélni stabilité si objasnime ve stavové roviné. Stavovou rovnici x = f(x)
lze pak vyjadrit

dx
d—tl = f1(9€1,$2)
(4.331)
W2 o, 2m)
dt 2 1,42

Zvolime funkci
V(x) = 2] + 25 (4.332)
Jeji derivace podle casu je

. dV dl‘l dZL‘Q

W(x) = Fr 2901@ + 2$QE (4.333)
Po dosazeni z (4.331) dostaneme
dv
W(x) = =21 f1(21, 22) + 225 fo (21, 22) (4.334)

st
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A

d
nevyhovuje d—‘t/ <0

2 t av
! vyhovuje — <0
t dt

>f; >

\ kruznice V(x) = v = konst

Obrazek 4.66: Objasnéni véty o lokdlni stabilité

Hodnota V(x) je konstantni na kruznicich se stfedem v pocatku obr. 4.66. Jestlize bude
W (x) negativné semidefinitni, pak pfi postupu po libovolné stavové trajektorii ve sméru
rustu ¢asu musime prechdzet na kruznice s mensi hodnotou V' (x) nebo alespon zustat na
nékteré kruznici. V zéddném pripadé nemuzeme prechazet na kruznice s vétsim V(x). Ta-
kovy systém by tedy vyhovoval lokédlni definici stability a byl by lokdlné stabilni vzhledem
k pocatku.
Vratme se nyni k piikladu 4.45. Pokusme se najit Ljapunovovu funkci ve formé energie
systému
x1
V(zy,x0) = E(x1,22) = lxg + /k;(u)du (4.335)

2
0

Pro libovolnou realnou pruzinu plati

x1

>0 z1#0
/k(u)du{ —0 2 =0 (4.336)
0
a funkce V' (x) je tedy pozitivné definitni. Funkce W (z1, z5) je ddna vztahem
d d
W (21, 29) = xQ% + k(:pﬂ% = —2yb(2) (4.337)

Jestlize bude b(x2) = 0 = x3b(z2) = 0, bude W(z1,z2) negativné semidefinitni (je
nulova pro kazdé xq, x2) a systém je tedy lokdlné stabilni. Vidime, ze vysledek teorému
odpovida nasim fyzikdlnim pfedstavam o chovani systému bez tfeni a definici lokalni
stability. Jestlize bude b(z3) predstavovat jakoukoliv lichou funkci s vlastnosti z2b(z2) > 0
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u(t) =0 ;|—<\j:_ g [ T2 =Y Ii x1:y>

axo

9(z) 9() [

Obrazek 4.67: Nelinearni regula¢ni systém

pii xe # 0, bude W (zy, x9) rovnéz negativné semidefinitni (W (z1,x2) = 0 pro s = 0 a
x1 # 0) a systém je opét lokalné stabilni (jde o systém, z kterého se energie ztraci). To
opét odpovida nasim predstavam, dokonce vime, ze takovy systém je lokalné asymptoticky
stabilni i globalné asymptoticky stabilni.

Véta 4.9 Teorém o lokdlni asymptotické stabilité

Jestlize muze bijt pro systém popsany stavovou rovnici (4.325) nalezena takovd Lja-
punovova funkce, u které je W(x) negativné definitni, pak je pocdtek stavového prostoru
lokdlné asymptoticky stabilni.

Piiklad 4.47 Na obr. 4.67 je nakreslen systém druhého radu s nelinedrni zpétnou vazbou.

Mdame urcit podminky, jaké musi zpétné vazby splnovat, aby byl systém pri u(t) = 0
stabilni. Stavové rovnice systému jsou
d[L‘l
dt
4.
s (4.338)

— = —g(x1) —ax
at g9(@1) 2

Predpokladdme, zZe g(x1) = 0 jen pro x1 = 0. Systém md tedy pouze jeden rovnovdiny
stav 1 = x9 = 0. Vzhledem k tomu, Ze rovnice (4.338) jsou podobné rovnicim (4.519),
pokusime se najit Ljapunovovu funkci ve tvaru podobném (4.322)

T
2 1

V(zy,z2) = % - /g(u)du (4.339)
0
Jestlize bude mit g(u) tvar obdobny jako na obr. 4.68 silné vytaZeny prubéh, tj. bude
platit ug(u) > 0 pro u # 0 a g(0) = 0, bude V(x1,x2) pozitivné definitni. Odpovidajici
W (xq,z2) je
dz dz, 9

2
i + g(%)g = —ax; (4.340)

Tato funkce je negativné semidefinitni pro a > 0. Za téchto podminek je tedy systém
lokdlné stabilni. Pri a > 0 bude W (xy,xs) (vyjma cary xo = 0) negativné definitni. Na

W(l‘l, IL‘Q) =
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této care je W(xy,x9) = 0 a pohyb systému (trajektorie) by na ni mohl koncit. Protoze
vsak na této cdre nelezi vyyma bodu x1 = xo = 0, Zadny rovnovdzny bod systému, nebude
na ni koncit Zadnd trajektorie a systém bude asymptoticky stabilni, i kdyZ ndmi nalezend
Ljapunovova funkce neodpovidd teorému o lokdlni asymptotické stabilite. Intuitivné citime,
Ze systém bude dokonce globdlné asymptoticky stabilni. Poznamenejme jesté, Ze pocatek
stavové roviny bude pro tento systém lokdlné asymptoticky stabilni, i kdyz g(x1) bude mit
prubéh zaznamenany na obr. 4.68 édrkované, protoze chovdnt funkei W (x) a V (x) zistane
stejné pro dostatecné malé okoll kolem pocdtku 0. Cdrkovany pribéh g(x,) vsak zpiisobi,
zZe systém bude mit dalsi rovnovdzné stavy, které nemusi byt stabilni.

Véta 4.10 Teorém o globdlni asymptotické stabilité

Jestlize muze bijt pro systém popsany stavovou rovnici (4.325) nalezena takovd Ljapu-
novova funkce, u které je oblast Q = R™ (celyj stavovy prostor) a V(x) — oo pro ||x|| — oo
a W(x) je negativné definitni, pak je pocdtek stavového prostoru globdlné asymptoticky
stabilnd.

Pozadavek na neohrani¢eny rust Ljapunovovy funkce pii rustu vzdalenosti ||z|| od
pocéatku si muzeme intuitivné vysveétlit na prikladu 4.45. Vime, ze pro tento systém jsme
pouzivali Ljapunovovu funkci ve formé energie systému a ¢ary odpovidajici jeji konstantni
hodnoté jsou urceny rovnici

2 7
x
v(x1,22) = E(x1,20) = 32 + / k(u)du = ¢ = konst (4.341)

0

z1
Predpoklddejme, ze k(u) je takové, ze clen [ k(u)du pfi rustu z; — oo neroste neo-
0

mezené, ale jen na néjakou konecnou hodnotu ¢ (pruzina nemuze akumulovat nekonecné

Obrazek 4.68: Prubéh nelinedrni funkce
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Cl < Ca<cy3 <y <cey<cg

Obrazek 4.69: Vysvétleni teorému o globalni stabilité

mnozstvi energie). Jestlize ¢y < ¢, nemusi byt ¢dry konstantni energie uzaviené tak jako
na obr. 4.65, ale mohou mit tvar jako na obr. 4.69. V takovém pripadé muze byt pocatek
lokalné asymptoticky stabilni, ale ne globalné stabilni. Pti dostatecné velkém x;, muze
totiz probihat ze stavu s velkou energii ke stavum s nizsi energii tak, Zze mine pocatek
soufadnic. Podminky teorému o globalni stabilité takovou moznost vylucuji.

Piiklad 4.48 Ndsledujici rovnice popisuji pohyb druZice okolo hlavnich os setrvacnosti

obr. 4.70

dw,
Jx? - (Jy - Jz)wywz = Ma:
d
y% - (Jz - Ja&)wxwz = My (4342)
dw,
JZE - (Jx - Jy)wxwy = Mz

kde Jy,Jy,J. jsou momenty setrvacnosti druZice kolem hlavnich o0s, wy,wy,w, jsou
uhlové rychlosti kolem hlavnich os a My, My, M, jsou vnéjsi kroutici momenty kolem
hlavnich os. DruZice se muze nevhodné otdacet kolem téchto hlavnich os, a proto chceme
jeji pohyb stabilizovat tak, Ze vnéjsi momenty vyvolané raketovymi motory ucinime zdvislé

Ay

>4k
N
SV il

L Pl K

Obrazek 4.70: Rizend druzice
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na uhlovych rychlostech podle rovnic

M, = —k,w,
M, = —kyw, (4.343)
Mz = _kzwz

Otadzka je, za jakych podminek bude takovy systém stabilni. Stavové rovnice systému s uvd-
zenim rizent jsou

dw,, 1

T = J—x[—kmwx + (Jy — Jo)wyw,]

Aoy g (= )wsw] 4.344
o = b U = (4344
dw, 1

az = z[_kzwz + (Jo — Jy)wwwy]

Rouvnice jsou nelinedarni vzhledem k pritomnosti nasobeni stavovych velicin. Systém mad
jediny rovnovdzny stav w, = w, = w, = 0. Rovnice (4.344) muZeme zapsat rovnéz ve tvaru

d
d_a: _ A(w)w (4.345)
kde
x J Z
Ty —Fws wz

Pro Ljapunovovu funkci zvolime pozitivné definitni kvadratickou formu, kterou mizZeme
zapsat jako skaldrni soucin w a Qw

V(w) = (w, Qw) (4.347)
Zvolime
J2 0 0
Q=0 J 0 (4.348)
0 0 J2

a dostaneme
V(w) = Jowl + Jow + J2w? (4.349)

Odpovidagici funkce W (w) je

dv dw dw
W(w) = T <E’ Qw> + <W7 QE> (4.350)



132 Rizeni a regulace II

S vyuzitim (4.345) dostaneme
W(w) = (A(w)w, Qw) + (w, QA (w)w) = [A(w)w]" Quw + W' QA (w)w =

= wI'AT(W)Qw + W QA (wW)w (4.351)
Tuto rovnici lze také zapsat ve tvaru
W(w) = (w, [AT(w)Q + QA(w)|w) = —(w, Pw) (4.352)
kde
P=—-[AT(w)Q + QA(w)] (4.353)
Dosadime-li z predchozich rovnic, dostaneme
2k, J, 0 0
P = 0 2k,J, 0 (4.354)

0 0 2k, J,

Pri pozitivnich hodnotdch ki, ky, k., bude tedy W(w) negativné definitni v celém sta-
vovém prostoru, a tak tedy bude i nds systém (druzice plus navrieny stabilizdator) globdlné
asymptoticky stabilni.

4.5.5 Volba Ljapunovovy funkce

V predchozich kapitolach jsme uvedli nékolik ptikladi, ve kterych jsme dokazali nalézt
Ljapunovovu funkci k vySettovanym systémum. Volba funkce byla provedena pouze na
zakladé analogie a zkuSenosti. Neexistuje totiz jednoduchd a spolehlivd metoda, které
by umoznila stanovit vhodnou Ljapunovovu funkci k libovolnému nelinedrnimu systému.
Volba Ljapunovovy funkce ve tvaru kvadratické formy obecné selhava a vyhovi jen ome-
zenému poctu specidlnich piipadu. Existuje fada metod pro generovani Ljapunovovy
funkce, pro specidlni rovnice dokonce i nékteré metody obecné. Jejich praktické pouziti
je vsak pomérné obtizné. V dalsim si v§imneme jen nékterych metod, které lze prakticky
pouzit. Jednu z nich jsme jiz v predchozich kapitolach aplikovali. Byla to metoda vytvoteni
Ljapunovovy funkce podle fyzikdlni energetické analogie. Tato metoda je vhodna pro
systémy nizstho radu.

Krasovského metoda

Pro systém popsany rovnici (4.325) lze nalézt Ljapunovovu funkci ve tvaru obecné
kvadratické formy

V) = 3 lidy = (L) (4.355)

kde f; jsou obecné nelinedrni funkce z pravé strany rovnice (4.325). Symetrickou matici L
zvolime tak, ze bude pozitivné definitni. Pak bude i V(x) pozitivné definitni. Pro W (x)

plati
df df
W(x) = <a, Lf> + <f;La> (4.356)
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Obrazek 4.71: Nelinearni regula¢ni systém

kde
df of dx
U xd (4.357)
a
O Oh Oh
8.’171 61’2 o a.ﬁlfn
s |02 on  on
0, 0f,  0f
| Jxy Oz Oz
je Jacobian systému. Po dosazeni (4.325),(4.357) a (4.358) do (4.356) dostaneme
W(x) = (Jf; Lf) + (f; LIf) = (J£)'Lf + fTLIf = f7J'Lf + fTLIf = (4359)
= f1(JTL + LI)f = £ Tf = (f; Tf) '
kde
T=J'L+LJ (4.360)

Aby bylo W (x) negativné definitni staci, aby matice —T byla pozitivné definitni, ¢imz
si zajistime globalni stabilitu systému. Z tohoto pozadavku pak vyplyne, jaké podminky
musi parametry systému splnovat, aby bylo dosazeno globalni stability. Problém si ob-
jasnime prikladem.

Piiklad 4.49 Pro systém z obr. .71 je treba zjistit, jaké poZadavky musi splnovat neli-
nearita, aby byl systém globdlné stabilni.
Stavové rovnice sestavime ve tvaru
dxy
At
dxs
At

= 3 = fi(z1, 22) (4.361)

= —f(29) — Wiy = folwy, 1)



134 Rizeni a regulace II

Aby byly splnény podminky kladené na rovnici (4.325), must platit, Ze f(x) # 0 pro
x#0 a f(0)=0. Ljapunovovu funkci zvolime podle (4.355)

A58
Vi(x) = [fif] [ (2) & } [ ji; } = %luff + 3122f22 (4.362)

2
Po dosazent ze stavovych rovnic dostaneme

1 1 )

V(X) = §l11l‘§ -+ §l22 [f(ZL‘Q) + w%xl] (4363)

Wi = 0 g ) + i) {

df(xg) d.TQ (,u2 d.ﬁlfl
dey  dt O dt

= l11~732[_f(372) - ngl] —+ l22 [f(l’g) + w%xl] |:— df(372) (f(ﬂ?g) + ngl) + w§$2:| :(4364)

d.CL’Q
df(z2)
d.CL’Q

= (=1 + loowp) (f (x2) + wha1 )z — oo [f (z2) + whas]?

Zvolime-li 11, = w% a lyy = 1, dostaneme
_df(%)
dZL‘Q

Postacujici podminkou pro globdlni stabilitu systému je, Ze W(x) je negativné definitni
v celém stavovém prostoru. Je tedy treba, aby platilo

W(x) = [F () + i ? (4.365)

i) (4.366)

dl‘g

pro libovolné xo. Lze vsak dokdzat, Ze tento poZadavek na f(xq) je zbytecné prisny, protoze
lze nalézt jinymi metodami i jiné Ljapunovovy funkce, podle kterych bude tento systém
stabilnd © pri nesplnéni vijse uvedené podminky pro f(xs).

Metoda variabilniho gradientu

V predchozich piipadech byly Ljapunovovy funkce vhodné zvoleny. Ruzné teorémy
dokazuji existenci Ljapunovovych funkei pro stabilni systémy. Jde o to takovou funkci
nalézt. Jednou z metod, podle které lze vhodnou Ljapunovovu funkei vypoéitat (tedy
urcit jeji tvar, nejen koeficienty) je metoda variabilntho gradientu.

Jestlize u systému existuje Ljapunovova funkce (skaldrni funkce vektorového argu-
mentu), musi u néj existovat také gradient této funkce. (Volné feceno je gradient V(x)
vektor, jehoz , velikost“ uddva zménu V(x) ve ,,sméru“ tohoto vektoru.)

OV T

8.’171

ov

ov ov ov —
radV(x)=—e + —ey+...+—e, = | Oz 4.367
g ( ) 8x1 ! 8902 2 al‘n :2 ( )
ov
o0x,,
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kde zy,xo, ..., x, jsou souradnice vektoru x v normalni bazi e;, es, ..., e, prostoru R".
Princip metody spoc¢ivd v tom, ze podle urcitého systému volime gradient V' (x), ze
kterého pak vypocitame V (x). Z rovnice (4.329) vime, ze plati

W(x) = d‘gix) — (grad V(x); f(x)) = <grad V(x); i—’;> (4.368)
a tedy
V(x) = /(grad V; dx) (4.369)

Tento vztah predstavuje kiivkovy integrél funkce W (x) z pocitku do zvoleného bodu x
stavového prostoru. Aby bylo mozné V(x) vypocitat jednoznacné, nesmi vysledek zaviset
na zvolené cesté integrace. K tomu je nutné a postacujici

o ., . 0 [oV o [oV
Vi,j=1,2,....,n i #j P (a—x])—a—x](axl) (4.370)

Pii splnéni této podminky si muzeme vybrat napf. integra¢ni cestu postupné ve smeéru
jednotlivych vektoru béaze

T T2 In
0 0 0
V(x) = / Sl du1+/ = dus+.. .+ z du,(4.371)
0 61‘1 (u1,0,0,...,0) 0 61‘2 (21,u2,0,...,0) 0 ax" (21,22,23,...,un)
v s o 3 B
kde 3 udavé hodnotu i-té souradnice vektoru grad V' (x) v bodé x o soufadnicich
x‘.
vl (z1,22,...,Tn)

T1,X2y...,Tp.
Nyni prejdéme k vlastni volbé gradientu. Ptedpokladejme, ze slozky gradientu jsou ve
tvaru uréeném rovnici

erad V(x) = ox (4.372)
kde
a(x) ap(x) ... anp(x)
. 0421.(X) 0422'(X) 04271.(X) (4.373)
(%) () - a(x)

Gradient tedy obsahuje neurcité koeficienty, které jsou funkci stavového vektoru. Je vyhodné
jednotlivé koeficienty rozdélit na ¢dst konstantni a ¢ast proménnou, zavisejici na x, t.j.

i = af; + aj;(x) (4.374)
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kde index ¢ oznacuje konstantni a index v proménnou ¢ast. Déle je vhodné zvolit koefici-
enty af; zavislé pouze na slozce x; stavového vektoru, vsechny ostatni slozky vybrat tak,
aby nezalezely na slozce x, a a,, = 1. Matice a ma pak tvar

aof; +a¥y(z1) ofy + afy(z1,22,.. . n—1) ... of, +aof, (T1,22,...,%n-1)
Oé§1+a12)1($1,$27...71‘n71) Oé§2+0412)2($2) agn—’—agn(xlvx?v"'vxn*l)
a= . . . (4.375)
aly +api(z1,m2,...,Tn_1) 0y +al,(r1,T2,...,Tn-1) ... 1

Jestlize tedy zvolime matici a tak, jak bylo popsano, je postup urceni Ljapunovovy
funkce nasledujici:

1. predpokladdme, ze gradient je urcen rovnici (4.372)
2. uré¢ime W = (grad V' (x); f)

3. na zékladé podminek nezdvislosti na integracni cesté (4.370) volime neurcité koefi-
cienty tak, aby W byla alespon negativné semidefinitni

4. integraci (4.371) uréime funkci V' (x) a stanovime jeji definitnost

Postup si objasnime na piikladé

Piiklad 4.50 Mame urcit Ljapunovovu funkci pro systém z prikladu 4.47. Stavové rov-
nice systému jsou

d.ﬁlfl "

=

dt (4.376)
oy _ _ (x1) — ax

dt g\ 1 2

Podle (4.372) a (4.375) gradient bude

[O‘(fl + o/{l(xl)]xl + [O‘(fz + aqu(xl)]@ ]
dV = 4.377
sra { [afy + afy(x1)]21 + 22 ( )
Funkce W (x) je podle (4.368)
W = {[af;, + afy(v1)]71 + [afy + afy(@1)] T2} wa+
+ {lag, + agy (z1)]v1 + 2o }H{—g(z1) — aza} =
T 4.378
= |:O‘§1 + ajy(z1) — aas; — aagy, (11) — g(x 1)} L1T2— ( )
1
- [0451 + a§1($1)]$19($1) - [a —afy — 0‘11}2@1)]@
Podle (4.370) musime zarucit, Ze plati
o [0V . Y o [0V . J .,
s (8—331) = ajy + afy(1y) = P (8—332) = Qg + 8—:ﬁ[a2l(x1)x1] (4.379)
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Zvolme afy = afy = oy, = a5, = 0. Tim dojde ke zjednodusent

gradV = [ [af; + 0;11)1@1)]551 ]
’ @) (4.380)
x
W = {afl + ajy(z1) — ga: ! } T1T9 — axy
1
Dalsiho zjednoduseni dosihneme volbou af, =0, af;(x1) = g(;ll)
gradV = [ g(x) }
L2 (4.381)
W = —az}
W je tedy negativné semidefinitni pri a > 0. Provedeme integraci podle (4.371)
1 xr2 Tl ZE2
Vi(x) = /g(m)dul +/quuz = /g(ul)dul + 52 (4.382)
0 0 0

Pokud plati g(uy)u; > 0 pro uy # 0 a g(0) = 0 je V(x) pozitivné definitni a je to tedy
Ljapunovova funkce. Obvod je tedy lokdlné stabilni.

4.5.6 Popovovo kritérium stability

Popovovo kritérium je velmi
vyhodné pro praxi, protoze k vySetieni
stability pouzivd bézné znamych ¢ =0 oo € f(e) z F(p)
frekvencnich charakteristik linearni -
casti systému. V zakladni verzi je
mozno Popovovo kritérium pouzit

pouze pro systémy, které maji Qbrazek 4.72: Zskladn konfigurace regulacniho

konfiguraci uvedenou na obr. 4.72,  systému pro pouziti Popovova kritéria stability
nebo mohou byt na takovou konfi-

guraci prevedeny. Kritérium je tedy pouzitelné pro nerizené
t-invariantni systémy, které mohou byt rozdéleny na linedrni ¢ast a nelinearni cast
popsanou funkénim ptredpisem x = f(e). Navic musi byt splnény nésledujici podminky:
Pro nelinearitu musi platit:

a) F(0) =0 (4.383)

\ 4

b) Ma-li F(p) pdly jen s negativni redlnou casti (tzv. zdkladni piipad), musi nelinearita
spliiovat podminku
e
Ogmgk, e#0 (4.384)
e
To znamenad, ze prevodni charakteristika nelinearity muze lezet kdekoliv v sektoru
ohraniceném osou usecek a primkou o smérnici k, viz obr. 4.73.
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c) M&-1i F(p) néjaké pdly na imagindrni ose a zadné poly s pozitivni redlnou ¢asti (tzv.
kriticky piipad), plati pro nelinearitu podminka

0<@gk, e£0 (4.385)

Pro operdtorovy prenos F'(p) musi navic v kritickém piipadé platit nasledujici omezeni.
Nahradime-li nelinearni funkci f(e) linedrni funkci f(e) = de, nesmi byt uzaviena
smycka z obr. 4.72 nestabilni pro § — 0+, tj. poly uzaviené smycky musi byt pro malé
hodnoty § v levé poloroviné komplexni roviny.

Za téchto podminek muzeme formulovat nasledujici teorém:

Véta 4.11 Popovuv teorém

Nelinearni systém vyhovugici vyse uvedenym podminkdm je globdlné asymptoticky sta-
bilni tehdy, existuje-li libovolné redlné cislo q takové, Ze nerovnost

R{(1 + jwq)F(jw)} + % >0 (4.386)

kde F(jw) je frekvencni charakteristika linedrni ¢dsti systému a k je smérnice primky
omezugici nelinearitu, je spinéna pro vsechna w > 0.

Popovuv teorém predstavuje podminku postacujici pro globalni asymptotickou stabi-
litu, jeho nesplnéni tedy neznamena nestabilitu systému. Podminky Popovova teorému
zajistuji, Ze systém ma jediny rovnovazny stav, pii kterém e = 0. Platnost podminky
(4.384) se obvykle zjistuje graficky. Redlnou ¢ést z nerovnosti (4.384) muzeme upravit

(
R{ + jwg) F(jw)} = R{(1 + jwg)[RF (jw) + jSF(jw)]} =

R (o) — qSF(jw) (4.387)

A f(e) ke

S 7

Obrazek 4.73: Sektor, ve kterém se muze nachézet nelinearita pii pouziti Popovova
kritéria stability
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Oznac¢ime-li

RF(jw) =X

4.388
wSF(jw) =Y ( )
muzeme nerovnost (4.384) prepsat do tvaru
1
X—qV +->0 (4.389) >
k Re

Zmeénime-li v nerovnici (4.389) znaménko ne-
rovnosti na rovnost, dostavame v soutfadnicich
X, Y rovnici tzv. Popovovy primky

1
X—qgV +-=0 4.390
¥ + - ( ) 0=0

1

Tato pfimka m& smérnici ;@ vytind na ose X

Obrazek 4.74: Zjistovani stabilita

usek —%. Vyneseme-li nyni do téchto souradnic A
podle Popovova kritéria

pro ur¢ité w bod o soufadnicich X (w),Y (w)
podle rovnic (4.388) a bude-li tento bod lezet
vpravo od Popovovy piimky, pak pro toto w bude ziejmé nerovnost (4.389), a tedy
i (4.384), splnéna. Provedeme-li tento test pro v8echna w > 0, dostaneme v roviné
X,Y hodograf, jehoz parametrem bude w. Ztotoznime-li nyni osu X resp. Y s realnou
resp. imaginarni osou, muzeme vyse uvedeny hodograf chapat jako jakousi modifikovanou
frekvenéni charakteristiku, kterou oznaéime F™*(jw)

F*(jw) = RF(jw) + JwSSF(jw) (4.391)
Popovuv teorém pak muzeme formulovat nasledovné:

Veéta 4.12 Nelinedrni systém vyhovujici podminkdm Popovova kritéria je globalné asympto-

ticky stabilni tehdy, jestlize lze bodem —i na rediné ose vést primku tak, Ze modifikovand

i
frekvencni charakteristika F*(jw) lezi pro vSechna w > 0 napravo od této primky, viz.

obr. 4.74.

Priklad 4.51 Na obr. /.75 je nakreslen reléovy regulacni obvod. Je zapotrebi stanovit,
jaké podminky musi splnovat nelinearita, aby systém byl globdlné asymptoticky stabilni
pTi nulovém vstupnim signdlu.

Modifikovand frekvencnd charakteristika systému je uréena vyrazem F*(jw), u kterého
plati

1—0,17w?
(1 +0,25w?)(1 + 0,04w?)(1 + 0,01w?)
—0,8w? + 0,01w?

(14 0,25w?)(1 + 0,04w?)(1 + 0,01w?)

Nacrt modifikované frekvencéni charakteristiky je wveden na obr. 4.76. Z rovnice
SF*(jw) = 0 dostdvame w = 8,94, po dosazeni této frekvence do REF*(jw) dostdvame
a = RF*(j8,94) = —0,08 = —=. Tedy k = 12,5. Aby byl systém globdlné asymptoticky
stabilnt, stact, aby nelinearita spliovala podminku % < 12,5. Nesplnéni této podminky
vsak neznamend, Ze by systém musel byt nutné nestabilni.

RE*(jw) = RF(jw) =

(4.392)

SF*(jw) = wSF(jw) =



140 Rizeni a regulace II

M 1 y
-m
m (07517 1)(07217 1)(07117 1)

v

Obrazek 4.75: Regulacni obvod z prikladu 4.51

Alm

Obrazek 4.76: Modifikovana frekvencni charakteristika systému z ptikladu 4.51

K pouziti Popovova kritéria je zapotiebi systém upravit tak, aby vyhovoval podminkam
kritéria. K tomu se ¢asto pouziva jednoduché transformacni techniky, ktera prevede
systém do tvaru pouzitelného pro Popovovo kritérium.

Transformace posouvajici pdly
Systém na obr. 4.72 muze byt upraven podle obr. 4.77. Provedenou upravou se neméni

jeho vlastnosti, zméni se vsak operatorovy prenos linearni ¢asti

Fu(p) = #Z;)(p) (4.393)

a zmeéni se i nelinearita, pro kterou plati

ze = f(e) —ae = f,(e) (4.394)

Jestlize puvodni nelinearita byla v sektoru omezeném piimkami se smérnicemi ky a ko,
bude nova nelinearita v sektoru omezeném primkami se smérnicemi k1 — a a kg — a.

Transformace ménici tvar nelinearity

Systém z obr. 4.72 muze byt upraven podle obr. 4.78, aniz by se zménilo jeho chovani.
Tato transformace zméni tvar nelinearity, ale pokud je F(p) raciondlni lomend funkce,
nemeéni se jeji pély. Vyslednou nelinearitu f.(e) ziskdme fesenim rovnice

z. = fe — x.0) (4.395)
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Obrazek 4.78: Transformace nelinearity

Linearni ¢ast ma operatorovy ptenos
Fe(p) =F(p) —c (4.396)

Je-li puvodni nelinearita uvniti sektoru omezeného piimkami se smérnicemi a a b, bude

transformovand nelinearita uvniti sektoru se smérnicemi —%— a —2

1+ac 1+bc”

4.5.7 Veéty o nestabilité

Vsechny dosud diskutované metody poskytovaly moznost ovérit, zda je splnéna pod-
minka postacujici k dosazeni stability. Nesplnéni nalezené podminky pak automaticky
neznamena nestabilitu systému. V nékterych pripadech je naopak uzitecné ovérit za jakych
podminek bude systém nestabilni. Uvedeme proto nyni ve struénosti zékladni metody pro
vySetieni nestability.

Véta 4.13 Cetajevova véta o nestabilité
Necht systém (4.525) md rovnovdiny stav v pocdtku stavového prostoru a necht funkce
V(x) md spojitou pruni derivaci a plati

e V(0)=0
e pro libovolné malé € > 0 existuje bod x takovy, Ze ||x|| < e a V(x) >0

e cuistuje takové 0-okoli pocdtku souradnic Bs = {x € R"|||z|| < d}, Ze pro kazdé

dVv
x € U, kde U = {x € Bs|V(x) > 0}, plati (x) >0
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Pak je rovnovdzny bod v pocdtku stavového prostoru nestabilni.

Piiklad 4.52 Predpoklddejme systém popsany stavovymi rovnicemi

d[L‘l
Fre x1 + g1(z1, 22)
(4.397)

d
% = —oy + ga(T1, T2)

kde nelinedrni funkce gy, go spliugi podminku

g1 (21, 22)| < k(a} + 23)

4.398
ga(e1, 72)] < k(a2 + 22) (4.3%)

na oblasti D zahrnugici pocdatek stavové roviny. Je zrejmé, Ze systém md rovnovdzny bod
v pocdtku stavové roviny. Chceme zjistit, zda je tento rovnovdzny bod stabilni.
Zvolme funkci

1
V(x) = =(x] — 23) (4.399)
Pro x5 = 0 je V(x) > 0 libovolné blizko pocatku. Derivace funkce V' na stavové trajektorii
Je

dV(x) . da; . ds
A T dt

Velikost clenu x1g1 (w1, x2) — x2g2(x1, o) spliiuje nerovnost

= 27 + 15 + 2191 (71, T2) — Taga(T1, T2) (4.400)

‘1’191(371,56’2) - 1’292(371,56’2)‘ < |37191(3717552)| + ‘55292(3717552” < (4 401)
< (|21] + |wa| (2 + 23) < 2k(a? + 23)? '

a proto

d‘gix> > 22 + 22 — 2k(2? + 23)7 = (22 + 22) (1 - %m) (4.402)

Je ziejmé, Ze zvolime-li § takové, Ze Bs C D a 6 < = budou podminky véty 4.13

2%
spinény a rovnovdzny bod je tedy nestabilni.

Véta 4.14 Prouni Ljapunovova véta o nestabilité

Necht systém (4.325) md rovnovdziny stav v poédtku stavového prostoru. Jestlize existuge
spojitd funkce V(x) se spojitou proni derivaci takovd, Ze v oblasti D zahrnujici pocdtek
plati

e V(0)=0

dV (x)
dt

e V(x) neni negativné definitni nebo semidefinitni v libovolné malém e okoli poédtku
stavového prostoru

je pozitivné definitni



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 143

pak je rovnovazny bod v pocdtku stavového prostoru nestabilni.

Piiklad 4.53 Predpokladejme systém popsany stavovymi rovnicems

dx
d—tl = o + 21 (2] + 23)
(4.403)
dos _ —1 + Ta(a] + 75)
dt
Cheeme zjistit, zda je rovnovazny bod (0,0) stabilnd.
Pokud provedeme linearizaci kolem rovnovdzného stavu (0,0), dostaneme
d[L‘l
- = x2
dt
ds (4.404)
bl N,
dt '

Vlastni ¢isla systému jsou 7 a o stabilité nelze tedy rozhodnout na zdkladé linearizace.
Zvolme funkci

V(x) = 2] + 25 (4.405)
Jeji derivace je

dV (x) dz; dzs
S = 2m 2 = 2(x3 4 23)(2? + x3) (4.406)

Je ziejmé, ze V(x) i V(X) je pozitivné definitni. Jsou tedy splnény podminky véty 4.1/ a
rovnovazny stav systému je nestabilni.

Véta 4.15 Druhd Ljapunovova véta o nestabilité

Necht systém (4.325) md rovnovdziny stav v poédtku stavového prostoru. Jestlize existugje
spojitd funkce V(x) se spojitou pruni derivaci takovd, Ze v oblasti D zahrnujici pocdtek
plat?

e V(0)=0

dV (x)
* T

= \V(x) + W(x), kde A\ > 0 a W(x) je pozitivné semidefinitni

o V(x) neni negativné definitni nebo semidefinitni v libovolné malém e okoli pocdtku
stavového prostoru

pak je rovnovdzny bod v pocdtku stavového prostoru nestabilni.

Piiklad 4.54 UvazZujme systém popsany rovnicems

dzy
dt

dz,
dt

=x1 + 229 + xlxg
(4.407)
=211 + 29 — x%xz
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Cheeme zjistit, zda je rovnovazny stav (0,0) stabilni.
Zvolime

V(x) = 2] — 25 (4.408)

Tato funkce nent sice pozitivné definitni, avsak neni ani negativné definitni na libovolné
malém okoli pocatku stavového prostoru (muze nabyvat kladnych hodnot napt. pro xs =0)
Jeji derivace je

—— = 21— — 2wy—— = 227 — 275 + drix; = 2V (x) + daia; (4.409)

Vzhledem k tomu, Ze wijraz 42223 je pozitivné semidefinitni, jsou splnény podminky véty
4.15 a rovnovdzny bod je mestabilni.
4.5.8 Shrnuti kapitoly 4.5

Stabilita nelinearnich systému je mnohem komplikovanéjsi pojem, nez v piipadé li-
nearnich systému. Uvedli jsme nékolik definic stability, které se vsechny pouzivaji v prak-
tickych ptipadech. Dle uvedenych definic lze ¢asto za stabilni povazovat i takové chovani
systému, které odpovidd meznimu cyklu. Zakladni metodou vySetfovani stability ne-
linearnich systému je pouziti Ljapunovovy funkce. Jeji volba neni ¢asto jednoducha avsak
v fadé pripadu lze vyuzit volby Ljapunovovy funkce na zdkladé sledovani energetické
bilance systému. Ljapunovova metoda pak umoznuje urcit postacujici podminky pro
dosazeni stability nelinedrniho systému.

4.5.9 Kontrolni otdzky pro kapitolu 4.5

1. Jaky je rozdil mezi prvni a druhou Ljapunovovu metodou?
2. Jaké pozadavky musi splnovat Ljapunovova funkce?

3. Pokud se ndm nepodaii najit vhodnou Ljapunovovu funkci, znamena to, ze je systém
nestabilni?

4. Muze byt systém, ktery nema rovnovazny stav asymptoticky stabilni?

Spravné odpoveédi jsou uvedeny v dodatku A.

4.5.10 Resené priklady pro kapitolu 4.5

Priiklad 4.55 V prikladée 4.6 jsme se zabyvali vypoctem rovnovazngch stavi obvodu s
tunelovou diodou. Nyni urcime, zda jsou rovnovdzné stavy systému stabilni. Pokud budeme
wvazovat aprorimaci voltampérové charakteristiky tunelové diody

h(uc) = [17,76uc — 103,79u? + 229,62u?, — 226,31ug, + 83,72u2|10~3 (4.410)

kde up = uc (obr. 4.4) a dalsi parametry obvodu jsou U = 1,2V, R = 1,5kQ, C = 2pF a
L = 5uH, uréime rovnovdzné stavy numerickym tesenim rovnice (4.28). Fyzikdlni vijznam
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magi pouze redlné hodnoty uco. Po dosazeni do vztahu (4.27) pak dostaneme prislusné
hodnoty proudu v rovnovdzném stavu irg. Rovnovdziné stavy tedy jsou

xo = {(uco;iro)} = {(0,063;0,758 - 107?), (0,285; 0,61 - 107%), (0,884;0,21 - 107%)} (4.411)

Stabilitu uréime proni Ljapunovovou metodou. Budeme tedy vychdzet z linearizace systému
v okoli jednotlivijch rovnovaznych stavi. Linearizaci jsme jiz vypocetli behem prikladu 4.12,
kde jsme ziskali matici systému pro linedrni nahradu ve tvaru

ofi  Ofi
2 dh
Ouc  0i, —0,5 - 10127(“0) 0,5-10"2
2 Cr —0,2 - 109 —-0,3-10°
auc 8'LL UC0,8L0 ueo (4.412)
-5. 106M 5.108
=10° duc
-2 —3000
uco
kde
dh(uc) 2 3 471103
e = [17,76 — 207,58uc + 688,86us — 905,24ug, + 418,6uc]10 (4.413)

Pro posouzeni stability vypocteme vlastni cisla linedrni ndhrady v kaZdém z rovnovaznych
stavi

[ —35984 5.106

ucor = 0,063 A =10° Aip = =357 Ay =—0,33
-2 —3000
[ 18207 5106

ucor = 0,285 A =10° Ao = 1,77 Mg = —0,25  (4.414)
| -2 —3000

0884 A —10° 12T 510 A 133 A 0.4
Uu = VU, = = —1, = —U,
€03 -2 —3000 1 #

Vidime, Ze linedrni ndhrada je v pronim a tretim pripadé stabilni (vlastni ¢isla matice
systému jsou v levé poloroviné), zatimco v druhém pripadé je ndhrada mestabilni. Na
zdkladé prund Ljapunovovy metody lze tedy Tici, Ze v okoli rovnovdznijch stavi (0,063; 0,758
1073) a (0,884;0,21 - 1073) je systém lokdlné asymptoticky stabilnd, zatimco v okoli rov-
novdzného stavu (0,285;0,61 - 1073) nend lokdine asymptoticky stabilni. U veseného ob-
vodu se zjisténé vlastnosti prakticky vyuZiva — jednd se o bistabilni obvod, jehoZ stav lze
ridit pulsy napéti U. Pokud zvysime tidici napéti U o dostatecné velkou hodnotu AU
(obr. 4.79), dojde k prechodu do stavu Xo3. Podminkou je, Ze zména fidictho napéti trvd
po dostatecne dlouhou dobu. Jestlize Tidici napéti naopak na okamzik sniZime hodnotu
AU, prejde systém do stavu X¢1. V dosaZenych stavech pak setrvd, i kdyz se tidici napéti
vrdti zpét na pivodni hodnotu. Této vlastnosti bylo ditve uZivdno v pamétovijch obvodech.
Casovyj pribéh napéti na diodé je pak zobrazen na obr. 4.80.
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|

—0,5 -

~

~o_U—AU

Obrazek 4.79: Charakteristika bistabilniho obvodu s tunelovou diodou

utv) up|[V]
2,0 +

’ 1,0
1,8 T 0.9 | Ucos = 0,884V
1,6 1T 0 8 a
1,4 +

) 0’7 i

U

1 R e XY TPS [IETETRCPETPrCN PEPPRPPPTR N X R TP TRTIES:
LO+ 05+
08+ 04+
06 + 0,3 4+
04+ 024
0,2+ 0,1+ Up uco1 = 0,063V

0+~ 0 % % % % % % % \ % tins]

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Obrazek 4.80: Napéti na tunelové diodé béhem prechodu mezi rovnovaznymi stavy

Piiklad 4.56 Predpoklddejme nelinedrni dynamicky systém popsany stavovymi rovni-
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Y
Y

1
f(e) (p—1)(p+2)(p+3)

Obrazek 4.81: Blokové schema systému z prikladu 4.57

cemi
d
ﬂ = —6.1’1 —+ 233‘2
dt (4.415)
% = 21, — 619 — 223
dt - 1 2 2

Systém md rovnovainy stav v pocdtku stavové roviny. Chceme urcit, zda je tento rov-
novdzny stav stabilni. Pro nalezeni Ljapunovovy funkce pouzijeme Krasovského metodu.
Jacobiho matice systému je

of of
61’1 8372 —6 2
J= = 4.416
o op |12 -] e
8901 8@
Pokud zvolime matict L jako jednotkovou dostaneme
T | —12 4
T=JL+LJ= [ 4 12— 1242 (4.417)

Na zdkladé Sylvestrova kritéria je zreymé, Ze matice T je negativné definitni pro libovolnou
hodnotu x5. Podle Krasovského metody mizZeme tedy Ljapunovovu funkci zvolit jako

V(x) = (f; Lf) = f7f = (=62, + 219)* + (21, — 629 — 223)? (4.418)
Nalezli jsme tedy pozitivné definitni Ljapunovovu funkci, jejiz ¢asovd derivace je na zdkladé
Krasovského metody negativné definitni, a vzhledem k tomu, Ze | 1|i‘m V(x) = oo, je

X||—00

rovnovazny stav v pocatku stavové roviny globalné asymptoticky stabilni.

Piiklad 4.57 Na obr. 4.81 je zakresleno blokové schema nelinedarniho systému. Chceme
urcit, jaké postacujici podminky musi splriovat nelinearita f(e), aby bylo dosazeno globdlni
asymptotické stability.
Pro overeni stability pouzijeme Popovovo kritérium. Vzhledem k tomu, Ze linedrni ¢dst
systému
1

= e 2+ (4419
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RE(jw)

10 L
Obrazek 4.82: Modifikovand frekvenéni charakteristika F*(jw) systému z piikladu 4.57

je nestabilni, nelze Popovovo kritérium pouZit primo. Systém nejdrive upravime transfor-
maci posouvajici poly systému

_ F(p 1 B 1
1+aF(p) (p-@+2)p+3)+a pPP+4pPP+p—6+a

Fulp) (4.420)

Pripustné hodnoty parametru a snadno urc¢ime pomoci Hurwitzova kritéria stability

H:{af6 ” (4.421)

D1:4 DQZ]_O—(J,

Vidime, Ze prenos F,(p) bude stabilni pro 6 < a < 10. Zvolime-li a = 6 dostaneme systém
na mezi stability
1

4.492
p(p> +4p+1) ( )

Fu(p) =

Modifikovand frekvencéni charakteristika F(jw) je zakreslena na obr. .82, pricemz Po-
povova primka je vykreslena ¢arkované. Polohu pruseciku uréime z rovnice

w2 —1

S U) = a1~

(4.423)
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odkud dostaneme w = 1. Dosazenim do redlné casti modifikované frekvencni charakteris-
tiky pak ziskame

—4 1
RE (jw)pe1 = | —————— =—0,25 = —— 4.424
) = (st ! (1.421)
Aby byl tedy systém stabilni, musi platit, Ze modifikovand nelinearita f,(e) se musi nachdzet
v sektoru 0 < ﬁ“T(e) < 4. ProtoZe jsme uvaZovali hodnotu parametru a = 6, musi pro
puvodni nelinearitu platit

f(e)

6 <2 <10 (4.425)
e

4.5.11 Neresené priklady pro kapitolu 4.5

Piiklad 4.58 Pro systém uvedeny na blokovém schématu obr. /.83 urcete maximdlni
moznou hodnotu M, tak aby systém byl globdlné asymptoticky stabilni.

u=0 M‘ r . Y
> 1] E p(pP+p?+2p+1)

Obrazek 4.83: Blokové schema systému z piikladu 4.58

Priklad 4.59 Systém je popsan rovnici

d
d—f = az + ba® (4.426)

Pomoci pruni Ljapunovovy metody rozhodnéte, pro jaké hodnoty parametru a je rov-
novdazny stav x = 0 lokdlné asymptoticky stabilni.

Piiklad 4.60 Metodou variabilniho gradientu rozhodnéte, zda je systém

dl’l

o o A

da (4.427)
d—tz = —2x9 + 22,22

stabilni v okoli rovnovdiného stavu x1 = 9 = 0.
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5 Rizeni nelinearnich systémai

5.1 Rizeni v okoli zvoleného pracovniho bodu
5.1.1 Motivace

Béhem kurzu Regulace a tizeni I byla diskutovana rada metod pro navrh regulatoru pro
linedrni systém. Tyto metody nemohou byt pouzity pfimo pro navrh fizeni nelinedrnich
systému. V tadé ptipadu vSsak budeme fesit takové tlohy, kde regulace ma probihat
v blizkosti zvoleného pracovniho bodu. Nabizi se tedy moznost nahrady nelinedrniho
systému jeho pribliznou linearni aproximaci, ktera bude platit v okoli pracovniho bodu.
Pro tuto linearni nahradu lze pak obvykle snadno najit vhodny reguldtor metodami
znamymi z teorie linearnich systémi.

5.1.2 Linearni fizeni v okoli pracovniho bodu

V kapitole 4.2 jsme ukézali, ze lze za podminky, Ze je mozné rozvinout funkce na
pravé strané stavovych rovnic do Taylorovy fady, pomérné lehce najit linearni nahradu
systému, platnou v okoli zvoleného pracovniho bodu. Za pracovni bod obvykle volime
rovnovazny stav regulacniho obvodu, ktery odpovida aktualni zadané hodnoté. Pokud
budeme predpokladat, ze se stav systému bude pohybovat pouze v blizkosti zvoleného
pracovniho bodu. Mozny navrh regulatoru si ukazeme na jednoduchém ptikladeé.

Obrazek 5.1: Schema systému k vykladu navrhu reguldtoru pro linearizovany systém

Piiklad 5.1 Pokusime se navrhnout requlator pro rizeni systému, ktery je zobrazen na
obr. 5.1. Rizeny systém muzZeme popsat rovnici

dx 1

S (NG ): , 5.1

i~ 3 (u cV2x f(z,u) (5.1)
kde x odpovidd vysce hladiny v nddrzi, 5(z) je prifez nddrZe ve vysce x a ¢ predstavuje
konstantu danou tithovym zrychlenim a prurezem a hydraulickym odporem odtokového
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potrubi. Chceme vytvorit requldtor, ktery zajisti, Ze hodnota x bude sledovat referenci x,.
Pokud md Zddanda vyska hladiny hodnotu x, = «, mel by mit systém rovnovdziny stav
xo = a. Hodnotu 7izeni v pracovnim bodé ug pak urcéime z

(uo — c\/ﬁ) = ﬁ <u0 — c@) (5.2)

B(o)
a tedy

Uy = vV2a (5.3)

Nyni provedeme linearizaci systému (5.1) v okoli pracovniho bodu xo = «, uy = cv2a,
¢imz dostaneme linedrni systém

d?_t:c = a(a)Az + b(a)Au (5.4)
kde Ar=2—a Au=u—cv2a a
_ o [ e B@ o, ] /20
= 5] ™ TR B e 59
oy~ NS |
VT iz B | Bl0)

Pokud budeme povazovat veli¢inu x za vystup systému, muzZeme jeho chovdani v blizkosti
pracovniho bodu popsat operdatorovym prenosem

:AX(p): b(a) _ 1
AU(p) p—ala) p+ =

Fs(p) (5.6)

Pro tento prenos muzeme navrhnout napr. PI requldtor.

Pokud provedeme navrh regulatoru pro linearizovany systém jako v predchozim ptikladu,
musime zvazit dvé moznosti:

a) navrhnete pevny reguldtor pro jeden pracovni bod — je ziejmé, Ze reguldtor bude
spravné pracovat jen v blizkosti zvoleného pracovniho bodu, coz je vhodné jen v apli-
kacich, kde nepredpokladame zmény zadané hodnoty. Pokud dojde ke zméné zadané
hodnoty a tim i pracovniho bodu, neni mozné garantovat zachovani dynamickych
vlastnosti regula¢niho obvodu a v nékterych ptipadech i stability.

b) pouzijeme reguldtor parametrizovany podle polohy pracovniho bodu, ktery se muze
ménit — reguldator se bude prizpusobovat zménam pracovniho bodu, ¢imz lze zajistit
stejné dynamické vlastnosti regulacniho obvodu pro rizné velikosti zadané hodnoty. V
zavislosti na pracovnim bodu ménime zesileni reguldtoru, proto tato metoda byva v
literatufe oznacovana jako ,gain—scheduling“.

Postup si opét ukazeme na piikladé.
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Piiklad 5.2 Predpoklddejme, Ze pro rizeni systému z prikladu 5.1 pouzZijeme PI requldtor
popsany stavovymi rovnicemsi

Qo _,
dt (5.7)
Au = kle + kQO'

kde
e=x,—r=a—x=—-Azx (5.8)
Prenos requldtoru tedy je

1
Fr(p) = ki + kz; (5.9)

zatimco prenos soustavy je ddn vztahem (5.6). Prenos uzaviené smycky bude

Fr(p)Fs(p) k1bp + kb

F(p) = = 5.10
(v) 1+ Fr(p)Fs(p)  p?+p(—a+ kib) + kob (5.10)
Predpoklddejme poZadovany tvar jmenovatele prenosu
PP 2wp+wd w0 0<e<1 (5.11)
Porovndnim koeficientu dostaneme
28wy + a(w) w3
k =——— k = — 5.12
1(&) b(Oé) 2(0() b(Oé) ( )

Konstanty requldatoru se tedy meni v zdvislosti na Zadané hodnoté x, = . Popis requldtoru

Fr(p) = k(o) + k:g(oz)% Fa(a) = %UJOTZ)W) Fa(a) = % (5.13)
snadno upravime do tvaru
Fr(p) = k(o) (1 + (;)p) k(a) = QSWOTZ)M) T(a) = %%wfga(o‘) (5.14)

Pro jednoduchost budeme ddle predpokladat, Ze budeme poZadovat mdlo kmitavy a rychly
prechodovy déj, a tedy Ze |a(a)| < 2wy. Pak dostaneme

k(o) ~ Zf;u)o = 2wof(a)  T(a) = 2550 = i—i (5.15)

Meénime tedy jen jeden parametr k() v zdvislosti na Zddané hodnoté o a prenos requldtoru
bude

wo 1) _ 26woB(a)p + wiB(a) (5.16)

Fr(p) = 26woB(a) (1 + %5 »
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Prenos uzavrené smycky vypocteny spojenim linedarniho regquldatoru s linearizovanou sou-
stavou ve zpétnovazebnim zapojeni je

F(p) = — R _ bla) (2&wof(a)p + wip(a)) _
14+ FrFs  p?+ p(b()B()28wo — ala)) + b(a) B )wd (5.17)
26wop + w :

- P2+ p(28wo — ala)) + Wi
V tomto okamziku se zda, Ze jsme nasl vhodné teseni. Pokusme se vsak zkontrolovat,

jaké bude chovdni puvodniho nelinedrniho systému (5.1) tizeného navrienym reguldatorem
(5.16). Stavové rovnice systému s requldtorem jsou

‘i_j - @ (k(xr) (a: —T+ %U) —C 293) (5.18)

do
— =x,—x
dt
kde x, je vstup a x vystup systému. Rovnovdziny stav pri x, = «a je xg = & a 09 = WCQB%Z).
0
Provedeme linearizaci systému (5.18) kolem rovnovazného stavu (xg, og)
dAzx ,
; | ala) = 28w, w; Az 28wp + y(a)
dga - [ -1 0 Ao | T 1 Az,
dt
Ax
_ 5.19
=1 0|57 ] (5.19)
dk(x,
( ) d<xxr ) Tr=Q O-O(Oé)
Na) = —
T5(a)
Operdtorovy prenos systému vypocteme ze vztahu
: (26wo +v(a))p + wi
F(p)=|———Cadj(pl —A)B+D| = 5.20
) = |qagr=ayCetior-a1p+D| - FES IS S 620

Vidime, Ze operdatorovy prenos uzaviené smycky odpovidajici Tizeni linearizovaného
(5.17) a puvodniho nelinedrniho systému (5.20) v okoli pracovniho bodu se lisi. Skutecné
chovdni regulacniho obvodu bude tedy jpiné, neZ bylo predpoklidano béhem ndvrhu re-
gulatoru. Pokud ndm postacuje, Ze zustalo zachovdno umisténi poli a schopnost requlovat
na nulovou wustalenou odchylku a doslo pouze ke zmeéné dynamiky regulacniho déje v
dusledku zmény polynomu v citateli, muZe byt navrieny requldtor prijatelny. V opacném
pripadé musime provést takovou upravu requldtoru, aby doslo ke shodé mezi prenosy
vypoctenymi obéma postupy.

V' nasem pripadé provedeme drobnou upravu vypoctu PI requldtoru. Misto vipoctu
(obr. 5.2(a))

do

d_i ; k) (e N %U) (5.21)

e
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e u
—e
o
k(zr)
T
(a) puvodni struktura
| k()
e u
—e
7 1
S k(z,) — f ”
(b) modifikace
Obrazek 5.2: Struktura PI regulatoru z prikladu 5.2
pouzijeme (obr. 5.2(b))
d
£7 k(z,)e
dt ) (5.22)
u=k(z,)e+ 70

Po provedent této na pruvni pohled bezvyznamné upravy dostaneme stavové rovnice celého

requlacniho obvodu

dx 1 1
5= % (k(:w)(xr — )+ 77 ¢ 2:6) (5.23)
do

I k(z,)(z, — )

kdy rovnovdzny stave pri x, = «a je xg = a,09 = cI'v/2a. Opét provedeme linearizaci v
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okoli rovnovdzného stavu

el (a) - 2¢

—t - alx) — Whn, w—na AZL‘ 26&)0

o R R S | el B S AR S

dt (5.24)

Ay =1 0]{ﬁﬂ

Pokud nyni vypocteme odpovidajici operdtorovy prenos mezi vstupem x, a vystupem x,
dostaneme

P = |01

det(pI — A)

28wop + Wi
p? + p(28wy — a(a)) + w§

Cadj(pI — A)B + D} = (5.25)

Vidime, Ze tento prenos jiz odpovidd vztahu (5.17).

Postup navrhu reguldtoru ukazany v piikladé muzeme shrnout do nasledujicich kroku:

1. linearizovat nelinearni model v okoli pracovnich bodu, parametrizovat linearizaci
pomoci proménnych pouzivanych k prepinani

2. pro jednotlivé pracovni body navrhnout linearni regulatory, parametrizovat regulatory
pomoci proménnych pouzivanych k prepinani

3. sestavit takovy regulator s pfepinanim, ze v kazdém pracovnim bodé plati

e v konstantnim pracovnim bodé reguldtor dosahuje nulové ustdlené odchylky

e linearizace uzaviené smycky v kazdém pracovnim bodé se shoduje se zpétno-
vazebnim spojenim linedrniho regulatoru a linearizace soustavy v daném pra-
covnim bodé

4. ovérit vlastnosti regulatoru simulaci pro velké zmény pracovniho bodu

Pokud dochazi k rychlym zménam zadané hodnoty, bude systém pracovat v oblastech
znacné vzdalenych od predpokladaného pracovniho bodu. To mé za néasledek zhorseni
dynamickych vlastnosti, nebo dokonce i nestabilitu regula¢niho obvodu. Z tohoto divodu
je metoda ,,gain—scheduling” vhodna predevsim pro systémy, u kterych dochézi pouze k
pomalym zménam zadané hodnoty.

Metodu je mozné rovnéz modifikovat tak, ze jsou zesileni v regulatoru ménéna podle
okamzité hodnoty stavu systému. Vyhodou je zajisténi lepsich dynamickych vlastnosti,
protoze prakticky vzdy probihd fizeni v blizkosti pracovniho bodu (pracovni bod odpovida
okamzité hodnoté stavu). Problémem vsak je, ze musime mit k dispozici méfeni hodnot
stavovych veli¢in, coz neni u realnych aplikaci vzdy mozné.
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5.1.3 Anti wind-up

V nékterych pripadech lze predpokladat, ze tizeny systém je linedrni. Obvykle pak
navrhneme fizeni v podobé linearniho regulatoru. Nicméné i v tomto piipadé se bude
v regula¢nim obvodé nachézet vyznamna nelinearita — nasyceni akéni veliciny. Je ziejmé,
ze v kazdém realném fyzikalnim systému bude existovat urcitd mez, nad kterou nemuze
pusobeni reguldtoru na soustavu rust (napf. omezeni maximélniho elektrického napéti,

omezeni sily z duvodu moznosti akéniho ¢lenu nebo meze pevnosti mechanickych casti
soustavy, ...).

F.(p) F(p)

Obrazek 5.3: Blokové schema regula¢niho obvodu s nasycenim akéni veliciny

Problém nastava, pokud regulacni obvod s usporadanim podle obr. 5.3 obsahuje
reguldtor F,.(p) s integracni slozkou. Vznik wind-up jevu si objasnime na prubéhu velicin
zachycenych na obr. 5.4 pro systém F(p) = m, F.(p) = 1%1 am =D5.

A
/1
/1
20 Y 20+ / ! Yy
.......... u /) ! e w
! [
4 -~ 4+ _____
5+ 77 x 15 1, | x
/ | / \
/ | ! . La
/ | / \
10 £ b 10 4 oeeee \
: \
[ AN
54 } 54--—-—-—-— 5
A
A\
o\ e : \\
s % van =1 0 % % % ~—=——=1
2\ 4 8 2 4 =8
\ ,
-54 .7 -5 4
(a) systém bez omezeni (b) omezeni akéni veliciny

Obrazek 5.4: Vznik wind-up jevu

V case t = 0 dojde ke skokové zméné zadané hodnoty u = 10. Pokud se v regula¢ni
smycce nachazi nasyceni, bude akéni veli¢ina privedend na vstup soustavy omezena hod-
notou nasyceni m = 5. Regula¢ni odchylka bude pak klesat pomaleji nez v piipadeée
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regulace bez nasyceni (obr. 5.4(a)), a jeji integraci bude dochézet k dalsimu rustu vystupu
reguldtoru, jak je zachyceno na obr. 5.4(b). Je zfejmé, Ze vystup soustavy nemuze v nasem
pripadé dosahnout zadané hodnoty. Mnohem vétsi problém vsak nastava v okamziku, kdy
v case t = 2 dojde ke snizeni zddané hodnoty na u = 0. Systém bez omezeni pak reaguje
v podstaté okamzité a vystup regulacniho obvodu zacne klesat obr. 5.4(a). Pokud vsak
je v obvodu nasyceni, doslo vlivem integrace regula¢ni odchylky k naakumulovani velké
hodnoty na integratoru v regulatoru. Pii zméné znaménka regulac¢ni odchylky pak muze
pomérné dlouhou dobu trvat ,odintegrovani“ této hodnoty. Z obr. 5.4(b) je zfejmé, ze
vystup soustavy pak dale roste, i kdyz jeho hodnota vyrazné prekracuje zadanou hodnotu.
Vysledkem je, ze dojde k prodlouzeni regula¢niho déje, pricemz toto prodlouzeni lze jen
tézko predem odhadnout (zdvisi na hodnoté zapamatované na integratoru, kterd vyplyvéa
z predchoziho prubéhu zddané veliciny).

Je ztejmé, ze v okamziku, kdy dosdhneme meze nasyceni, nemé dalsi narust vystupu
regulatoru smysl. Je tedy tieba zajistit, aby po dosazeni nasyceni nepokracovala integrace
regulacni odchylky v reguldtoru. Toho lze dosahnout mnoha zpusoby, z nichz dva obecné
pouzitelné jsou zobrazeny na obr. 5.5 a obr. 5.6.

L Fr(p)

7] 9

Obrazek 5.5: Potlaceni wind-up jevu s méfenim skuteéné hodnoty akéni velic¢iny

Schéma uvedené na obr. 5.5 vychézi z porovnani vystupu regulatoru a hodnoty skutecné
privedené akénim clenem na vstup soustavy. Pokud je vystup regulatoru vétsi nez hodnota
na vstupu soustavy, doslo k omezeni akéni veliciny. Na zdkladé vzniklého rozdilu je pak
uméle snizena velikost regulacni odchylky vstupujici do reguldatoru, ktera postupné klesne
az na hodnotu 0, a tim i zastaven dalsi narust vystupu reguldtoru. Zesilenim 7 lze ovlivnit
rychlost, s jakou obvod reaguje na vznik nasyceni. V pfipadé pouziti této metody musi
byt mozné mérit skutecnou hodnotu vystupu akéniho ¢lenu.

Pokud nelze mérit vystup akéniho clenu, muzeme pouzit strukturu uvedenou na obr. 5.6.
V tomto pripadé neprovddime meéteni akéni veliciny, ale odchylku mezi vystupem re-
gulatoru a skutec¢nou hodnotou akéni veliciny odhadujeme pomoci nelinearity typu necit-
livost. Pokud vystup regulatoru nepiekroci hodnotu m, nedochézi k nasyceni akéni veli¢iny
a na vystupu necitlivosti ve zpétné vazbé je hodnota 0. Po dosazeni meze nasyceni m zacne
narustat hodnota na vystupu necitlivosti. Chovani systému pak odpovida predchozimu
pripadu. Podminkou pouziti uvedené metody je znalost meze nasyceni akéniho c¢lenu.
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=7

Obrazek 5.6: Potlaceni wind-up jevu s modelem omezeni akéni veli¢iny

5.1.4 Shrnuti kapitoly 5.1

Béhem kurzu Regulace a tizeni I byla uvedena fada metod ndvrhu regulatoru pro
linedrni obvody. Tyto regulatory je casto mozné pouzit i pro linearizované nelinearni
systémy. Jednou ze zdkladnich metod je metoda ,gain—scheduling®, ktera je zalozena
zméné parametru regulatoru v zavislosti na aktudlni hodnoté pracovniho bodu. Rovnéz
jsme si ukazali, ze i v pripadé Tizeni linearnich systému musime zohlednit existenci
nasyceni akéni veliciny a zamezit vzniku tzv. ,wind-up* jevu.

5.1.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 5.1
1. Muze vzniknout ,wind-up“ jev v regula¢nim obvodé, kde je pouzit PD regulator?
2. Proc se snazime potlacit ,wind-up* jev?
3. Kdy dochézi ke zméné parametru regulatoru pii pouziti metody ,,gain—scheduling “?

4. Jaké jsou omezujici pozadavky na prubéh zadané hodnoty u metody
,gain—scheduling “?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

5.2 Zpétnovazebni linearizace
5.2.1 Motivace

Linearni fizeni systému linearizovaného rozvojem do Taylorovy tady, jak bylo ukazano
v kapitole 4.2, skryva jeden zakladni problém — vypoctena linearizace je platna vzdy jen
v omezeném okoli pracovniho bodu. Muzeme sice uvazovat, ze pracovni bod je pohyblivy
(kapitola 5.1), nicméné i v tomto pfipadé narazime na problémy se stabilitou fizeni pokud
dochéazi k velkym a rychlym zménam polohy pracovniho bodu.

V tadé pripadu vsak dokdzeme systém linearizovat tak, ze linearizace je platna pro
jakékoli hodnoty stavu a vstupu. Predstavme si systém popsany rovnici

dx

i v +u (5.26)
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pokud pouzijeme fizeni u = v — 22, ve kterém vlastné zavedeme zpétnou vazbu od stavu
x, dostaneme linearni systém

dx
dt
pro ktery muzeme navrhnout fizeni v metodami pro linearni systémy. Uvedend metoda

umoznuje dosdhnout presné linearizace systému a byva nazyvana exakini zpétnovazebni
linearizace. V této kapitole se pokusime popsat obecné feseni zpétnovazebni linearizace.

v (5.27)

5.2.2 Linearizace vstup — stav
Predpokladejme, Ze nelinedrni dynamicky systém je popsan stavovymi rovnicemi
dx
dt
Linearizace bude pak spocivat v hledani vhodnych transformaci stavovych proménnych
z = T(x) a vstupu u, tak aby popis systému ptesel do tvaru

% = Az + Bv (5.29)

V nejjednodussich ptipadech postaci modifikace vstupni veli¢iny, coz si ukazeme na nasle-
dujicim prikladeé.

f(x) + b(x)u (5.28)

Piiklad 5.3 Uvazujme nelinedrni systém popsany rovnici

dh 1

— = —(u - 2h .

i~ S (u — ar/2hg) (5.30)
Zvolme Tizent ve tvaru

u = ay/2hg+ S(h)v (5.31)
kde v je novy ,ridici vstup “ soustavy, ¢imz dostaneme linedrni systém

dh

dt
Jednd se o cisté integracni systém, ktery miuZeme 7idit proporciondlnim reguldtorem
v = K(hy — h). Visledné rizeni tedy je

u = a\/2hg + S(h)K (h, — h) (5.33)

v (5.32)

Linearizace v uvedeném piikladé bylo dosazeno vstupni transformaci
u=ax)+ )V (5.34)
Je vSak ztejmé, ze tento postup vede k cili jen pokud je systém popsén ve tvaru

dx 1
o = Ax+ BT (®)[u - a(x) (5.35)
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Pokud tomu tak neni, musime pouzit vhodnou transformaci stavovych proménnych
z = T(x) (5.36)
tak abychom dostali systém popsany ve tvaru

dz 1
o = Az+ B (2)u - a(z) (5.37)

Provedeni linearizace si opét ukazeme na ptikladé.

Piiklad 5.4 Predpoklddejme systém popsany rovnicems

d[L‘l .
a = —211 + azry + sin
(5.38)
d.CL’Q
a = —x9CO0ST] + U COS(2$1)

Je zreymé, Ze proni rovnici nelze linearizovat vstupni transformaci. Pokusime se proto
zavést transformaci stavu

21 = 1

. (5.39)
Z9 = QX9 + SIN Iy
kterd vede ke stavovym rovnicim
dz
d—l = —221 + Z9
d; (5.40)
d—tQ = —221 €08 21 + €Os 21 sin 21 + au cos(2z)
Nyni jiz muzeme pouzit transformaci vstupu
1
u=——-—(v — cos 2y sin z1 + 221 cos z1) (5.41)
acos(2z)
¢imz dostaneme linedrni systém
d21
P =221+ 22
42
d22 (5 )
— =
dt

Kombinaci transformace stavu a transformace vstupu jsme tedy ziskali linedrni systém.

Zakladnim problémem linearizace vstup — stav je nalezeni vhodné transformace stavu.
V obecném piipadé pak muze byt pouziti této linearizacni metody velmi obtizné. Zpusob
hledéni stavové transformace lze nalézt napt. v [4],[1].
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5.2.3 Linearizace vstup — vystup

V predchozich kurzech byly feseny ulohy zalozené pfedevs§sim na vstupné — vystupnim
popisu systému. Casto muze byt pro nés zajimavé dosdhnout linearizace systému vzhle-
dem k jeho vstupné — vystupnimu chovani, aniz bychom ftesili, zda je systém vnitiné
linedrni nebo nelinearni. S touto problematikou pak souvisi tloha linearizace vstup —
vystup.

Pro jednoduchost budeme tesit vstupné — vystupni linearizaci jen pro systém s jednim
vstupem a jednim vystupem

dx

S = £(x) + glou

y = h(x)

Puvodni systém fizeny velicinou u se pokusime nahradit linearni nahradou se vstupem v

(5.43)

dz

2 _Az+b

ar ~ e (5.44)
y = h(x)

Linearni ndhradu muzeme volit obecné va tvaru libovolného stabilniho systému. Vétsinou
vsak volime strukturu odpovidajici sériové zapojenym integratorum. Oba systémy budou
vstupné — vystupné ekvivalentni, pokud bude platit

d'y  d'y
der dt
Pti hledani linearizace budeme postupovat tak, ze vypocteme postupné derivace vystupu
puvodniho systému i linearni ndhrady dokud nenarazime na zavislost na vstupni veli¢iné

u. Transformaci stavu a vstupu pak najdeme prostym srovnanim hodnot piislusnych
derivaci vystupu. Reseni si ukdzeme na piiklade.

i=0,1,2,....n (5.45)

Piiklad 5.5 Systém je popsdn rovnicemsi

1 =sinxe + (9 + 1)x3

; 5
1’221’1+$3

by = 22 +u (5.46)
Y=o
Ndhradu se pokusime najit ve tvaru
21 = %o
Z9 =" (5.47)
y==z

Vypocteme derivace vijstupu systému (5.46)

y=sinwy + (zo + oz § = (w3 + cos ) (2] + x3) + (22 + 1) (2% + ) (5.48)
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a systému (5.47)
J=2; y=v (5.49)

a provedeme jejich srovndni. Tak dostaneme transformaci stavu a vstupu

21 =T

z = sinxy + (z2 + 1)as (5.50)
1

U= ot 1 (v — (:Ci’ + 3) (23 + cos ) — 37%

Muzeme tedy navrhnou linedrni tizeni v pro systém (5.47) a ndsledné uréit rizeni u ze
vztahu (5.50)

Tento ptiklad ukazuje velmi zajimavy vysledek linearizace vstup — vystup. Puvodni
systém popsany rovnici (5.46) je systém ttetiho fadu, zatimco po provedeni linearizace
transformaci vstupu (5.50) dostaneme systém (5.47), ktery je jen druhého fadu. Cést
dynamiky systému se vSak rozhodné nemohla ,ztratit“, pouze se neprojevuje na vstupneé
— vystupnim chovéani systému mezi vstupem v a vystupem u. Béhem linearizace se nam
podarilo vytvorit systém jehoz stav je nepozorovatelny. Ze sledovani vstupu a vystupu pak
nejsme schopni urcit vyvoj hodnot nékterych stavovych proménnych - v systému existuje
tzv. vnitrni dynamika.

Pokud systém obsahuje vnitini dynamiku (linedrni ndhrada je nizsiho fadu nez puvodni
systém), je nutné zajistit, aby vnitini dynamika systému byla stabilni. V ptipadé, ze by
bylo chovani vnitini dynamiky nestabilni, je vysledek linearizace prakticky nepouzitelny.
Obecné vysetteni vnitini dynamiky systému je znacné naro¢né a nebude dale diskutovano,
pripadny z&jemce muze nalézt dalsi vyklad tohoto tématu napf. v [0].

5.2.4 Shrnuti kapitoly 5.2

Metoda exaktni zpétnovazebni linearizace predstavuje zajimavou moznost linearizace
dynamickych systému. V této kapitole byl ukazan zakladni princip linearizace vstup
— stav i vstup — vystup. Vyhodou oproti linearizaci rozvojem do Taylorovy tady je
skutecnost, ze pouzitelnost urcené linearni nahrady neni omezena jen na okoli zvoleného
pracovniho bodu. Metody exaktni zpétnovazebni linearizace jsou zalozeny na pouziti
zpétnych vazeb od stavovych proménnych. Prakticka aplikace uvedenych metod je pak
ponékud ztizena tim, Ze musime mit k dispozici hodnoty jednotlivych stavovych velic¢in.
V redlnych ptipadech se ndm vsak casto stava, ze z technologickych duvoda neni mozné
hodnoty nékterych stavovych veli¢in ptimo mérit. V takovych ptipadech je pak nutné
odhadovat aktualni hodnoty stavovych veli¢in pomoci tzv. rekonstruktoru stavu, jak je
ukdzano napt. v [0].

5.2.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 5.2

1. Ma vzdy linearni nahrada pii linearizaci vstup — vystup stejny rad jako puvodni
systém?
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2. Je znalost hodnoty vystupu soustavy postacujici pro provedeni zpétnovazebni linea-
rizace?

3. Pomoci jakych transformaci provadime zpétnovazebni linearizace?
4. Co je to vnitini dynamika?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

5.2.6 Resené priklady pro kapitolu 5.2

Piiklad 5.6 Je ddn systém popsany rovnicems

dz, .

—— =Xy —SINI

a 2 1

d

% =1XI3C08T; + U (5.51)
y=n

Clilem je nalezeni zpétnovazebni linearizace vstup — viystup.

Linearizaci budeme hledat ve tvaru y = 21, 21 = 2o,...,%, = v. Budeme derivovat
vystup y tak dlouho, dokud neobjevime zdvislost na vstupu w, rddem derivace bude urcen
1 rad linedrni ndahrady n.

Y=o
dy dr .
E = E = To — SIN T (5.52)
d?’y  dz, dsina _ ,
@ = E — T = 29CO0SX] + U — T9COST] + SN 2T COST] = U -+ SIN T COSTy
Pro zvolenou linedrni nahradu plati
Y=z
dy dz
a a2 (5.53)
d’y  dzm
de At

Porovnanim derivaci ve vztazich (5.52) a (5.53) dostaneme transformaci stavovych pro-
mennyjch

2=
e (5.54)
Zo = T9 — SIN XT1
a transformaci vstupu
u = v — sin xy cos 1 (5.55)

Pokud tuto transformaci vstupu predradime soustavé, dostdvdme systém, jehoZ chovdni
mezi vstupem v a vystupem y odpovidd linedrnimu systému, ktery md charakter dvou
sériové zapojenyjch integrdtori.
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Piiklad 5.7 Je ddn systém popsany rovnicemi

d[L‘l .
— = Iy —sinx
dt
dx, . (5.56)
—= = XpC08x] — SinxCOST] + U
dt
y==
Cillem je nalezeni zpétnovazebni linearizace vstup — vystup.
Linearizaci budeme hledat ve tvaru y = 2y, 2y = 2o,...,%2, = v. Budeme derivovat

vystup y tak dlouho, dokud neobjevime zdvislost na vstupu u, radem derivace bude urcen
1 7ad linedrni nahrady n.

Yy=m
dy day .
T g = e sinm (5.57)
d?y  day  dsina . .
@ = E — T = X9COSXT] — SINX| COST| + U — X9 COST, + SIN L COST] = U
Pro zvolenou linedrni nahradu plati
Y=z
dy dz
a oAt (5.58)
d?y  dzm
a2 dt

Porovnanim derivaci ve vztazich (5.57) a (5.58) dostaneme transformaci stavovych pro-
mennyjch

7=

e (5.59)

Zo = T9 — SIN XT1

a transformaci vstupu

U= (5.60)

I kdyz je systém vnitrné nelinedrni, jeho vstupné vystupni chovani je linedrni, anizZ bychom
museli pouzit néjakou transformaci vstupu.

5.2.7 NeresSené priklady pro kapitolu 5.2

Piiklad 5.8 Nelinedrni dynamicky systém s jednim vstupem a jednim vystupem je popsan
rovnicems
i‘l = X9
Tog = 2T
2y . (5.61)
T3 =x] + x2+ (sinzy)u
y =7
kde u je vstup systému ay je vystup. Urcete linedrni nahradu metodou exaktni zpétnovazebni
linearizace
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a) vstup — stav
b) vstup — vystup
V obou pripadech rovnéz urcete, za jakych omezeni bude linearizace platnd.

Piiklad 5.9 Nelinedrni dynamicky systém s jednim vstupem a jednim vystupem je popsan
rovnicems

i‘l = T2

To = 2
2y (5.62)
T3 =]+ T2+ u

y =i + 3
kde u je vstup systému a y je vystup.

a) Urcete linedrni ndhradu metodou exaktni zpétnovazebni linearizace vstup — vystup a
podminku jeji platnosti

b) Rozhodnéte, zda linedrni ndhrada obsahuje vnitini dynamiku a proc.

5.3 Releové systémy
5.3.1 Motivace

V naésledujici kratké kapitole se budeme zabyvat regulacnimi obvody, ve kterych se
vyskytuji nelinearity reléového charakteru, nebo pfesnéji feceno prvky, které umoznuji
spinani a prepinani. Tyto nelinearity nemusi byt nutné realizovany elektromechanickymi
prvky, naopak v soucasné dobé jsou casto realizovany cislicovymi obvody. Struktura
regulac¢nich obvodu s reléovymi nebo pfresnéji ,,spinacimi* prvky muze byt velmi rozmanitd
a vzhledem k jejich schopnosti spindni a pfepinani se muze dokonce béhem préace systému
ménit. Vznika tak nova tiida systému - systémy s proménnou strukturou, které umoznuji
progresivné tesit fadu regulacnich problému. Pomérné casto se vyskytuji systémy, u
kterych je tizena soustava fizena akénimi zasahy, pii kterych akéni velicina nabyva ma-
ximalni nebo nulové hodnoty, tedy zdsahy jsou typu ,zapnuto“/,vypnuto“ (tzv. ,on-off
control “) a systémy, u kterych akéni veli¢iny nabyvaji maximalni mozné absolutni hodnoty
a méni se jen jejich znaménko (tzv. ,bang-bang control®). Posledné jmenované systémy
predstavuji casto realizace ¢asové optimélniho fizeni. Napt. mame-li za kol tidit polohu
hmotného bodu tak, ze jej mame co nejrychleji premistit z bodu A do bodu B na piimce,
kde ma byt opét v klidu, pak optimalni fizeni bude jisté to, pti kterém do poloviny drahy
AB budeme na bod pusobit maximalni silou, kterd bude bod urychlovat, a od poloviny
drahy budeme toutéz maximalni silou brzdit.

Pro reléové systémy plati samoziejmé vSechny obecné zavéry uvedené v predchozich
kapitolach a pouzivaji se rovnéz vsechny vyse uvedené metody analyzy chovani systému.
Proto budou v nésledujicim feSeni vice méné konkrétni ptipady, které budou ilustrovat
nékteré typické vlastnosti a chovani reléovych systému.
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Obrazek 5.7: Reléovy regulator teploty

5.3.2 Rizeni s pouzitim reléového regulatoru

Patrné nejbéznéjsim piikladem reléového tizeni je reléovy regulator teploty, jehoz prin-
cipialni schéma je uvedeno na obr. 5.7. V. méticim mustku je zapojen termistor, ktery meéii
regulovanou teplotu ¥ v nadrzi s kapalnym médiem. Zadand hodnota 9, je nastavovéna
potenciometrem umisténym rovnéz v méticim mustku. Rozdil je vyhodnocovan opera¢nim
zesilovacem, ktery ovlada vykonové relé. Toto relé zapina topeni, je-li ¥ < 9, v opatném
piipadé topeni vypind. Kdyby byl operaéni zesilovaé¢ zapojen jako komparétor ( v takovém
piipadé se chova témér jako idedlni relé), dochdzelo by pii ¢ = ¥, vlivem ndhodnych
sumu na vstupu zesilovace k chaotickému kmitani vykonového relé. Proto je na opera¢nim
zesilovaci realizovana reléova charakteristika s hysterezi. Situaci ilustruje obr. 5.8.

Za predpokladu, Zze michani

tekutiny v nddrzi je dokonalé, ze R,q + g oo ccoooo o .
izolace neodebird zadné teplo, ze eI
Sifeni tepla je homogenni apod., R B - '_'_j__ S
muzeme vytvoiit nasledujici mo- v
del systému. Pokud je relé v se- Dy — N fpemmmgfrmmaay TN T
pnutém stavu, plati \\ \\

q+ YoV _ C@ (5.63) el e

R, dt G oo —  Tmeel T >

Pii vypnutém relé dostavame t

Vg — ¥ do Obrazek 5.10: Prubéh regulace teploty

Systému tedy odpovida stavové schema zobrazené na obr. 5.9
Protoze jde o stabilizator teploty, bude 9J,, = konst. Déle je rozumné predpokladat,
ze plati ¥, > Yo + h, kde h je hystereze regulatoru, ze ¥y = konst a ze maximalni mozna
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Vystup idealniho relé Vystup relé s hysterezi

v?

Obrazek 5.8: Potlaceni vibraci elektromechanickych spinacich prvki pomoci hystereze

Jo 9(0)

Obrazek 5.9: Stavové schema regulatoru teploty

teplota na kterou je mozno tekutinu ohtat R,q+ 3¢ > 4,,. Za téchto predpokladi muzeme
nakreslit trajektorii systému (prubéh vystupni veliciny) pii J(0) = ¥y, jak je zachyceno
na obr. 5.10. Z obrazku je ziejmé, ze regulovana teplota bude kolisat v rozmezi ¥, — h
az 1¥,. Perioda kmitu bude zalezet na hodnoté ¥, a casové konstanté¢ T = RC' ftizené
soustavy. V tomto pripadé, ziejmé nejsou splnény predpoklady pouziti metody harmonické
rovnovahy, nebot jeji pouziti popird existenci kmiti v tomto regulaénim obvodé. Pouziti
vyse uvedeného regulatoru s hysterezi vétsinou vede k oscilacim systému, ty vSsak mohou
byt casto technicky prijatelné. V nékterych piipadech je vSak nutné snizit amplitudu
kmitu snizenim velikosti hystereze, napft. u regulatoru teploty, které pouzivaji bimetalovy
spinac.

Snizeni velikosti hystereze je mozné docilit zavedenim zaporné zpétné vazby obepinajici
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+ P, -

Obrazek 5.12: Principielni schéma polohového servomechanismu

¢len s hysterezi,viz obr. 5.11. Podminkou spravné cinnosti je, ze musi platit
0 < KM < h, kde h je hystereze puvodniho regulatoru, a ze ¢asova konstanta T je
dostatecné mald. Cinnost obvodu si vysvétlime néasledovné. Predpoklddejme, ze u < h,
relé je ve stavu vypnuto, t.j. ¥ = 0 a hodnota u roste. Plati tedy e = u. Jakmile signél
u dosdhne hodnoty hystereze h, ptejde relé do stavu zapnuto y = M a v dusledku
malé casové konstanty se prakticky okamzité zméni signal e z hodnoty A na hodnotu
e=u— MK, tedy e = h — M K. Dalsi zvySovani hodnoty u a tim i e nezméni stav relé.
Pti nasledném poklesu signalu u pak jiz pii hodnoté v = M K nabyde signal e hodnotu
e = 0 a relé prejde zpét do stavu y = 0. Vyslednd statickd charakteristika obvodu pak
bude mit hysterezi o velikosti h — M K. Abychom mohli systém povazovat za idedlni relé
s hysterezi, musi byt zfejmé ¢asova konstanta T tak mald, aby se hystereze projevila i
u nejvyssich frekvenci signdlu w. Z praktického hlediska postacuje, aby T' < 1/ fy4z, kde
fmaz je nejvyssi frekvence obsazena v signdlu u. Technické provedeni této zpétné vazby
u bimetalovych regulatoru teploty je provedeno tak, ze bimetal spina proud do malého
vyhiivaciho téliska v blizkosti bimetalu.

Jinym typickym piikladem pouziti reléového regulatoru je polohovy servomechanis-
mus, jehoz schéma je nakresleno na obr. 5.12. Signal zadané polohy u a signdl aktualni
regulované polohy y jsou pomoci potenciometru P; a P, prevadény na elektricky signél
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Obrazek 5.13: Stavové schema reléového servomechanismu

vedeny do nelinearity s charakteristikou tfipolohového relé, ktera je realizovana zapojenim
s operacnim zesilovacem. Operacni zesilova¢ ovladd vykonové tiipolohové relé, toto relé
pak ovlada stejnosmérny motor s konstantnim buzenim. Ma-li regulacni odchylka malou
absolutni hodnotu, je relé v neutralni poloze a motor je pripojen na nulové napéti.
Piekroci-li regula¢ni odchylka uréitou hodnotu, je motor pfipojen na napéti +U nebo
—U tak, aby se absolutni hodnota regulacni odchylky snizovala. Stavové schéma tohoto
systému je nakresleno na obr. 5.13 silneé.

Stavové schéma je sestaveno za ptredpokladu zanedbatelné indukénosti kotvy mo-
toru, zanedbatelnych pasivnich i aktivnich zatézujicich momentu na ose motoru a za
predpokladu bezvulového spojeni zpétnovazebniho potenciometru s hiideli motoru. Sta-
vové rovnice systému tedy jsou

a "
Qo C (5.65)
dt = JRa [_Cwm + f(u - y)]

kde C je rychlostni konstanta stroje, J je moment setrva¢nosti kotvy a R, je odpor
vinuti kotvy. Funkce f je urc¢ena idealni reléovou tiistavovou charakteristikou. Po zavedeni

substituce u — y = e a w = —w,, dostavame za predpokladu u = konst fazové rovnice
de
— =W
dt
dw 1 . (5.66)

Fria e O

kde T'= JCR; je elektromechanickd konstanta motoru. Pro ptipad, ze e > e; dostaneme
dy
dt
dw 1 U

— = w

dt T cT
Je ziejmé, ze v této oblasti bude hodnota w stale klesat, az dosdhne minimalni hodnoty
—Wmaz = —%. Obdobny zdvér muzeme ucinit i pro e < —e;. V piipadé, ze |e| < ey, plati

? (5.67)
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e
wmaa:
z=U
Obrazek 5.14: Fazova trajektorie polohového servomechanismu
f(e) =0 a systém je popsdn rovnicemi
dy
— = w
dt
deo 1 (5.68)
TR
a smérnice tecny k trajektorii je
dw 1

Mnozina bodu se soutradnicemi w = 0;e < e; predstavuje singularni body systému. Stavovy
portrét snadno sestavime metodou izoklin a jeho vysledny tvar zachycen na obr. 5.14.
Obrazek je nakreslen pro urcité parametry systému a je ziejmé, ze v systému s témito
parametry nemohou nastat trvalé oscilace pro jakékoliv u = konst. Postacujici podminkou
pro takové chovani systému je, aby trajektorie vychazejici z bodu w = —weie = €1
nepiesla do oblasti e < —ey, tedy aby platilo

wmam 1
< = 5.70
261 T ( )
kde wyge = % je maximalni rychlost servomechanismu.
7 obrazku je ziejmé, ze pro jakykoliv signal u = konst piejde systém z nulovych

pocatecnich podminek do mnoziny singularnich bodu. V systému se bude projevovat
pasmo necitlivosti v rozsahu 4e;. Snizovani této necitlivosti muze vést k poruseni postacu-
jici podminky neexistence oscilaci a k jejich vzniku.
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Ke vzniku oscilaci muze také dojit tedy, bude-li motor fizen systémem zapnuto -
vypnuto tj. pokud v pasmu necitlivosti relé |e| < e; nebude kotva pfipojena na nulové
napéti. Pak bez pritomnosti vnéjsich momentu bude kotva motoru predstavovat jen volné
se tocici téleso a stavové rovnice systému se zméni na

d
d—? = w,, = konst

dom ; (5.71)
dt

Trajektorie jsou pro tento piipad zakresleny na obr. 5.14 teckované.

Ptiznivy vliv na potlaceni oscilaci diskutovaného servomechanismu ma zabrzdéni kotvy
nejen jejim zkratovanim, ale i pripojenim tfeciho momentu v intervalu necitlivosti.
V obr. 5.13 je to naznaceno privedenim vnéjstho momentu m. V intervalu necitlivosti
budou pak stavové rovnice systému

de

_ = w

dt (5.72)
dw 1 s

i Tw ¢ sign w

Smérnice tecen k trajektoriim budou tedy absolutné vétsi nez pii dynamickém brzdéni
a trajektorie budou do singuldrnich bodu smérovat strméji.

Dalsim moznosti potlaceni oscilaci je zavedeni zaporné zpétné vazby od rychlosti
motoru. V obr. 5.13 je tato vazba nakreslena ¢arkované. Stavové rovnice systému piejdou
do tvaru

de _
dt
dw 1

1

@~ el
Mnozina bodu ve stavové roviné, pro které plati f(e + Kw) = 0, tj. relé je v neutralni
poloze, je nyni vymezena nikoliv nerovnosti |e| < ey, ale |e+ Kw| < e;. Hranice této oblasti
je tedy tvorena ve stavové roviné prepinacimi pfimkami, podobné jako u pfedchoziho
systému, ale tyto primky maji nyni smérnici —% a nejsou tedy rovnobézné s osou w.
Prubeéh trajektorii systému s dynamickym brzdénim a zapornou rychlosti zpétnou vazbou
je nakreslen na obr. 5.15. Postacujici podminkou pro neexistenci oscilaci pii u = konst je

nyni splnéni nerovnosti

? (5.73)

e+ Kw)

Wnaz 1
St Ko < T (5.74)
coz lze snadno ovérit geometrickym rozborem obrazku obr. 5.15.

Potlaceni oscilaci muzeme tedy dosahnout, kromeé zvétSovani pasma necitlivosti, také
zvySovani velikosti zdporné rychlostni zpétné vazby. Co se vsak stane, bude-li tato vazba
prilis velka, konkrétné bude-li platit K > T'. K rozboru této situace opatiime reléovou
charakteristiku hysterezi tak, ze relé bude mi charakteristiku odpovidajici obr. 3.8(d). Pti
analyze takového systému je nutno si uvédomit, ze relé ma tii stavy a celkovy stavovy
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Obrazek 5.15: Fazové trajektorie polohového servomechanismu s dynamickym brzdénim
a zapornou rychlostni zpétnou vazbou
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Obrazek 5.16: Stavovy portrét polohového servomechanismu pracujiciho v , klouzavém
rezimu
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prostor systému je tvofen sjednocenim stavového prostoru rizeného systému a regulatoru.
V predchozich pripadech jsme na tento fakt nemuseli klast duraz. Stavovy portrét systému
je nakreslen na obr. 5.16. Piepinaci piimky jsou ¢tyfi se smérnici —%.

Podivejme se na chovéni systému s pocatecnimi podminkami e(0) > e;,w(0) = 0.
V tomto pocatecnim stavu musi byt relé nutné ve stavu zapnuto, z = U. Regulacni
odchylka se za¢ne snizovat a systém se bude pohybovat podle nam jiz znamé trajektorie. Za
urcitou dobu poklesne signal do nelinearity pod troven eq, ke zméné stavu relé nedochézi,
jesté pozdéji klesne signal do nelinearity na droven d, kdy relé zmeéni stav na vypnuto,
z = 0. Systém se zacne dynamicky brzdit, bude se pohybovat po pfimkové trajektorii
se smérnici —%. Po urcité dobé tak opét dosdhne hranice, kdy relé musi piejit do stavu
z = U a déj se bude opakovat. Trajektorie systému se tedy bude pohybovat v iizkém pasmu
omezeném dvéma prepinacimi piimkami smérem do oblasti singularnich bodu. Velikost
tohoto pasma je urcena velikosti hystereze. V obr. 5.16 jsou trajektorie nakresleny jakoby
prechazely z jednoho listu, na kterém je zapsan urcity stav relé na jiny list s jinym stavem,
proto byva v praxi takova stavova rovina nazyvana ,vicelista stavova rovina“. Popsany
rezim prace se nazyva ,klouzavy rezim“ (,sliding mode control®) a ma v praxi znacny
vyznam. S pomoci tohoto zpusobu fizeni je mozné v nékterych ptipadech docilit, aby
se nelinearni systém s proménnymi parametry, ovlivnény nahodnymi poruchami, choval
jako linedarni systém s predepsanym chovanim. Problém si muzeme vysvétlit pomoci jiz
popisovaného polohového servomechanismu. V praxi je motor servomechanismu zatézovan
nahodnymi vnéjsimi momenty. Pouzije-li se v prevodu z kotvy motoru na vystupni organ
Snekovy pievod, je vliv vnéjsich momenti obzvlast komplikovany. K témto problémtm se
pridava jesté matematicky tézko postizitelny vliv reakce kotvy a zmén parametru s teplo-
tou.
V takovém piipadé je ziskdni do-
statecné presného matematického mo- w
delu velmi obtizné a navrh uspoko-
jivého linearniho regulatoru prakticky
nemozny. S pomoci klouzavého rezimu
vsak muzeme docilit, aby se systém
pohyboval podle nami predepsané
trajektorie. Klouzavy rezim docilime
prepinanim ruznych regulacnich zdkonu.
Chceme-li napft., aby trajektorie podle
které se ma polohovy servomecha-
nismus  pohybovat byla piimka
w = —ke, viz obr. 5.17, staci,
aby regulaéni zakon zpusobil, ze I
trajektorie v oblastech I, II, III
budou sméfovat do této piimky.
Bude-li prepinani dosti rychlé, dojde
na prepinaci piimce ke klouzavému
rezimu a trajektorie systému bude Obrazek 5.17: Stavovy portrét
prakticky totoznd s touto piimkou.

pfepinaci kfivka
-

III II
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Jelikoz na této piimce plati ¢ = —ke, bude regulacni odchylka smérovat
k nule podle prechodového déje linearniho systému 1. fadu s casovou konstantou
T = 1/k. Konkrétni trajektorie na obr. 5.17 mohou byt ziskdny tak, ze v oblasti I je
k motoru pripojeno plné zaporné napéti, v oblasti II plné kladné napéti a v oblasti III
je motor brzdén suchym trenim. Vyhodnoceni, zda je stav systému v té které oblasti
a prepnuti regula¢niho zékona muze byt snadno provadéno ¢islicovym algoritmem. Aby
se snizily oscilace klouzavého rezimu, je vhodné regula¢éni zakon zvolit tak, aby trajektorie
vchazely do ptimky klouzavého rezimu se sklonem blizkym sklonu této piimky. Vysledny
systém je znaéné odolny proti poruchdm i zméndm parametr, je tzv. ,robustni“. Rizenfm
v klouzavém rezimu se budeme detailnéji zabyvat v kapitole 5.4.
Zménou struktury systému resp. re-

gulatoru muzeme pomérné jednoduse do- soustava
sahovat dobrych regulaénich vysledki. “=konsti~ € 1 ooulstor . % v,
Mame-li napf. navrhnout reguldtor ve -

smycce z obr. 5.18 tak, aby celkovy systém

byl stabilni (pro w = konst a jakékoliv

pocatecni podminky piesel do stavu e = Obrazek 5.18: Regulace astatické soustavy

0), muzeme to jisté provést s pomoci PD

regulatoru. Stabilitu nam vsak zajisti i P reguldtor, u kterého budeme vhodné prepinat
jeho zisk Kg. Na obr. 5.19 jsou nakresleny trajektorie uzavieného smycky pro Kr > 1/Kg
a Kr < 1/Kg. Tyto trajektorie tvoii elipsy s rozdilnou délkou poloos. Budeme-li viak
prepinat zisk regulatoru podle zdkona

1
Kr=Kp > — pro ew > 0 aneplatie=w =0
Kg
1
Kp = Kpy < 7— pro ew < 0 (5.75)
Kg
Kr=0 proe=w =10

budou trajektorie ptechazet z jedné soustavy elips na
druhou a systém bude globédlné asymptoticky stabilni. w
Realizace takového regulatoru je velmi jednoducha.
Podobnym zpusobem lze realizovat ¢asové optimdalni
polohovy servomechanismus. Jednim z tkolt polo-
hového servomechanismu je pfemistovat hmotné téleso
z pocatecni polohy do zadané polohy. Toto premisténi €o
je nékdy zapotiebi provadét v co nejkratsim case.

F= Fmax

e
Diferencialni rovnice pohybu tohoto télesa je
d?z
—=F 5.76 e=f(w)
m dt2 ( ) F= _Fmaz

kde m je hmotnost télesa, x je poloha télesa a
F je sila pusobici na téleso. Sila F' je vzdy ome-
zend, plati tedy |F| < Fyae. Oznacime-li zddanou
polohu jako w = konst a rozdil v — xz =

Obrazek 5.20: Trajektorie
casoveé optimalniho systému
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Obrazek 5.19: Trajektorie systému z obr. 5.18 s P regulatorem s proménnym zesilenim

jako regulacni odchylku, budou stavové trajektorie systému (5.76) v soutadnicich
¢ =w;epro F = F,.,. a F =—F,,,, predstavovat soustavu parabol, obr. 5.20. Casové
optimélni bude zfejmé takové fizeni, kdy na zacatku pohybu budeme téleso maximalné
akcelerovat a po dosazeni urcitého stavu maximalné brzdit tak, aby trajektorie pohybu
skoncila ve stavu e = O;w = 0. Z obr. 5.20 je zfejmé, Ze trajektorie s maximdlni
brzdnou silou vchézejici do pocatku stavové roviny urcuje ty stavy, kdy je nutno piejit
z maximalni akcelerace na maximalni brzdéni, tyto trajektorie jsou vyznaceny silné.
Optimalni regulator tedy musi vyhodnocovat stav fizené soustavy, porovnavat jej s
prepinaci kiivkou e = f(w) a provddét prepindni ovlddaci sily. Struktura regulacniho
obvodu je nakreslena na obr. 5.21 a je relativné snadno realizovatelna. Pokud je u tohoto
polohového mechanismu k pohonu pouzit elektricky motor jako v predchozich piipadech,
pak je zapotiebi si uvédomit, ze pohonna sila je imérnd kotevnimu proudu, ktery tedy
musi byt udrzovan na konstantni hodnoteé.

5.3.3 Navrh reléového regulatoru na zakladé Ljapunovovy teorie stability
Névrh reléového regulatoru lze vyhodné provést na zakladé Ljapunovovy teorie stabi-

lity. Predpoklddejme systém popsany linedrni stavovou rovnici

d
d—’t‘ — Ax+ Bm (5.77)

kde m je vstupni vektor objektu a jeho slozky jsou ohrani¢eny soustavou nerovnosti
|m;(t)| < M;. Jestlize najdeme Ljapunovovu funkei V(x) tohoto systému pro m = 0 a

dV (x)
dt

trajektorie takového systému sméfovat k O.

pak zvolime m tak, aby byla pro fizeny systém (5.77) negativné definitni, budou
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Obrazek 5.21: Casové optimélni reguldtor polohy

Ljapunovovu funkci volime ve tvaru pozitivné definitni kvadratické formy
V(x) = (x, Qx), u které matice Q vyhovuje rovnici

ATQ+QA =-P (5.78)
kde P je néjaka pozitivné definitni matice. Pak plati

dV (x)
dt

=W(x) = (d—X)T Qx + xTQd—X =
dt dt

= (Ax+Bm)"Qx + x"Q(Ax + Bm) = (5.79)

=xTATQx +m’BTQx + x'QAx + x'QBm =

= —(x,Px) +m’"B"Qx + m"B"Q”x
V dusledku symetri¢nosti matice Q pak plati
W(x) = —(x,Px) + 2(m, BT Qx) (5.80)

Protoze prvni ¢len v (5.80) je negativné definitni, staci, aby i druhy ¢len predstavoval
negativné definitni kvadratickou formu. Zabezpecime-li si, aby kazda slozka vektoru m
méla obracené znaménko nez mé odpovidajici slozka vektoru BT Qx, bude tato podminka
splnéna. Zadn4 slozka m nesmi piekro¢it svoji maximalni hodnotu, proto volime

m; = —M,; sign[B” Qx; (5.81)

kde [BTQx]; je i-t4 slozka vektoru BTQx. Vektor m bude tedy vytvaien reléovymi
regulatory, jejichz vstupem bude linedrni kombinace stavového vektoru.

Piiklad 5.10 Pokusme se navrhnout reléovy reguldtor vyse uvddéného typu pro systém
urceny maticems

A:{ 0 1 ] B:[g (1)] a>0,0>0 (5.82)
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T T

N

Obrazek 5.22: Struktura reléového systému z prikladu 5.10

Matici P zvolime jednotkovou. Pak Q je podle (5.78)

a?+b(1+b) 1
Q= [ 2ab 2b ] (5.83)
2b 2ab
Vektor BTQx md tvar
T O
B Qx = 5 | (b (5.84)
2b 2ab
Vysledné rizeni tedy je my; = 0;me = —M;sign [331 + %b@] Struktura systému je na

obr. 5.22. Vysledny systém je globdlné asymptoticky stabilny.

Hlavnim problémem pfti navrhu reléového regulatoru uvedenou metodou je vypocet
matice Q se zadanymi vlastnostmi.

5.3.4 Shrnuti kapitoly 5.3

Aplikace reléovych systému v regulacni technice je velmi rozsahld a rozmanita. V této
kapitole jsme probrali jen nékteré typické ukazky. Dalsi aplikace lze najit v odborné
literature. Analyzu reléovych systému lze provést na zékladé dosud probrané teorie, ktera
v nékterych pripadech umoznuje i provedeni ndvrhu regulatoru (ptiklad 5.10). V redlnych
aplikacich je ¢asto pouzivano reléové tizeni v klouzavém rezimu, které umoznuje predem
definovat trajektorie, po kterych se bude stav systému pohybovat.

5.3.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 5.3

1. Jak lze omezit vznik kmitu v regula¢nim obvodé pii pouziti reléového reguldatoru?

2. Predpokladejte, ze mate nelinearitu typu relé s hysterezi. Je mozné upravit velikost
hystereze bez zasahu do puvodniho nelinearniho bloku?

3. Co je to Tizeni v klouzavém rezimu?
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4. Jakou metodu muzete pouzit pro navrh reléového regulatoru?

Spravné odpoveédi jsou uvedeny v dodatku A.

5.4 Rizeni v klouzavém rezimu

5.4.1 Motivace

V predchozi kapitole jsme si ukazali na piikladé reléového fizeni polohového ser-
vomechanismu zakladni princip Tizeni v klouzavém rezimu. Zatimco navrh provedeny
v uvedeném piikladé byl spiSe intuitivni, zamérime se nyni na vyklad obecné metody
navrhu reléového regulatoru. Ukazeme si rovnéz, ze regulator pro tizeni v klouzavém
rezimu je mozné navrhnout tak, aby zajistil spravnou ¢innost regula¢ni smycky i v pripadé
zmeény parametru fizeného systému.

5.4.2 Navrh regulatoru v klouzavém rezimu
Predpokladejme, ze Tizeny systém je popsany soustavou diferencidlnich rovnic

dx

i fo(x) + 01(x) + G(x)[u + d2(x, u)] (5.85)
pricemz budeme uvazovat, ze funkce fy a matice G jsou presné znamé, zatimco d; a 99
vyjadiuji neurcitosti a jejich tvar nemusi byt presné znam. Lze ukazat, ze kazdy takovy
systém je mozné vhodnou transformaci stavovych proménnych T

[ Z } = T(x) (5.86)

prevést na standardni tvar

D tin.€) +6,(n.8)

dt (5.87)
= £,(1,&) + Ga(n, &)[u+ d¢(n, &, 1)

dg
dt

Funkce f a f, a matice G, jsou opét znamé, neurcitosti jsou nyni reprezentovany funkcemi
0, a O¢. Piedpokladejme, ze f(0) = 6,(0) = 0 a systém tedy muze mit rovnovazny stav
v pocatku stavového prostoru. Pokusime se vytesit problém stabilizace - hledame takové
fizeni, které prevede systém do pocatku stavového prostoru.

Vsimnéme si, ze v zapisu (5.87) doslo k oddéleni stavovych proménnych &, které jsme
schopni pfimo ovliviiovat vstupnim signalem u, od proménnych 7, které lze ovliviiovat
pouze nepiimo prostiednictvim stavovych proménnych &.

V prvnim kroku budeme fesit stabilizaci systému

dn

T~ £(n, &) +6,(n.€) (589)
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piicemz vektor proménnych € budeme povazovat za ¥dici vstup systému. Rizeni zvolime
jako funkci stavovych proménnych n

£ =o(n) (5.89)
pricemz ¢(0) = 0. Dostavame pak

D t(m, dlm)) + 8,(n. $(n) (5.90)
Funkei ¢, kterd definuje fizeni, musime zvolit tak, aby systém (5.90) byl asymptoticky sta-
bilni. Jeji volbu muzeme provést na zakladé analyzy Ljapunovovy funkce, nebo navrhem
regulatoru pro linearizovany systém. V fadé praktickych ptipadu dostavame v tomto
kroku linedrni systém, kdy fizeni muzeme navrhnout pomoci metod, se kterymi jsme se
seznamili v kurzu Regulace a tizeni I. Jak uvidime pozdéji, bude volba Tizeni ¢ rozhodujici
pro dynamické vlastnosti celého systému. Resenf se muze vyrazné zkomplikovat, pokud
jsou piitomné neurcitosti reprezentované funkci 4,. Rizeni pak musi byt navrzeno tak,
aby byl systém asymptoticky stabilni pro vSechny uvazované hodnoty neurcitosti.

Predpoklddejme, Ze se ndm vhodné fizeni (5.89) podafilo najit. Rovnice (5.89) definuje
utvar (varietu - v anglické literatuie oznacovano jako manifold [7]), po kterém se musi
stav systému pohybovat. Timto utvarem muze byt kiivka, plocha a podobné. Je zfejmé,
ze pokud definujeme rozdil

z=§— o(n) (5.91)
bude rovnice (5.89) splnéna pii z = 0. Derivaci rovnice (5.91) a dosazenim (5.87) dosta-
neme

dz d§ Od¢dn

At~ At opdt

O¢

== fa<'r,7£> + Ga(”v é)[u + 65(”7 57 11)] - %[f<n7 é) + 577(”75)]

(5.92)

Rovnice (5.92) je vlastné dynamickym systémem odchylek od variety definované vztahem
(5.91). Nasim dalsim cilem bude tedy nalezeni takového fizeni u, které zajisti, ze v
koneéném ¢ase dosdéhneme stavu z = 0, pficemz v tomto stavu setrvame. Rizeni budeme
hledat ve tvaru

u=u,+G;'(n&v (5.93)

Cést fizeni oznacend jako u., se nazyva ekvivalentni rizeni. Vzhledem k moznosti zjed-
noduseni Teseni volime ekvivalentni Tizeni tak, aby byly eliminovany znamé cleny v rovnici

(5.92)
o¢

e =G (0.8) | ~u(n.€) + 5 f(n.€) (5.94)
Po dosazeni (5.94) do (5.93) a nésledné do (5.92) dostaneme

d

L vt A€, v) (5.95)

dt
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kde

0
A0, 6,v) = Gu(n, €)8¢ (. €, 1y + G (0, €)V) — %@V(n, &) (5.96)

Vzhledem k pritomnosti neurcitosti nezname skutecnou hodnotu A ale obvykle dokazeme
alesponl urcit jeji maximalni moznou hodnotu

1AM, & V)l < p(n,8) + kv (5.97)
kde ||v]s = max{vy,ve,...,v,} a 0 < k < 1. Pro kazdou proménnou z vektoru z, jejiz
chovani lze popsat rovnici

dZi .

% =v;+A;n,&v) i=1,2....p (5.98)

musime najit takové tizeni v;, ze hodnota stavové proménné z; pujde k nule. Vhodné fizeni
najdeme snadno pouzitim Ljapunovovy funkce. Ljapunovou funkci budeme pro kazdou z
rovnic (5.98) hledat ve tvaru

1

2 (2
Je ziejmé, ze funkce urcené vztahem (5.99) jsou pozitivné definitni. Derivace funkce, kterd
je kandiddtem na Ljapunovovu funkci je s uvdzenim (5.97)

Vi(zi) = (5.99)

dV; dz;

= s = AAM € ) < 2t [ [, €) + kvl (5.100)
Predpokladejme, ze Tizeni bude ve tvaru

vi:—ﬁl(ni’g)signzi i=1,2,. ..p (5.101)

kde B(n,&) > p(n,&) +b a b > 0. Pfi této volbé fizeni nam vlastné utvar definovany
vztahem z = 0 (coz odpovida rovnosti (5.89)) urc¢uje rozhrani, na kterém bude dochézet
k pfepinani znaménka tizeni. Pro derivaci Ljapunovovy funkce muzeme najit nerovnost

Vi _ B(n.€) B(n,§)
< — . 1+ k | =
= —Bm, &)zl + p(n. &)lz] < —blzi]
Pro derivaci nami zvolené funkce tedy plati
dV;
< bl 5.103
< bl (5.103)

Vyse uvedena derivace predstavuje negativné definitni funkci a je tedy ziejmé, ze funkce
(5.99) je platnou Ljapunovovu funkeci. Pouzijeme-li tedy fizeni (5.101), bude hodnota
proménnych z; asymptoticky klesat k nule. Odtud vyplyva, ze pokud dosahneme stavu
z = 0, nadale v ném setrvame. Zbyva nam jiz jen zjistit, zda stavu z = 0 dosdhneme v
konecném case. Protoze plati

dv;  dz

—L < bl 104
o A S b|zi| (5.104)
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a tedy
dz;
’ < -b z; >0
dt (5.105)
dZZ‘
>b z; <0
dt

vidime, ze kazdd z hodnot |z;| klesd k nule s rostoucim ¢asem rychleji nez linedrné. Je
tedy jisté, ze nulové hodnoty dosdhne v konecném case.
Rizeni bude probihat ve tfech fazich:

1. stav systému bude smétovat k prepinacimu rozhrani. V této fazi nedochazi k prepinani.
2. v konectném case je dosazeno pfepinactho rozhrani.

3. stav systému ,klouze“ po prepinacim rozhrani, které je ddno rovnici (5.89). Stav
jiz toto rozhrani neopusti. Systém se zacne chovat jako systém nizsiho fadu (sta-
vové proménné jsou svazané podminkou (5.89). Dynamika pohybu po pfepinacim
rozhrani je ddna jen rovnici (5.90).

Postup navrhu regulatoru pro fizeni v klouzavém rezimu muzeme shrnout do néasledu-
jicich kroku:
1. popis systému pfevedeme vhodnou transformaci stavovych proménnych na stan-

dardni tvar (5.87).

2. navrhneme fizeni ¢ pro tu ¢ast systému, na ktery nemuzeme pusobit primo vstupnim
signalem (5.88), ¢cimz urc¢ime prepinaci rozhrani definované vztahem (5.89).

3. zavedeme proménnou urcujici odchylku od prepinactho rozhrani (5.91) a jeji derivaci
dostavame systém (5.92). Hleddme fizeni systému (5.92) takové, aby bylo dosazeno
pocatku stavového prostoru v koneéném case.

4. uréime ekvivalentni fizeni u., (5.94) tak, aby doslo k eliminaci zndmych ¢lenu v
rovnici (5.92).

5. po dosazeni ekvivalentniho fizeni (5.94) do (5.93) a nédsledné do (5.92) dostaneme
vztah pro velicinu A.

6. najdeme horni mez hodnoty |A| ve tvaru (5.97).
7. pomoci vztahu (5.101) ur¢ime fizeni v.
Cely postup si detailné ukazeme na nasledujicim priklade.

Piiklad 5.11 Uvazujme systém druhého tddu popsany stavovymi rovnicemi

d[L‘l

= 2y + 0121 sin zo

dt (5.106)

dZL‘Q
2 =G4t u
@ mtad
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kde 61,05 jsou nezndmé parametry, o ktergch vime, Ze plati |01| < a, |62] < b. Ukolem je
najit takové rizent, které zajisti prevedeni systému do stavu x = 0.
Porovndnim (5.106) s rovnicemi (5.87) vidime, Ze popis systému je jiZ ve standardnim
tvaru a nemusime tedy provddét Zadnou transformaci stavoviych proménnijch.
V prunim kroku budeme hledat rizeni systému
dx
= gy 4 0y2, sin 1y (5.107)
dt
vstupem xo. Vhodné stabilizujici Tizeni muzZeme navrhnout napr. pomoci Ljapunovovy me-
tody overend stability. Nejjednodussi moznd volba Ljapunovovy funkce je v tomto pripadé

1
V(zy) = 53:? (5.108)
s derivaci
d
W(z1) = Vd(Zﬁ) =r11T] = X122 + 9133% sinxe < 1129 + a:cf (5.109)

Aby byla derivace negativné definitni, staci, aby platilo

x9 = —(1+a)r, (5.110)
¢imz dostaneme
—— < —(1+a)2? +az? = —2? (5.111)
Na zikladé navrzeného Tizeni (5.110) wréime prepinaci rozhrani, které bude v tomto
pripadé predstavovat primku

z=x3+(1+a)r; =0 (5.112)
Derivact tohoto vztahu a dosazenim stavovych rovnic dostaneme

d
d_:z =do+ (1 +a)iy = O3 + 21 +u+ (14 a)(xy + 012 sinx) (5.113)

Nyni se pokusime najit Tizeni u ve tvaru (5.93), coZ v naSem pripadé predstavuje
U= Ueq +V (5.114)

Ekvivalentni Tizend u., zvolime tak, aby doslo k eliminaci vsech zndmych cleni v rovnici

(5.113)
Ueg = —21 — (1 + a)xo (5.115)
Dosazenim (5.115) do (5.114) a ndsledné (5.113) dostaneme

dz
o =t AX (5.116)



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 183

X2

(21(0), 2(0))

T

Obrazek 5.23: Stavova trajektorie regula¢niho déje z prikladu 5.11

kde

A(x) = 022 + (1 + a)fyz; sin x5 (5.117)
Nyni najdeme horni mez pro hodnotu |A(x)|. Je zrejmé, Ze bude platit

IAX)] < a(l + a)|zy| + b’ (5.118)
a ve vztahu (5.101) mizeme tedy zvolit

B(x) = a(l + a)|zy| + bxs +by by >0

5.119
k=0 (5.119)
Vysledné rizeni pak bude

U= Uy — B(x)signz = (5.120)

=—x1— (1+a)ry — (a(l+ a)|z| + b:c% + bo) sign(xs + (1 + a)xq)

Pribéh requlacniho déje je zachycen na obr. 5.23. Trajektorie systému sméruje v prong
fdzi z pocatecniho stavu k prepinaci primce. V okamziku, kdy dosdhne prepinaci primky,
klouZe stav po této primce smérem k pocdtku soutadnicového systému.

Pti pouziti metody v klouzavém rezimu je tieba zvazit, zda je technicky vhodné
provadét rychlé prepinani akéni veliciny. V piipadé, kdy se jedna o fizeni pohonu, elek-
trického vytapéni atd., kdy je pouzivano pulzné-sitkové modulace nezpusobuje pouziti
uvedené metody potize (pfepindni relé v podstaté nahradi pulzné-sitkovou modulaci). V
pripadé, kdy akéni ¢leny maji mechanickou povahu jako napt. ventily, neni takovéto fizeni
vhodné zejména z duvodu moznosti neimérného opotiebeni akcnich clenu.
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Rizeni v klouzavém rezimu, tak jak bylo odvozeno v této kapitole, vede obvykle k
takové ¢innosti systému, kdy dochazi k prepinani relé v podstaté s nekonec¢nou frekvenci.
Je ziejmé, ze pouzity matematicky model nemuze reprezentovat zadny realny fyzikalni
systém, coz bude déle diskutovano v kapitole 6.1. V realné aplikaci pak bude dochdazet
k prepinani relé s periodou danou technickymi prostiedky (frekvencni pasmo elektro-
nickych obvodu, vzorkovaci frekvence pii zpracovani na mikroprocesoru...). V dusledku
toho nebude trajektorie systému piesné sledovat prepinaci rozhrani, ale bude kolem néj s
vysokou frekvenci kmitat, coz neni obvykle ptijatelné (opotiebeni, hluk). Existuji metody
tzv. tizeni v klouzavém rezimu s diskrétnim casem, které tento problém eliminuji, nicméné
jejich slozitost znacéné prekracuje rozsah studovaného predmétu a nebudeme se jimi dale
zabyvat. Problémem spojenym s fizenim v klouzavém rezimu je i fakt, ze i po dosazeni
pocatku stavové roviny dochazi k neustalému prepinani akéni veliciny.

Uvedené problémy jsou spojeny s tim, ze regulacni obvod obsahuje nelinearitu s ne-
spojitosti - relé. V praktickych aplikacich pak ¢asto dokdzeme dosahnout piijatelnéjsich
vysledku pouzitim aproximace reléové charakteristiky spojitou funkei. Jednou z moznych
aproximaci je Ambrosinova aproximace popsana vztahem

X

— 5.121
lz| 4+ 0 ( )

Y = Ymax
jejiz prubéh je zobrazen na obr. 5.24(b). Pro § — 0 se pak blizi reléové charakteristice.
Z duvodu jednoduché realizace vsak casto pouzivame aproximaci nasycenim obr. 5.24(c)
s velkym zesilenim K v proporcionalni oblasti. Pro K — oo se opét blizime reléové
charakteristice.

Pii pouziti aproximace reléové charakteristiky spojitou funkei dojde k odstranéni
kmitani systému. Jistou nevyhodou je vSak to, ze stavovda trajektorie nebude sledovat
presné nami zvolené piepinaci rozhrani, ale bude se pohybovat v urcité oblasti v jeho
vétsi zesileni v proporcionalni oblasti pouzijeme. Pfi pouziti Ambrosinovy aproximace
nejsou hranice presné definované, pricemz s klesajici hodnotou d bude trajektorie 1épe
sledovat prepinaci rozhrani. Volba zesileni K nebo parametru ¢ je otazkou kompromisu
mezi odstranénim kmitani a presnosti sledovani prepinaciho rozhrani a vétsinou se provadi
experimentalné pomoci simulaci.

5.4.3 Shrnuti kapitoly 5.4

Pti tizeni v klouzavém rezimu dosdhneme toho, ze trajektorie systému se bude po-
hybovat po prepinacim rozhrani. To predstavuje velice vyhodnou vlastnost, protoze tvar
prepinactho rozhrani muzeme predem zvolit a tak vlastné definovat podobu trajektorie
systému béhem regula¢niho déje.

Zajimava je rovnéz skutecnost, ze béhem navrhu regulatoru byly zohlednény i neurci-
tosti hodnot parametru fizeného systému tak, ze navrzeny regulator je funkéni v predem
daném intervalu jejich moznych hodnot. Rizen{ v klouzavém rezimu tak piedstavuje jednu
z moznych metod tzv. robustniho Tizent.
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y y y
1 1 1
X X X
—2 -1 1 —2 -1 1 —2 -1 1
~1 - ~1
—2 —2

(a) Reléova charakteristika (b) Ambrosinova aproximace (c) Aproximace nasycenim

Obrazek 5.24: Aproximace reléové charakteristiky spojitou funkei

5.4.4 Kontrolni otdazky pro kapitolu 5.4

1. Musi byt znam pro navrh regulatoru pro fizeni v klouzavém rezimu piesny model
fizeného systému?

2. Cim je urcen prubéh stavové trajektorie systému, pokud se nachazi v klouzavém
rezimu?

3. Jak probihd regulaéni déj pokud je pouzit reguldtor pro fizeni v klouzavém rezimu?
4. Pro¢ nahrazujeme relé nasycenim s velkym zesilenim?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

5.4.5 Resené priklady pro kapitolu 5.4

Piiklad 5.12 Predpokldidejme servomechanismus popsany rovnicems

_,

"
- o (5.122)
a  JR, T Cem Tl

kde konstanta stroje C' je neménnd a budeme predpokladat, Ze jeji hodnotu zndme. Moment
setrvacnosti J a odpor kotvy R, se muze ménit, pricemZ budeme predpoklidat, Ze J > J
a R, > Ry, kde J a R, jsou momindlni hodnoty. Za uvedenych predpokladi chceme najit
rizent, které prevede systém do pocdtku stavové roviny.

Rowvnice muzeme upravit do tvaru

a "
om o o + ] (5.123)
at
C
a =

JR,
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7 predpokladu uvedenijch v zaddni je zrejmé, Ze bude platit je zrejmé, Ze bude platit a < a,
kde a je nomindlni hodnota parametru a. Rovnice prevedeme do standardniho tvaru pro
metodu ndvrhu klouzavého rezimu

dy

dt
dw,, . a—a Ca (5.124)
— =4 U+ —U— —/—Wpy

dt a a

V' prunim kroku navrhneme stabilizujici rizeni pro systém y = wy,, kde Tidicim vstupem
je nyni wy,. Nejjednodussi mozné rizeni je

W =—-Ky K>0 (5.125)
Rozdil mezi skutecnou a poZadovanou hodnotou w,, je

Z2=wn+Ky=0 (5.126)

¢imz je soucasné urcena prepinaci primka. Derivaci podle ¢asu a dosazenim upraveny
stavovych rovnic pak dostaneme

dz_dwm+Kdy_A +a—& +K—C’a
ar - dt R

Win (5.127)

N

rizent zvolime ve tvaru u = Ueg+% , Ueq = 0. Po dosazend do rovnice (5.127) pak dostaneme

q .

i :v+a _ av+(K—Ca)wm:v+A

dt L (5.128)

A = — v —'— (K — Ca)wm

a

Nyni najdeme horni mez hodnoty |A|

|A] < |dal|v] + | K = Cal|wy,| (5.129)
Vzhledem k tomu, Ze |6,] = |2 < 1 odpovidd nerovnost pro A tvaru (5.97), kde k = 6,
ap =K —Callwn|. V dalsi fazi Tesent musime urcit > p, éemuZ v nasem pripadé
odpovidd

B =K — Calwnas (5.130)

kde wpmar je predpokladand mazimdlni moznd uhlovd rychlost motoru. Pro tizeni v pak
dostaneme z (5.101)

B sinz——|K_Ca|wm'm
1T 1— (0]

v = sign(Ky + wm,) (5.131)

Po dosazent ziskdme podobu Tizeni u

_|K — Ca|wmaz
d<1 - ‘5a|>

_\K—Ca\wmax
a—la—al

sign(Ky + wp,) = sign(Ky + wp,) (5.132)
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Vzhledem k tomu, Ze predpoklidime a < a, plati

K-C mar . K
u:—| alw sign(Ky + wp,) = — |— = C
a a

Winaz SIEN(KY + wy,) =

(5.133)
= — |KTC — C| wmaq sign(Ky + wy,) = —| KT — 1|Cwiaq sign(Ky + wiy,)
kde T' = JCIZG.
7 odvozeni requldatoru pro klouzavy rezim je patrné, Ze cinmost requldtoru zustane
zachovdna i pokud zvétsime hodnotu prepinané cdsti akéni veliciny. V nasem pripadé
muzeme tedy zvolit Tizeni ve tvaru

u==Usign(Ky 4+ wy,) U >|KT —1|Cwnas (5.134)

coz odpovidd zavérum dosaZengm béhem TeSeni reléového Tizeni servomechanismu v ka-
pitole 5.3.2. Vsimnéme si, Ze pro uspésné dokonceni ndvrhu by musela byt zndmda horni
mez casové konstanty T a tedy i parametri J a R,.

Piiklad 5.13 Pohyb kyvadla je mozné obecné popsat rovnicemi ve tvaru

d.ﬁlfl "

=g,

dt (5.135)
dw, .

Fri —asin(x; + 1) — bxy + cu

kde parametrem 61 muzZeme ovlivnit Zddanou polohu kyvadla. Budeme predpoklddat, Ze
parametry systému maji nomindlni hodnoty a, 13, ¢ a zeplatia > 0,b>0,0<c < ¢
Hleddme vizend, které bude zajistovat stabilitu systému i pFi zméné parametrii.

Stavové rovnice prevedeme do standardniho tvaru

doy _
a7
% = —asin(z; + 0;) — by + clu+ 0(xy, 22, u)] (5.136)
1 .
O(xq,x9,u) = E[—(a —a)sin(xq + 61) — (b — b)xg + (¢ — &)ul

V pronim kroku budeme hledat rizeni systému

dzy
dt

prostrednictvim vstupu xo. Nejjednodussi tizent, které zajisti, Ze stav x; bude smérovat
k nule je

= 2y (5.137)

To=—pry p>0 (5.138)

pri jehoZ pouziti bude hodnota 1 exponencidlné klesat (bude se chovat jako setrvacny
¢lanek pruniho Tddu). Prepinacim rozhranim tedy bude primka xo = —pxq a odchylka
od tohoto rozhrani je

- (5.139)
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Derivact podle casu a dosazenim upravenych stavovich rovnic dostaneme
dz dzs dzy
dt dt dt

Rizent budeme hledat ve tvaru

— —asin(zy 4 01) — bxy + ¢u + 6(21, 2o, u)] + ps (5.140)

U= gy + % (5.141)

kde ekvivalentni rizeni ue, zvolime tak, aby byly eliminovdny znamé ¢leny ve vztahu (5.140)

—_

Ueq = = [asin(zy + 01) + by — pus] (5.142)

)

Po dosazeni do (5.140) dostaneme

d
d_:z =v+cod <x1,x2,ueq+g) = v+ Az, 29, 1) (5.143)
¢
a tedy
. v
A(l’l,fL‘Q,u) = 05 <$1,$2,ueq + 7) -
¢

— —(a—a)sin(z; +61) — (b—b)ws + (¢ — &)(ueg + %) =

~

A~ . 7 c—-¢ A 7
= —(a—a)sin(z1 +61) = (b= b)wz + — [asin(xy +01) + brg — pwy +v] = (5.144)
— CTCUJF (—a+ g&) sin(zy + 01) + <—b+ gé—uﬁ) Ty <
C C C C
c—¢ C. cs c—¢
<|— |v|+’—a+:a +‘—b+tb—ﬁ | 72
C C C C

Nyni musime urcit horni meze nezndmych clent na zdkladé znalosti mozZnych hodnot
parametri a,b,c

~

c—¢C

K > —
- C

C.
K1 > —a + =a
C

(5.145)

K2> —b+—j)—,uc_c

¢

(@)

Vzhledem k predpokladum v zaddni lze najit takovou hodnotu K, Ze plati K < 1. Pak
muzeme napsat

Az, e, u) < K|v| + Ky + Ks|xs| = K|v| +p

5.146
p = K+ K|z, ( )

Nyni hleddame hodnotu 8 > p+ by by > 0, cemuz vyhovuje
B =K+ Ka|za| +by bp>0 (5.147)
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a dosazenim za 5 a K do vztahu (5.101) dostaneme édst tizeni v. Pro vysledné rizeni u
pak plati

v
u:ueq—i—gz

A K+ K b (5.148)
= — |asin(zy + 01) + bxy — pxs — 1+ Kofa| + bo sign(xe + pay)
c 1-K
Beéhem regqulacniho déje systém nejdrive dosihne prepinaci primky xo = —pr; a

ndsledné se bude po ni pohybovat smeérem k pocatku stavové roviny s dynamikou od-
povidagjici setrvacnému c¢ldnku pruniho radu.

5.4.6 Neresené priklady pro kapitolu 5.4
Piiklad 5.14 Rizeny systém je popsdn stavovymi rovnicemi ve standardnim tvaru

T1 =21

o (5.149)
T9 = bsinx; — 32y + u

kde b je neznamy parametr s hodnotou —1 < b < 1. Navrhnéte requlator pro rizent

v klouzavém reZimu, ktery prevede systém z libovolného pocdatecniho stavu do stavu

Tl = Ty = 0.

6 Modelovani a simulace nelinearnich systému

Modelovani a simulace nelinedrnich systému je spojeno s nékterymi komplikacemi spo-
jenymi s otazkou Tesitelnosti soustavy nelinearnich diferencidlnich rovnic a s vlastnostmi
numerickych metod pouzitych k feseni. O nékterych z nich se zminime v této kapitole.

6.1 Resitelnost modelu nelinedrniho systémi
6.1.1 Motivace

Pfi studiu linearnich systému jsme se nemuseli zabyvat otazkou fesitelnosti stavovych
nelinearnich rovnic pak muze vést k chybné interpretaci simula¢nich vysledku. V néasledujici
casti proto nastinime problematiku teSitelnosti soustavy nelinearnich diferencialnich rov-
nic.

6.1.2 Ovéreni resitelnosti popisu nelinearniho systému

V piipadé linedrnich dynamickych systému popsanych soustavou linearnich diferencialnich
rovnic

Z—? = Ax+ Bu (6.1)

neni nutné se otazkou resitelnosti zabyvat. Je to dano tim, ze soustava linedrnich dife-
rencidalnich rovnic ma vzdy feSeni a neni tedy mozné sestavit nefesitelny model.
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VVVVVV

rencialnich rovnic neni obecné zajisténa existence funkce, ktera je jejim fesenim. Resitelnost
soustavy diferencidlnich rovnic lze urcit pomoci nasledujici véty:

Véta 6.1 Necht je ddana Cauchyova poédtecni iloha

d

_fxt) x(t) =xo (6.2)
dt

v oblasti G C R"™ x R a dcisla a,b takovd, Ze funkce f je spojitd na mnoZine

R={(x,t) € G| ||[x —xo|| < b, ||t = to]| < a}. Oznaéme

b
M = f(x,t = mi — 6.3
I ey (63
Pak existuje reseni Cauchyovy pocatecni ulohy definované a spojité diferencovatelné na in-
tervalu (ty — o, tg + «).

Uvedena véta je podminkou postacujici, nikoli nutnou. Jeji splnéni tedy zarucuje
existenci TeSeni, feSeni vSak muze existovat i v piipadé jejiho nesplnéni. Vzhledem k jeji
komplikovanosti ji vétsinou v technické praxi nepouzivame a feSitelnost sestavené sou-
stavy nelinearnich diferencialnich rovnic nevysetiujeme. Muzeme se pak dopustit vazného
pochybeni, které je ¢asto oznacovano jako ,,problém dvojité chyby “.

Kazdy realny fyzikalni systém na privedené vstupni signaly néjakym zpusobem od-
povi - neexistuje situace, ze by byl redlny systém , nefesitelny* a neexistovala tak jeho
zadnd reakce na vstupni signaly. NefeSitelnd soustava nelinearnich rovnic muze tedy
vzniknout pouze v dusledku chybného sestaveni modelu, ktery dostatecné nevystihuje
vyznamné vlastnosti puvodniho systému. Vznikly , nefesitelny* model se pak snazime
resit obvykle vypoctem na cislicovém pripadné analogovém pocitaci. Tim realizujeme
nefesitelny model na jiném fyzikalnim systému, ptricemz realizace neodpovida zcela presné
puvodnimu modelu (vlastnosti numerickych metod u ¢islicového pocitace, dynamické
vlastnosti operacnich zesilova¢u u analogového pocitace). Pocitac, jako fyzikalni systém,
da urcité teseni. Toto feSeni se ale muze znac¢né lisit od skutecného chovani ptuvodniho
feseného systému.

Pozornym prostudovanim véty 6.1 o Tesitelnosti soustavy nelinedrnich rovnic si vSimne-
me, ze problémy s feSitelnosti pfinasi vyskyt nespojitosti v nelinearni funkci. Problema-
ticky tedy muze byt vyskyt nelinearit jako relé, tfeni a dalSich, které obsahuji néjakou
nespojitost. U systému obsahujicich jen nelinearity, které neobsahuji zadné body nespoji-
tosti, jako nasyceni, necitlivost a podobné, problém s fesitelnosti nevznika. To samoziejmé
neznamena, ze pii feSeni neni nutné peclivé volit vhodnou numerickou metodu.

Celou problematiku vzniku ,,dvoji chyby“ si nejlépe vysvétlime na piikladu.

Priklad 6.1 Vznik neresitelného modelu

Uvazujme zapojeni s opera¢nimi zesilovaci, které je zakresleno na obr. 6.1. Pokusme se
nyni sestavit model (soustavu diferencidlnich rovnic) pro uvedené zapojeni. Relé popiseme
idedlni releovou charakteristikou podle rovnice (3.43) a dostdvame

Uy =—U — Y (6.4)
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Y
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-1

Obrazek 6.1: Zapojeni s opera¢nim zesilovacem

t

Y= —/ubdt (6.5)

0

1 wu, <0
ub:{ 1 Uy ZO (66)
dy [ -1 —u —y<0
E_{ 1 —u —y>0 (6.7)

Dostavame model, ktery nyni zkusime tesit v prostiedi Matlab-Simulink. Modelovaci
schema je uvedeno na obrazku 6.2.

| T O—= —

Step Sign Integrator Scope

Obrazek 6.2: Model zapojeni s operaénim zesilovacem

Jako vstupni signal uvazujeme jednotkovy skok v c¢ase 1s. Simulace byla provedena
s pouzitim integraéni metody tietiho fadu s pevnym krokem vypoctu 0,01s. Odezva
systému je vykreslena na obr. 6.3. Z detailniho vytfezu je patrné, ze vysledek simulace
ukazuje na kmity v oblasti kolem ustélené hodnoty —1. Zajimavé nyni bude ovérit vliv
pouzité integracni metody a kroku integrace. Pro dvé ruzné integracni metody a rozdilnou
volbu kroku je srovnani zachyceno na obr. 6.4. Je ziejmé, ze amplituda kmitu zavisi na zvo-
lené integracni metodé. Vsimnéme si rovnéz, ze perioda kmitu odpovida zvolenému kroku
vypoctu. Zvolena numericka metoda vzdy ovliviiuje presnost feSeni. V nasem piipadé vsak
spiSe ,,urcuje” vyznamné vlastnosti nalezeného feseni.

Provedme nyni jednoduchy , myslenkovy pokus“ pro odhad chovéni modelovaného
systému. Predpokladejme, ze se systém nachézi ve stavu y = —1 a na vstupu pusobi
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0,2

3,1 3,12 3,14

Obrazek 6.3: Odezva na jednotkovy skok

konstantni signdl v = 1. Z rovnice (6.7) je zifejmé, ze derivace fl—i{ je kladna a hodnota y
bude rust smérem ke kladné hodnoté. Po uplynuti ¢asového intervalu 7 — 0 hodnota y
naroste o kladnou hodnotu Ay — 0. Nicméné nyni jiz bude platit —u — y < 0, kdy podle
(6.7) bude derivace Z—? zaporna a hodnota y zacne klesat. Za ¢as 7 — 0 klesne o hodnotu
Ay — 0 zpét na puvodni velikost y = —1. I kdyz neni uvedeny myslenkovy pokus formalné
z matematického hlediska spravny, lze dospét k zavéru, ze ocekavany prubéh veli¢iny y
bude obsahovat kmity o nekonecné frekvenci (k prepinani sméru derivace bude dochéazet
s periodou 7 — 0). Takovému chovéni vsak neodpovidd zadna ¢asové funkce ve smyslu,
jak je z matematického hlediska pojem funkce chapan. Lze tedy tvrdit, ze uvazovana
nelinearni diferencialni rovnice nema feseni. Vzhledem k tomu, ze pii u = 1 obsahuje
rovnice (6.7) pro y = —1 nespojitost, je ziejmé, Ze neexistuje zadné okoli stavu y = —1,
na kterém by byly splnény podminky véty 6.1 a tedy zavér, ze rovnice nema feSeni s ni
neni ve sporu.

Jak vsak mohla tato situace nastat? Prvni chyba spoc¢iva v modelu nevhodné zvoleném
pro danou tlohu. Rovnice (6.7) neni vhodnym matematickym modelem pro zapojeni
z obr. 6.1. Skutecna frekvence kmitu bude totiz v daném piipadé ovlivnéna tadou dalsich
faktoru - hystereze a necitlivost relé (v dusledku konstrukéniho feseni relé bude vzdy
piitomna, byt v malé mife) a rovnéz mechanické vlastnosti jazycku relé, ktery bude mit
také svoji dynamiku. Druhou chybou pak byla snaha o numerické feseni ulohy, pro které
feSeni neexistuje. Vysledek pak byl zavisly zcela na pouzité numerické metodé a viubec
nevyjadroval chovani puvodniho systému.

Jak jiz bylo fec¢eno diive, urceni resitelnosti obecné soustavy nelinearnich diferencialnich
rovnic je problematické a casto i nemozné. Neexistuje jednoznacny postup, jak se chybam
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Obrazek 6.4: Vliv integra¢ni metody a kroku vypoctu na vysledek simulace

obdobného charakteru zarucené vyhnout. Je tedy tieba peclivé zvazit mozna zjednoduseni
reality pii sestavovani matematického popisu (nesmime zanedbat pro danou tlohu pod-
statné vlastnosti systému) a rovnéz kontrolovat vysledky simula¢nich vypoctu v ndvaznosti
na jejich fyzikalni interpretaci.

6.1.3 Shrnuti kapitoly 6.1

V pripadé nelinearnich systému musime velice opatrné interpretovat vysledky simulaci.
Vzhledem k tomu, ze v praxi ¢asto neprovadime ovéteni feSitelnosti sestaveného modelu
nelinearntho systému, mohou byt vysledky simulaci zatizeny zna¢nymi chybami. Duraz
je treba klast pfedevsim na nezanedbani dynamickych vlastnosti, které jsou vzhledem k
povaze TeSené 1lohy podstatné.

6.1.4 Kontrolni otazky pro kapitolu 6.1

1. znamena nesplnéni Cauchyovy podminky nefesitelnost popisu nelinearniho systému?

2. v ¢em spociva nebezpedi ,,dvoji chyby“?
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3. ¢im je casto zpusobena nefesitelnost modelu?
4. jak budou ovlivnény simula¢ni podminky v ptipadé simulace nefesitelného popisu?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

6.2 Simulace nelinearnich systému v prostredi Matlab Simulink
6.2.1 Motivace

Bude doplnéno v budouci verzi

6.2.2 Odstranéni algebraické smycky

Bude doplnéno v budouci verzi

6.2.3 Realizace nelinearnich bloku

Bude doplnéno v budouci verzi

6.2.4 Shrnuti kapitoly 6.2

Bude doplnéno v budouci verzi

6.2.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 6.2

1. Bude doplnéno v budouci verzi
2.
3.
4.

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

7 ldentifikace rizenych objektu

7.1 Motivace

Pokud chceme navrhnout kvalitni fidici algoritmus a vhodné zvolit jeho parametry, je
tfeba znat vlastnosti fizeného objektu. Uloha zjisténi struktury a parametru systému se
nazyva identifikace. Dulezitym pravidlem béhem identifikace je snaha neodhadovat to, co
jiz zndme. Je tedy pouzit veskerou apriorni informaci o vlastnostech systému. Z tohoto
pohledu muzeme identifikované systémy rozdélit do tfech skupin:

o bild skrinka“( ,white-box “) — model systému je zcela zndm, jeho strukturu a para-
metry dokazeme urcit na zakladé matematicko—fyzikalni analyzy objektu.
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o  Sedd skrinka“(,gray-box“) — mame pouze ¢astetnou apriorni znalost chovani sys-
tému. Strukturu lze urcit fyzikdlnim modelovanim na zékladé fyzikalnich znalosti o
systému. Parametry modelu jsou neznamé a je nutné je vhodnou metodou identifi-
kovat.

o cernd skrinka “(,black—bozx“) — v tomto pripadé nemame zadné informace o vnitini
struktute systému. Béhem identifikace musime zvolit vhodnou strukturu modelu a
vypocitat jeho parametry.

V pripadeé linedrnich systému existuje obecné pouzitelny model ve tvaru operatorového
prenosu a proto jsme schopni obvykle pomérné snadno provést identifikaci systému typu
,black—box “. Na druhou stranu volba struktury modelu pro identifikaci nelinearnich sys-
tému byva natolik komplikovana, ze ji musime vétsinou odvodit na zakladé fyzikalnich
vlastnosti systému a provést jen vypocet parametru modelu — jedna se tedy o identifikaci
systému s charakteristikou ,,gray—box“.

Identifika¢ni metody lze rozdélit podle pristupu k vypoctu parametru na dvé zakladni
skupiny:

e deterministické — zalozeny na deterministickych modelech systému, parametry se
hledaji na zakladé minimalizace odchylky mezi méfenymi a simulovanymi daty

e stochastické — vychazeji ze stochastickych modelu, parametry modelu jsou vypoéteny
na zakladé vyhodnoceni transformace statistickych vlastnosti signdlu po pruchodu
identifikovanym systémem.

V dalsim vykladu se zaméiime na zakladni moznosti deterministické identifikace modelu
linearnich a nelinedrnich systému.

7.2 Metoda nejmensich ¢ctvercu

Jednou z nejbéznéji pouzivanych metod identifikace dynamickych systému je tak zvana
metoda nejmensi ctvercu. Jeji pouziti je vhodné pouze pro linearni systémy, piipadné pro
systémy, které je mozné dobfe linearizovat v okoli pracovniho bodu.

Pro vysvétleni metody budeme nejdiive uvazovat linearni staticky systém

yi =, 0 (7.1)

kde ¢; je vektor vstupnich proménnych a 6 je vektor parametri. Vystup y; je tedy
tvoren linedrni kombinaci vstupnich hodnot ¢;. Pokud chceme popsat zavislost mezi vice
vystupnimi hodnotami y; a prislusSnymi vstupnimi vektory ¢;, 1ze cely systém zapsat ve
tvaru

y = ®0 (7.2)

kde y = [yn,yn—1,--.,y1)F a ® = [N, On_1,--.,p1]T. Je ziejmé, Ze parametry systému
budou jednoznaé¢né urcéeny jenom tehdy, kdyz délka vektoru y a tim i pocet fadku matice
® bude roven poctu parametriu ve vektoru 6. Parametry systému pak dokazeme urcit
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—e Kritérium
Model Y
parametry modelu Strategie

minimalizace

Obrazek 7.1: Princip identifikace parametri systému

fesenim soustavy linedrnich rovnic (7.2). Pokud mame k dispozici vice dat, dostavame
preurcenou soustavu linearnich rovnic, kterda obecné nemusi mit zadné feseni.

Pri identifikaci parametru pouzijeme tedy jiny postup, nez piimé feseni soustavy rovnic
(7.2). Budeme predpokladat, ze méme k dispozici model systému

y = ®6 (7.3)

kde 6 je odhad parametru systému. Pokud porovname skutecnou hodnotu vystupu systému
y s odhadem vypocétenym modelem y, dostaneme chybu odhadu

szy—y:y—CI)H:i’(é—H) (7.4)

Cim bude odchylka e ,mens{“, tim budou parametry modelu @ blize skuteénym hod-
notam 6. Musime vsak jesté zvolit vhodné kritérium, kterym budeme hodnotit , velikost “
odchylky e. Bézné pouzivanym kritériem je soucet kvadratu odchylek

R 1
V() = D el = 55% (7.5)
=1

podle kterého rovnéz metoda nese nazev. Pokusime se provést minimalizaci zvoleného
kritéria. Kritérium muzeme upravit do tvaru

~ 1 1 ~ 1~ < -
V(0) = 55% =5y - ®0" [y — 0] = 5[9%%0 —0"®Ty —y'®0 + y'y] =
1.~ _ ~ _ 1 _
=50 —(@"2) "2y (@72)[0 — (27 ®) '@y + S [y'y —y (@) @Ty] (76)
pozitivné semidefinitni forma neobsahuje 0

pii minimalizaci bude nulova neni co minimalizovat
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Minimalizace kritéria je tedy dosazeno pro

60— (®7®) ey =0 (7.7)
¢imz dostavame odhad parametru

6= (@7®) oy (7.8)

Nyni se pokusime ziskany vysledek prenést do oblasti linearnich dynamickych systéma.
Predpokladejme, Ze systém s jednim vstupem a jednim vystupem je popsan operatorovym
prenosem

F(z)

bz b4 bz Y (2)
S ldazttaz 4 taz U(2)

(7.9)

Vystup systému v k-tém kroku je pak dédn vztahem
y(k) = biu(k—1)+byu(k—2)+. . 4byu(k—n)—a1y(k—1)—asy(k—2)—...—a,y(k—n)(7.10)
Plati tedy

y =20 (7.11)
= T
T
0:[al,ag,...7an7b17b2,...7bn] a
—y(k —1) —y(k —2) o —y(k —n) u(k — 1) u(k — 2) . u(k —n)
—y(k —2) —y(k — 3) —y(k—n—1) u(k — 2) u(k — 3) u(k —n —1)
= ‘ : A : A A | |
Y- N) —y(k—N-1) ... —yk-n-N+1 | uk-N) uk-N-1) ... wk-n-N+1)

Matice ® ma N tadku a 2n sloupcu, kde N je pocet zpracovavanych vzorku a n je
rad systému. Vektor 8 obsahuje celkem 2n parametru a proto, jak jiz bylo feceno diive,
musi mit matice ® alespon N > 2n tadku, tak aby bylo mozné jednoznacéné vypocist
parametry systému. Z toho rovnéz vyplyva, ze musime mit k dispozici alespon 2n méteni
vstupu a vystupu systému.Vzhledem k tomu, ze rovnice (7.11) je shodnd s rovnici (7.2),
fesime vlastné stejnou ulohu, jako v piipadé statického systému. Pokud sestavime obsah
matic tak, jak je uvedeno v (7.11), muzeme odhad parametru systému vypocitat pomoci
vztahu (7.8).

Na zékladé vztahu (7.8) tedy dokazeme vypocitat odhad parametru béhem jednoho
vypocetniho kroku (samoziejmé za predpokladu, ze mame matice naplnéné potiebnymi
udaji). Z tohoto duvodu byva uvedeny postup nazyvén jednordzovd metoda nejmensich
¢tverci. 1 kdyz vztah pro vypocet parametri je formélné velmi jednoduchy, praktické
pouziti této metody je ¢asto problematické. Je tieba si uvédomit, ze pocet tadku matice
® odpovidd poctu zpracovavanych vzorku a pii vypoctu (7.8) jsme pak ¢asto nuceni
vypocitat inverzi matice velkého rozméru. Dalsi problém spociva ve skutecnosti, ze pri
prichodu dalsitho vzorku vstupu a vystupu nejsme schopni vyuzit vysledku pfedchoziho
kroku a je tfeba provést vypocet znovu.

Je ziejmé, ze by bylo velmi zajimavé najit algoritmus, ktery by dokazal v kazdém
vypocetnim kroku vyuzit odhadu parametriu vypoctenych diive, ptficemz nové prichozi
hodnoty vstupu a vystupu umozni zptresnéni odhadu.
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Pokud uvazujeme matice ve tvaruy = [yn, ynv_1,---,v1)° a ® = [N, on_1,---,¢1]7,
lze vztah (7.8) zapsat ve tvaru
) N “lrnN
Oy = Z Pip; Z PiYi (7.12)
i=1 i=1
Oznacéme
N -1
Py = Z ®ip; (7.13)
i=1

kde N je pocet zpracovanych vzorku. Lehce si vSimneme, ze matici P muzeme pocitat
rekurentnim vztahem

Py =Pyl +oney (7.14)

Rovnéz 1ze snadno ukazat, ze plati

N-1
Oy =Py Z pivi + enyn| = Pn |:P]_\71_10~N—1 + enyn| =
i=1 (7.15)
=0y, +Propn [yN - ‘P%éN—l}
Cely vypocet odhadu, pak shrneme do nasledujicich vztahu
éN = éN_l + Kuyen
Ky =Puen (7.16)

EN = YN — scﬁé]v_l
Py =Py, +enen

Vsimnéme si, ze na rozdil od jednorazové metody nyni pracujeme s maticemi podstatné
mensich rozméru (Matice P ma rozmeér 2n x 2n, kde n je tad systému). Vypocet odhadu
parametriu v N-tém kroku vychazi z odhadu parametria v kroku N —1, pficemz je upfesnén
pomoci nové piichozich hodnot. Jednd se o rekurzivni vypocet a proto se tato metoda
bézné oznacuje jako rekurzivni nebo také prubéind metoda nejmensich ctverci. Inverze
matice, je vypocetné narotna operace. V nasem pripadé muzeme pouzit lema o inverzi
matice (C.8) a tomuto vypoctu se vyhnout. Po tpravé rovnic (7.16) dostaneme

éN = éNfl + KNEN
Ky =Ppyepn
oA (7.17)
EN =Yn — PNON_1
Py=Py . — Py 1oveNPN_1/ [1 + SO%PN—HON]
Rovnice stale obsahuji déleni, nicméné tentokrat se jiz nejedna o inverzi matice, protoze

vysledkem maticového vyrazu ve jmenovateli je skalarni ¢islo. Lze ukéazat, ze z duvodu
dobré konvergence teseni je vhodné volit pocatecni hodnotu matice Py jako diagonalni
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s velkymi hodnotami na diagonale. Pti zahdjeni vypoctu si musime rovnéz uvédomit,
ze prvni pouzitelny odhad parametru dostaneme az po provedeni tolika kroku, kolik
parametru identifikujeme. Pro pfenos n-tého fadu tedy dostaneme pouzitelny odhad az
po 2n krocich.

Vysledek prubézné metody nejmensich ¢tvercu v N-tém kroku odpovida jednorazové
metodé pocitané z N méteni. Pokud je NV znacné velké, bude metoda pomalu reagovat
na piipadné zmény parametru identifikované soustavy. Je to zpusobeno tim, ze vsechny
zpracovavané vzorky jsou uvazovany se stejnou vahou a tedy nové piichozi hodnoty maji
relativné malou vahu vzhledem k rozsahlému souboru predchozich dat. Pii praktickém
pouziti se tento problém fesi pouzitim tak zvaného exponencidlniho zapominadni.. Misto
kritéria (7.5), které uvazuje vsechny vzorky se stejnou vahou, pouzijeme kritérium

N
V(O) =) X' (7.18)
i=1
kde A je koeficient zapominani, ktery volime A < 1 (obvykle piiblizné 0,95). Vidime, ze
vaha odchylek, s jakou jsou zahrnuty v kritériu, v tomto ptipadé s rostoucim ,staiim*
exponencialné klesa. Pti pouziti tohoto kritéria je pak mozné odvodit vztahy pro vypocet
odhadu parametru ve tvaru

éN = éN—l + Knyen

Ky =Pyxen - (7.19)
eEN =Yn — PNON-1
Py = (PN—l —Pyo1ononPro1/ [)\ + QO%PN—lsoN}) 2
Zpusob plnéni dat do vektoru ¢ je znazornén na obr. 7.2. V kazdém kroku provedeme
posun starych dat ve vektoru, pficemz na uvolnéné pozice zapiSeme aktualni hodnotu
vstupu a zdporné vzatou hodnotu vystupu. Béhem identifikace systému je nutné zajistit,
aby vstup systému byl dostatecné ,,bohaty“ na zmény. V opacném piipadé resime Spatné
podminénou tulohu (matice ® se blizi singuldrni matici). Metoda nejmensich ¢tvercu
rovnéz muze selhat, pokud provadime identifikaci systému fizeného ve zpétnovazebnim
regulaénim obvodé, nebo kdyz na vystupu soustavy pusobi poruchovy signal. V lite-
ratute [9, 11] lze nalézt modifikace uvedené metody, které umoznuji potla¢eni zminénych
problém.

7.3 Identifikace nelinearnich systémi

VVVVVV

nez identifikace linearnich systému. Vzhledem k tomu, Zze nelinearni systémy neni mozné
obecné popsat relativné jednoduchou strukturou, jakou je napf. operatorovy pienos,
je identifikace nelinearniho ,,black—box“ modelu velmi komplikovana. Zameérime se tedy
pouze na identifikaci takovych systému, kde je struktura modelu znadméa (,,gray—box“
model). Model nelinedrniho dynamického systému muzeme obecné uvazovat ve tvaru
dx(t)
dt
y(t)

f(x(t), u(t),t,0)
g(x(t), u(?),,0)

(7.20)
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_yn—l “ _yn—2
—Yn > —Yn—1
P = |/ \\\‘ W = Phk+1

Uy
U9  ) (a

Up—1  ) Up—2
Up | Un—1

Obrazek 7.2: Priprava dat pro rekurzivni metodu nejmensich ctvercu

kde 0 je vektor parametru systému, piipadné ve tvaru s diskrétnim ¢asem
x(k+1) = f4(x(k),u(k), k, 0)
Y<k) = gd<X(k)7 u<k>7 kv 0)

Predpokladejme, 7Ze mame k dispozici mnozinu hodnot vystupu systému
{y(1),¥(2),...,y(N)}. Pokud zndme strukturu modelu, muzeme simulaci ur¢it mnozinu
hodnot jeho vystupu {y(1,0),y(2,0),...,y(N,0)} odpovidajici vektoru parametru 6 a
pusobeni stejného vstupniho signalu jako v ptripadé identifikovaného systému.

Je zrejmé, ze budeme hledat takovy vektor parametru 0, kdy data ziskana z modelu
budou odpovidat datim méfenym na realném objektu. Jako kritérium shody muzeme
zvolit kvadratickou formu

(7.21)

J(0) = (y(k) — §(k, )" Wi(y(k) — §(k.6)) (7.22)

k=1

kde W, je pozitivné definitni matice, ktera muze urcovat vahu jednotlivych dat. Uloha
identifikace parametru pak prechézi obdobné jako u metody nejmensich ¢tverci na problém
hledani parametru modelu minimalizujicich hodnotu kritéria

6 = arg mein J(0) (7.23)

Minimalizaci kritéria nelze v tomto pripadé vypocitat obvykle analyticky, jak to bylo
provedeno v pripadé linearniho systému. Pro nalezeni minima kritéria musime pouzit
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vhodnou numerickou metodu. Metod pro hledani minima funkce existuje cela fada, z nichz
mezi ¢asto pouzivané patii napi. Gauss-Newtonova metoda, Levenberger-Marquardtova
metoda nelinedrnich nejmensich étvercu [10] a ruzné dalsi gradientni metody. Z hlediska
pouziti jsou velmi zajimavé rovnéz tak zvané metody primého hledédni minima z nichz se
blizeji seznamime s metodou Nelder—Mead[12, 10].

Metoda Nelder-Mead pro hleddn{ minima funkce f(x) je zalozena na geometrickych
upravach simplexu v prostoru parametru funkce. Pod pojmem simplex v n-rozmérném
prostoru rozumime utvar slozeny z n + 1 vrcholq, jejich spojnic (hran) a oblasti vyme-
zenych témito spojnicemi (ploch). V jednorozmérném prostoru ma simplex podobu tsecky,
v dvojrozmérném trojihelniku, v trojrozmérném ctyisténu. Geometricka predstava ve
vicerozmérném prostoru je pak ponékud obtiznéjsi.

Pted zapocetim iteracniho vypoctu musime vytvofit pocatecni simplex. Za timto
ucelem musime zvolit poc¢atecni odhad parametru — tento pocatecni odhad predstavuje
jeden z vrcholu simplexu. Zbyvajicich n vrcholu lze zvolit v podstaté libovolné, obvykle se
voli tak, ze provedeme posunuti prvniho vrcholu ve sméru jednotlivych os souradnicového
systému. Béhem iteraci pak provadime tupravy simplexu — reflexe, expanze, kontrakce,
smrsténi. Kazda z operaci je ovlivnéna jednim z parametru metody p, x, v, . Parametry
musi spliilovat podminky p > 0,x > 1,0 < v < 1,0 < ¢ < 1. Standardni nastaveni, které
je v podstaté univerzalni, je

p=1
X =2
_ 1 (7.24)
775
1
o==
2
V kazdém iteracnim kroku fidime nésledujicim algoritmem:
1. Serazeni — oznacime vrcholy simplexu xi,Xs,...,X,41 tak, 2ze plati

fi < fo< oo < fun, kde fi = f(x;). x1 tedy odpovidd z hlediska minimalizace
funkce f ,nejlepsimu® a x,,,1 ,nejhorsimu“ bodu.

2. Relfexe — zrcadlovy obraz x, vypocteme pomoci

X, =X+ p(X — Xp11) (7.25)

5=t > x (7.26)

Zjistime hodnotu f, = f(x,). Pokud plati f; < f, < f,, nahradime vrchol x,4
vrcholem x, a iteraci ukonéime. V opacném piipadé pokracujeme krokem 3.
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Obrazek 7.3: Upravy simplexu pfi minimalizaci funkce metodou Nelder—-Mead

3. Expanze — pokud plati f,. < f; vypocteme bod x,. podle vztahu

X, = X + (X, — X)

(7.27)

a vyhodnotime f, = f(x.). Jestlize neni podminka f, < f; splnéna, pokracujeme
krokem 4. Pokud f. < f,., nahradime vrchol x,,; vrcholem x. a iteraci ukoncime.
Pokud f. > f,, nahradime vrchol x,; vrcholem x, a iteraci ukonc¢ime.

4. Kontrakce — pokud plati f. > f,, provedeme kontrakci mezi X a lepSim z bodu
X,+1 & X,. V opacném piipadé pokracujeme krokem 5.

a) Vnéjsi — jestlize plati f,, < f. < fni1, vypoCteme

X, = X + (X, — X)

(7.28)

a hodnotu f, = f(x.). Pokud f., < f,, nahradime vrchol x,.; vrcholem x. a
ukoné¢ime iteraci. V opa¢ném piipadé pokracujeme krokem 5.
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b) Vnitini — pokud plati f,. > f,11, vypocteme
X, =X — (X — Xp11) (7.29)

a hodnotu f! = f(x.). Pokud f! < f,11, nahradime vrchol x,; vrcholem x§, a
ukoncime iteraci. V opa¢ném piipadé pokracujeme krokem 5.

5. Smrsténi — definujeme n novych vrcholu
vi=x1+o(x;—%x1) i=2,3,...,n+1 (7.30)

a sestavime novy simplex s vrcholy x1,vo, V3, ..., Upyy.

Na obr. 7.3 muzeme vidét grafickou podobu jednotlivych zmén simplexu pro tlohu
v dvojrozmérném prostoru (systém ma dva parametry), pticemz podoba vychoziho sim-
plexu je vykreslena ¢arkovaneé. Iterace opakujeme, dokud neni dosazeno ukoncovaci podminky.
Ukonceni vypoctu obvykle provedeme, jakmile klesne velikost simplexu pod zvolenou
velikost. Podminku ukonceni iteraci pak muzeme formulovat jako

,Jnax llx; — x1|| < emax(1;||x1]|) (7.31)

kde € je zvolena tolerance. Stejné jako u ostatnich numerickych metod pro hleddni minima
funkce i metoda Nelder-Mead nezajistuje nalezeni globdlniho minima. Z tohoto divodu je
velmi dulezité zvolit poc¢atecni odhad parametru v blizkosti skutecného minima kritéria.

Metoda Nelder—-Mead je dostupna v prostiedi systému Matlab jako funkce fminsearch.
Jeji volani v zédkladni podobé je

x = fminsearch(@myfun, x0, options, data)

Funkce vraci vektor hodnot proménnych z, pro které dochazi k minimalizaci funkce.
V zakladnim tvaru m&a funkce dva parametry. Prvni predstavuje funkci, ktera ma byt
minimalizovana a predstavuje M-file s definici funkce

function f = myfun(x,data)
f=... % VypoZet hodnoty funkce v bod& x

Vektor z0 obsahuje pocatecni odhad polohy minima, od kterého je zahdjen iteracni
vypocet. Dale je mozné volani rozsitit o nepovinné parametry. Struktura options slouzi k
ovlivnéni vlastnosti vypoctu. Jeji sestaveni je provedeno volanim funkce

options = optimset(’paraml’,valuel,’param2’,value2,...)
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kde tetézec param oznacuje jméno parametru a value jeho hodnotu. Mozné typy zadanych
parametru jsou:
e DisplayLevel — iroven hldseni béhem vypoctu: 'off” — zadna hlaseni; ’iter’ — hlaseni
béhem kazdé iterace; final’ — zobrazeni jen kone¢ného vysledku; 'notify’ (standardni
hodnota) — zobrazeni hldseni jen pokud vypocet nekonverguje.

e FunValCheck — zjistuje, zda jsou hodnoty vracené minimalizovanou funkei platné:
‘on’ — vypise hlaseni, pokud hodnota vracena minimalizovanou funkei je komplexni
¢islo, Inf nebo NaN; ’off” (standardni hodnota) — nezobrazuje varovani.

o MazrFunFEvals — maximalni pocet vyhodnoceni minimalizované funkce.
o Mazlter — maximalni pocet iteraci.

e QutputFecn — uzivatelska funkce, ktera bude vyvolana béhem kazdé iterace. Umoznuje
napft. prubézné vypisovani mezivysledki minimalizace.

e TolFun — tolerance funkéni hodnoty. Pokud je zména funkéni hodnoty minimali-
zované funkce mezi dvéma iteracemi mensi nez zvolena hodnota, dojde k ukonceni
vypoctu.

e TolX — tolerance proménnych z. Pokud dojde mezi dvéma iteracemi k mensi zméné
proménnych x nez zvolend hodnota, je vypocet ukoncen.

Posledni uvedeny nepovinny parametr data je predan minimalizované funkci, jak je zob-
razeno u volani funkce myfun, ¢imz je umoznéno zpracovani dalsich dat mimo proménné
pouzité k minimalizaci funkce.

Dalsi detaily pouziti funkce fminsearch lze nalézt v dokumentaci a napovédé systému
Matlab.

V pripadé pouziti funkce fminsearch v loze identifikace dynamického systému, musime
vytvorit funkci myfun tak, aby vracela hodnotu kritéria pro parametry modelu dané
vektorem z, coz si ukdzeme na piikladeé.

Piiklad 7.1 Predpoklddejme, Ze redlny fyzikdlni systém je popsdn stavovymi rovnicemi

dl’l

¢ _

dt 2

dx

2 = —ifeaf — ooV 4w (7:2)
t
Y=o

kde na vstup u privedeme v case t = 0s jednotkovy skok, coz odpovidd modelu na obr. 7.5.

Systém budeme ddle povaZovat za ,gray-bor*, coZ znamend, Ze mame k dispozici
merent jeho vstupu a vystupu obr. 7.4, zname rovnéZ jeho wvnitini strukturu, nicméné
jeho parametry jsou nezndmé a chceme je identifikovat. Jeho popis md pak tvar

d[L‘l

dn _

dt 2

dx

=k~ aalaaf” + u (733

Y=o
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Obrazek 7.4: Vystup systému z ptikladu 7.1

kde ay, as jsou nezndmé parametry. Za timto ucelem pripravime simulacni schéma obr. 7.6,
které strukturou odpovida identifikovanému systému obr. 7.5, avsak obsahuje mezndmé
parametry.

Ddle musime zvolit kritérium shody mezi vystupem systému a modelu. Toto kritérium
muzeme v nasem pripadé zvolit jako sumu kvadrdtu odchylek. Hodnotu kritéria budeme
pocitat funkci fkrit, jejiz obsah je uveden niZe.

function f=fkrit(a,y_orig) %a=[al a2]...parametry modelu,
hy_orig...vystup identifikovaného systému
load_system(’model’) ;
set_param(’model/al’,’Value’ ,mat2str(a(l))); %nastaveni parametri modelu
set_param(’model/a2’,’Value’ ,mat2str(a(2)));
try
sim(’model’); Y%spuSténi simulace modelu model.mdl,
hvystup systému je uloZen v promé&nné y
f=(y-y_orig) ’*(y-y_orig); ’%suma kvadratu odchylek
Jmezi vystupem systému y_orig a modelu y
catch
f=10000; %hodnota kritéria, pokud dojde k chyb& simulace
%— nastdva pri vyhodnoceni neurcitého vyrazu 070
end;
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Obrazek 7.5: Model systému z ptikladu 7.1 v prostifedi Matlab-Simulink — origsys.mdl

Nyni ndm jiZ zbyvd provést minimalizaci kritéria. K tomu pouZijeme funkci
fminsearch, jak je ukdzdano ddle

sim(’origsys’); ‘%vypolet vystupu identifikovaného systému do prom&nné y
a0=[1 1]; Jpocatetni odhad parametru al=1, a2=1

hprovedeni minimalizace funkce fkrit
fminsearch(@fkrit,a0,optimset(’Display’,’iter’, ’MaxFunEvals’, 100000,
’MaxIter’,100000, ’TolFun’,le-4,’TolX’,1e-4),y_orig)

Po spusténi vijpoctu dostaneme

Iteration

0

g P> W N -

Func-count min f(x)

1

= O N 01 W

4.95392
4.82562
4.5494
4.1524
3.51067
2.66777

Procedure

initial simplex
expand
expand
expand
expand
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Obrazek 7.6: ,,Gray-box“ model systému z piikladu 7.1 v prostiedi Matlab-Simulink —

model.mdl

©O© 00 N O

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

13
15
17
19
20
22
24
26
28
30
32
34
36
37
39
41

NN DNDNDNDNDDN

.45097
.45097
.30605
.30605
.30605
.30605
.30392
2.1766
2.1132
1.77689
1.51
0.645111
0.442696
0.442696
0.287909
0.287909

reflect
contract inside
reflect
contract inside
reflect
contract inside
reflect
expand
expand
expand
expand
expand
expand
reflect
contract inside
contract inside
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22 43 0.0652901 expand

23 45 0.0652901 contract inside
24 a7 0.037702 reflect

25 49 0.034588 reflect

26 51 0.00745213 reflect

27 53 0.00387292 contract inside
28 55 0.00387292 contract inside
29 57 0.000951637 contract inside
30 59 0.000517011 contract inside
31 61 0.000517011 contract inside
32 63 0.000108506 contract inside
33 65 6.932e-005 contract inside
34 67 6.932e-005 contract inside
35 69 8.40888e-006 contract inside
36 71 8.40888e-006 contract inside
37 73 8.40888e-006 contract inside
38 75 2.05396e-006 contract inside
39 7 1.58942e-006 contract inside
40 79 8.89055e-007 contract inside
41 81 3.60643e-007 contract inside
42 83 2.66278e-007 contract inside
43 85 5.98496e-008 contract inside
44 87 5.98496e-008 contract inside
45 89 5.0802e-008 contract outside

Optimization terminated:

the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX
of 1.000000e-003 and F(X) satisfies the convergence criteria using
OPTIONS.TolFun of 1.000000e-003

ans =

3.0002 1.5001

Hodnota identifikovanijch parametru je tedy a; = 3,0002 a ay = 1,5001, pricemz
tento vysledek se velmi dobre shoduje se skutecnymi parametry systému. Béhem vypoctu
probéhlo celkem 89 wvyhodnoceni kritéria. Konecnd hodnota kritéria (suma kvadrdti od-
chylek vijstupu modelu a identifikovaného systému) je 5,0802 - 1078. Vzhledem k tomu, Ze
hodnota kritéria je velmi mald, lze predpokladat, Ze se nam podatilo najit TeSeni v tésné
blizkosti globdlniho minima a vypocet tedy byl uspésny.

Je zrejmé, ze nastinény zpusob identifikaci parametru nelinedrniho systému je blizka
spiSe jednorazové metodé nejmensich ¢tvercu. Pii praktickém pouziti musime dobfte volit
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pocéatecni odhad parametri, ktery mize mit zna¢ény vliv na konvergenci metody. Praktické
pouziti minimaliza¢niho algoritmu Nelder-Mead ukazuje, ze jsme casto schopni iden-
tifikovat parametry slozitych nelinedrnich systému, které mohou obsahovat i nespojité
nelinedrni charakteristiky (napf. reléova charakteristika). Obecné vsak nelze nalezeni
minima garantovat.

7.4 Shrnuti kapitoly 7

Kwvalitni identifikace modelu fizeného systému je jednou z podminek tspésného navrhu
fizeni. Seznamili jsme se se zakladnimi moznostmi deterministickych metod identifikace
parametru linearnich a nelinedarnich dynamickych systému. Uvedené algoritmy lze prak-
ticky pouzit spise v jednoduchych aplikacich. V tadé piipadu je tieba tesit lohu identifi-
kace parametru systému fizeného v uzaviené regulacni smycce, pripadné eliminovat vliv
poruchovych signali, nebo odhadovat dopravni zpozdéni. Algoritmy pro takové tlohy lze
najit v literatute [11, 9] a budou diskutovdny v rdmci predmétu magisterského studia
Modelovéani a identifikace.

7.5 Kontrolni otdazky pro kapitolu 7

1. Jaky je zasadni rozdil mezi identifikaci ,,gray—box“ a ., black—box* systému?
2. Co vyjadtuje koeficient zapominani u prubézné metody nejmensich ¢tvercu?
3. Lze pouzit minimaliza¢ni metodu Nelder-Mead pro identifikaci linearnich systému?

4. Je pri pouziti metody Nelder-Mead nutné znat presné hodnotu kriteridlni funkce
pro dané parametry modelu?

Spravné odpovédi jsou uvedeny v dodatku A.

8 Zavér

Studium nelinearnich systému predstavuje velice rozsahlou oblast. V ramci ucebniho
textu Regulace a tizeni II jsme se seznamili se zakladnimi pfistupy pro analyzu a syntézu
regulacnich obvodu s nelinearnimi ¢leny. Chovani nelinedrnich systémau je rozmanité stejné
jako realné prostiedi, které reprezentuji. V rozsahu daném studiem predmétu Regulace
a Tizeni Il neni mozné postihnout vsSechny specifické vlastnosti nelinearnich systéma,
které casto vyzaduji hledani individualniho feseni pro danou tlohu. Ukazali jsme si vsak
zakladni postupy umoznujici analyzu chovani i pomérné slozitych nelinearnich dyna-
mickych systému, pficemz na zakladé ziskanych poznatku dokdzeme v tadé pripadu i
navrhnout vhodny tidici algoritmus. Pro detailnéjsi pochopeni studované problematiky
lze pak doporucit literaturu uvedenou v literarnich odkazech.
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A

Odpovédi na kontrolni otazky

A.1 Odpovédi na otazky vstupniho testu

1.

o d" n
fla) =3 d];(nx) e

n=0 o

™8

f(x) = 3bo + i by, cos(nz) +

n=1

kde by = % [ f(z)dz, a, = %
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f(x)sin(nz)dz, b, =L [ f(z)cos(nz)dx

i\%:\ﬁ
:I‘\:‘

. ¢)

d)

Qo

s

o

)
)
)
d)

A.2 Odpoveédi na otazky kapitoly 2

1.

2.

Pro nelinearni systémy princip superpozice neplati.

Laplaceova transformace a tedy i operatorovy prenos vyuziva principu superpozice,
ktery pro nelinearni systémy neplati. Popis nelinedarniho systému operatorovym
prenosem neni tedy mozny.

Frekvenc¢ni charakteristika souvisi s pojmem frekvencéniho pfenosu. Ten lze pomoci
Fourierovy transformace nalézt jen pro systémy, u kterych plati princip superpozice.
Frekvenéni charakteristiku pro nelinearni systém tedy neni mozné sestavit.

Stabilita nelinearnich dynamickych systému zavisi nejen na struktutre a parametrech
systému, ale i na prubéhu vstupnich signalu a pocateénich podminkach. Znalost
samotné struktury systému tak k urceni stability nestaci.

A.3 Odpovédi na otazky kapitoly 3

1.

2.

Relé s hysterezi

Nasobeni konstantou je operace linearni, v pripadé nasobeni dvou nebo vice signédla
se jednda o operaci nelinearni.

. Pouzijeme prvni dva cleny Taylorovy fady - obsahujici nultou (absolutni ¢len) a

prvni derivaci.

Staticky bez paméti



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 211

A.4 Odpovédi na otazky kapitoly 4.1
1. Rovnovazny stav (singuldrni bod) a mezni cyklus.

2. Polozime derivace stavovych veli¢in rovny nule a feSime obecné soustavu nelinearnich
algebraickych rovnic.

3. Muze existovat vice, ptipadné i nekoneé¢né mnoho rovnovaznych stavu.

4. Izolovany ustédleny stav je takovy, v jehoz e-okoli se nenachazi zadny dalsi ustaleny
stav.

A.5 Odpovédi na otazky kapitoly 4.2

1. Linearizaci muzeme provadét v okoli libovolné zvoleného stavu. S ohledem na skutec-
nost, ze linearni ndhrada dobfe aproximuje puvodni systém jen v okoli pracovniho
bodu, obvykle jako tento bod volime pravé ustdleny stav.

2. Ne, linearni ndhrada zalozena na Taylorové rozvoji vypovida o chovani puvodniho
systému jen v blizkém okoli pracovniho bodu.

3. Prvky Jacobiho matice jsou tvoteny podle vztahu (4.37)

4. Systémy po ¢astech linearni jsou nelinearni systémy, jejichz popis je vzdy v uréitém
intervalu hodnot stavovych veli¢in a vstupu linearni. Lze je tedy popsat mnozinou
linearnich modelu, mezi kterymi prechazime na zékladé srovnani stavovych a vstup-
nich veli¢in s prahovymi hodnotami.

A.6 Odpovédi na otazky kapitoly 4.3

1. Izoklina je krivka spojujici body stavové roviny, ve kterych ma tecna k trajektorii
stejnou smeérnici.

2. Uzel, sedlo, ohnisko, stied.

3. Vhodny tvar je @1 = x9, 49 = f(x1,22). Trajektorii systému pak nazyvame fazovéa
trajektorie.

4. Je to mozné jen v pripadech, kdy se ndm podaii vhodnymi substitucemi prevést
systém na nefizeny.
A.7 Odpovédi na otazky kapitoly 4.4

1. Vystup nelinearni ¢asti lze rozlozit do Fourierovy fady a lineadrni ¢ast mé charakter
dolni propusti.

2. Zjistime odezvu nelinearni ¢asti na harmonicky signal, ur¢ime sinusovou a kosi-
nusovou slozku prvni harmonické frekvence. Ty pak délime amplitudou vstupniho
signalu.
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3.

4.

V obecném piipadé zavisi na amplitudé, frekvenci a velikosti stejnosmérné slozky
vstupniho harmonického signalu.

Pouzijeme Nyquistovo kritérium stability modifikované tak, ze kriticky bod (—1,0)
presuneme do bodu odpovidajicimu meznimu cyklu.

A.8 Odpovédi na otazky kapitoly 4.5

1.

Prvni metoda vyzaduje analytické teSeni trajektorie, obvykle provedené pomoci
linearizace. Druhd metoda je zalozena na hledani Ljapunovovy funkce, nevyzaduje
piimo vypocet trajektorie.

. Ljapunovova funkce musi byt pozitivné definitni a jeji casova derivace negativné

definitni.

. Nalezeni Ljapunovovy funkce je podminkou postacujici, nikoli nutnou pro dosazeni

stability. Nenalezeni Ljapunovovy funkce tedy nevyvraci moznost stability systému.

Ne, pojem asymptotické stability vychazi z predstavy, kdy se trajektorie s casem
blizi rovnovaznému stavu.

A.9 Odpovédi na otazky kapitoly 5.1

1.

,Wind-up“ jev vznikd pouze pokud regulator obsahuje integracéni slozku. U re-
gulacénich obvodu s PD regulatorem tedy tento jev nenastava.

, Wind-up“ jev se snazime potlacit, protoze zpusobuje prodlouzeni regulacniho déje.

Parametry reguldtoru jsou upraveny v dusledku zmény pracovniho bodu, ktera je
vyvolana zadanim nové zadané hodnoty.

Metoda , gain—scheduling® je vhodna predevsim pro systémy, kde dochéazi jen k
pomalym zménam zddané hodnoty. Rychlé zmény zadané hodnoty mohou zpusobit
zhorseni dynamiky regula¢niho déje a pripadné i vyvolat nestabilitu.

A.10 Odpovédi na otazky kapitoly 5.2

1.

2.

Ne, linedrni ndhrada muze mit nizsi fad nez puvodni systém.

Neni, pro zpétnovazebni linearizaci musime mit k dispozici vétsinou i hodnoty
stavovych proménnych.

. Transformace vstupu a transformace stavu.

. Vnitini dynamika je ¢ast dynamiky systému, ktera neovliviiuje vstupné — vystupni

chovani systému.
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A.11 Odpovédi na otazky kapitoly 5.3

1.

Vznik kmitt lze omezit zavedenim pasma necitlivosti a piipadné i pouzitim zpétné
vazby od rychlosti zmény regulacni odchylky.

. Velikost hystereze lze snizit zavedenim zpétné vazby z vystupu nelinearity na jeji

vstup.

. Pii tizeni v klouzavém rezimu dochazi k takovému ptepinani fizeni, kdy se stav

systému pohybuje po piepinaci kiivce.

. Navrh reléového reguldtoru lze provést na zakladé analyzy stability systému Ljapu-

novovou metodou.

A.12 Odpovédi na otazky kapitoly 5.4

1.

Pro navrh je tieba znat strukturu systému a alespon meze, ve kterych se pohybuji
parametry systému.

. Prubéh stavové trajektorie v klouzavém rezimu je dan tvarem ptepinaciho rozhrani,

po kterém se trajektorie pohybuje.

.V prvni fazi dochazi k priblizovani stavu systému k prepinacimu rozhrani, kterého

je dosazeno v konectném case. Nasledné se stav systému pohybuje po piepinacim
rozhrani.

Aproximace reléové charakteristiky spojitou funkci odstranuje kmitani stavu fizeného
systému kolem pfepinactho rozhrani.

A.13 Odpoveédi na otazky kapitoly 6.1

1.
2.

neznamend, Cauchyova podminka je podminkou postacujici, ne nutnou.

prvni chyba - sestaveni nefesitelného modelu, druha chyba - realizace neresitelného
modelu fyzikalnim systémem

. zanedbanim z hlediska tesené tulohy podstatnych dynamickych vlastnosti systému

simula¢ni vysledky budou vypovidat spiSe o vlastnosti pouzité numerické metody,
nez o chovani feseného systému

A.14 Odpovédi na otazky kapitoly 6.2

1.
2.
3.

Bude doplnéno v budouci verzi
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A.15 Odpovédi na otazky kapitoly 6.2

1. V pripadé ,gray-box“ systému predem zname strukturu modelu na zakladé fy-
zikélnich vlastnosti systému, identifikujeme tedy jen parametry modelu. U systému
typu ,black-box“ nezname nejen parametry, ale ani vnitini strukturu systému.
Vhodnou strukturu modelu musime tedy zvolit.

2. Koeficient zapominani urcuje, jak klesd vaha jednotlivych vzorku vstupu a vystupu
systému s ¢asem.

3. Ano lze. Obecné plati, ze kazdd metoda pouzitelna pro nelinearni systémy muze byt
aplikovana na linedrni systém.

4. Hodnotu kriteridlni funkce neni nutné znat zcela presné. Staci, pokud ji vyhodnotime
s takovou presnosti, ze dokdzeme rozhodnout, pro ktery vrchol simplexu nabyva
nejvétsi hodnotu.
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B Vysledky neresenych prikladu
Vysledek prikladu 3.5

flin(lCl,I‘g) = 2371 —+ 0,1251‘2 — 0,5

Vysledek prikladu 4.7

ZCQIO,.TOI -3

Vysledek prikladu 4.8

e u =1 — mezni cyklus

e u <1 —rovnovazny stav r; = u,zo =0

Vysledek prikladu 4.13

dx [1 0
a1 1]®

Vysledek prikladu 4.14

Vysledek prikladu 4.31
Mezni cyklus neexistuje.
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Vysledek prikladu 4.32

w
vypnuto N

bY zapnuto
7

e=u—1x

Vysledek prikladu 4.41
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Vysledek prikladu 4.58

RE(jw)

Vysledek prikladu 4.59

e a < (0 — stabilni
e a > (0 — nestabilni

e a = 0 — nelze rozhodnout

Vysledek prikladu 4.60
Systém je lokalné asymptoticky stabilni, jedna z moznych nalezenych Ljapunovovych
funkef je V(x) = 3(2% + 23).
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Vysledek prikladu 5.8

a) Linearizace je dosaZeno transformacf vstupu u = ——(v — z?).

sinx1

b) Linearizaci provedeme transformaci vstupu u = (v — 122923 — 423 — 4a179).

4x1 sinxzq

Podminka platnosti linearizace je v obou pripadech z; # k.

Vysledek prikladu 5.9

a) Linearizaci lze provést transformaci vstupu u = i(v — 623 — 4w73 — 823 — 4xiTy).
Podminka platnosti je xo # 0.

b) Vzhledem k tomu, zZe linedrni ndhrada je druhého taddu a puvodni systém tfetiho fadu,
linearizovany systém obsahuje vnitini dynamiku.

Vysledek prikladu 5.14
u=(3— K)xy —sign(Kxy + z3), kde K >0
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C Vybrané pojmy z matematiky

C.1 Vlastni ¢isla matice

Definice C.1 Necht A je linedrni transformace reprezentovand matici A. Jestlize exis-
tuje vector X € R™ # 0 takovy, Ze plati

AX = )X (C.1)

pro urcité skaldrni c¢islo A\, pak \ se nazyva vlastni ¢islo matice A a X je odpovidajict
vlastni vektor matice A.

Rovnici (C.1) muzeme upravit do tvaru
(A—-XDX =0 (C.2)

7 Cramerova pravidla pak vyplyva, ze nenulové feSeni této soustavy linearnich rovnic
existuje, jen pokud plati

det(A — M) =0 (C.3)
Rovnici (C.3) nazyvame charakteristickd rovnice matice A a polynom
det(A — AI) (C4)

charakteristickym polynomem matice A. Vlastni ¢isla tedy vypocteme fesenim charakte-
ristické rovnice (C.3) jako koteny charakteristického polynomu (C.4).

C.2 Definitnost funkce

Definice C.2 Predpoklidejme, Ze skaldrni funkce f(x) je definovand na oboru R™ a je
ddna oblast S C R"™. Pak funkce f(x) je v oblasti S

pozitivné definitni, pokud Vx € S x#0= f(x)>0 A f(0)>0

e pozitivné semidefinitni , pokud Vx € S f(x) >0

negativné definitni, pokud Vx € S x #0= f(x) <0 A f(0) <0

negativné semidefinitni, pokud ¥Vx € S f(x) <0

indefinitni, pokud 3x1,%x3 € S f(x1) <0 < f(x2)

Véta C.1 Pokud je funkce f(x) pozitivné definitni, je funkce — f(x) negativné definitni.
Pokud je funkce f(x) pozitivné semidefinitni, je funkce —f(x) negativné semidefinitni.
Pokud je funkce f(x) indefinitni, je funkce — f(x) rovnéz indefinitni.
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C.3 Kvadraticka forma

Definice C.3 Nechf x = [z, 1,...,2,]7 je vektor a matice A je symetrickd A = AT,
Pak funkce Q(x)
Q(x) = xTAx = (x; Ax) (C.5)

je kvadraticka forma

Definice C.4 Kvadratickd forma Q(x) je
e pozitivné definitni, pokud plati Vx e R" x#0=Q(x)>0 A Q(0)=0
e pozitivné semidefinitni, pokud plati ¥x € R" Q(x) >0
Definice C.5 Necht Q(x) je kvadratickd forma uréend matici A. Pak matice A je
e pozitivné definitni pravé kdyz je Q(x) pozitivné definitni
e pozitivné semidefinitni prdvé kdyz je Q(x) pozitivné semidefinitni
e negativné definitni prdavé kdyz je —Q(x) pozitivné definitni
e negativné semidefinitni pravé kdyz je —Q(x) pozitivné semidefinitni
Véta C.2 Matice A je
e pozitivné definitni prdvé kdyz jsou vsechna jeji vlastni cisla kladnd
e pozitivné semidefinitni pravé kdyz jsou vsechna jeji vlastni ¢isla nezdapornd
e negativné definitni pravé kdyz jsou vsechna jeji vlastni ¢isla zdpornd
e negativné semidefinitni prdave kdyz jsou vsechna jeji vlastni ¢isla nekladnad

Véta C.3 Sylvestrovo kritérium
Necht Q(x) je kvadratickd forma uréend matici A. Pak kvadratickd forma Q(x) je

e pozitivné definitnd pravé kdyz vk =1,2,...,n  det([a;;]i<ij<k) > 0
o pozitivné semidefinitni praveé kdyz Vk =1,2,...,n det([a;|i<ij<k) >0

e negativné definitni pravé kdyz vk =1,2,...,n (=1)*det([ai;]1<ij<r) > 0

C.4 Inverze matice

Véta C.4 Pro matici inverzni k matict A plati

., adjA
_ C.6
det A (C.6)
Veéta C.5 Inverzi matice s rozmery 2 X 2 lze vypocist podle vztahu
-1
a b 1 d —b
[c d} _ad—bc[—c a} (C.7)

Véta C.6 Lema o inverzi matice
[A+BCD| ' '=A"'-A"'B[C'+DA'B|"'DA™! (C.8)
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C.5 Divergence
Definice C.6 Divergence VFvektorového pole ¥ je ddna vztahem
1
VF = &1%V7{Fdx (C.9)
S
kde S predstavuje povrch objemouvého elementu V'
Véta C.7 Divergence vektorového pole ¥ = (F,, F,, F.) je
oF, O0F, OF
VF =2 Y z C.10
ox + y + 0z ( )
C.6 Vztahy pro goniometrické funkce
1 —cos2
sina = — oo (C.11)
2
cos(na) = 2 cosaccos|(n — 1)a] — cos[(n — 2)a] (C.12)

cosarcsina = v1 — 22

(C.13)
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Nazvoslovi

x druha derivace veliciny = podle casu & = ?;T;U
x derivace veli¢iny = podle casu = = i—f

Q3 imaginarni cast

(x,y) skaldrni soucin vektoru x a y

Xq hodnota rovnovazného stavu systému

w uhlova frekvence

R realnd c¢ast

e-okoli bodu xy je mnozina vsech bodu {x ||| x — x¢ |[|< &; > 0}

f frekvence

g tthové zrychleni
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Rejstrik

algebraicka ekvivalentni

smycka, 194 prenos, 91, 92
Ambrosinova aproximace, 184 zesileni, viz zisk
anti wind-up, 156 zisk, 92
aproximace exaktni zpétnovazebni linearizace, 158

Ambrosinova, 184 vstup — stav, 159

reléové charakteristiky, 184 vstup — vystup, 161
asymptoticka stabilita o

globélni, 121 fazova

lokalni, 120 rovina, 60

trajektorie, 60

Bendixsonuv teorém, 75 frekvencni charakteristika, 106
bimetalovy regulator, 167 funkce
bod definitni

singularni, 32 negativné, 219

pozitivne, 219
(;auchyova podminka, 190 fminsearch. 203

Cetajevova véta, 142 indefinitni. 219
charakteristicka rovnice, 219

Ljapunovova, 133
charakteristicky polynom, 219

Lyapunovova, 125

charakteristika semidefinitn
frekvencni, 106 negativne, 219
cyklus pozitivnée, 219
mezni, 34
nestabilni, 35 gain—scheduling, 151
polostabilni, 35 globalni
stabilni, 35 stabilita
asymptoticka, 121
definitni
funkce harmonicka
negativne, 219 linearizace, 34
pozitivné, 219 rovnovaha, 34, 95
kvadratickd forma Harmonicka linearizace, 91
pozitivne, 220 hystereze, viz vile v prevodech
matice - identifikace
negativne, 220
metoda

pozitivne, 220
divergence, 221
dynamické mazani, 52
dynamicky systém, 28
dynamika

vnitini, 162

nejmensich ¢tvercu, 195
nelinearnich systému, 199
neparametrickd, 194
parametricka, 194

indefinitni
funkce, 219
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index teorie stability, 119
Jordanovy kiivky, 77 Ljapunovova funkce, 133
Poincareuv, 78 lokalni

indexovy teorém, 77 stabilita

interpolace asymptotickd, 120
Lagrangeova formule, 16 rovnovazného stavu, 119

inverze matice, 220 )

isokliny, 46, 56 matice

definitni

Jacobian, viz Jacobiho matice negativné, 220

Jacobiho matice, 40, 133 pozitivne, 220

jev inverzni, 220
wind-up, 156 Jacobiho, 40, 133

Jordanuv kanonicky tvar, 70 semidefinitni

Jordanova kiivka, 77 negativné, 220

pozitivne, 220
kiivka mazani
Jordanova, 77 dynamické, 52
kanonicky tvar metoda.

Jordanuv, 70
Krasovského metoda, 133
kritérium

Sylvestrovo, 220

bodovych transformaci, 81
ekvivalentnich ptfenosu, 91
gain—scheduling, 151

harmonické rovnovahy, 95

kriterium' isoklin, 46, 56
Nyquistovo, 96 Krasovského, 133
Pop'ovo/vo, 137 minimalizace

kvadratickd Nelder—Mead, 201

forma, 220
pozitivné definitni, 220
pozitivné semidefinitni, 220

nejmensich ¢tvercu, viz linearizace, 195
jednorazova, 197
prubézna, 198

Lagrangeova interpolace, viz interpolace rekurz1/vn/1’, ,198

linearizace zapominani, 199

harmonickd, 34, 91 variabilniho gradientu, 135

mezni cyklus, 34

nestabilni, 35
polostabilni, 35
stabilni, 35
mimimalizace
Nelder—-Mead, 201

metoda nejmensich ¢tvercu, 17
Taylorova tada, 16, 39
zpétnovazebni, 158

vstup — stav, 159

vstup — vystup, 161

Ljapunovova
funkee, 125 nasyceni, 24
metOdSﬁ necitlivost, 25
dl:ElhE%, 122 negativné
prima, 122 definitni

prvni, 122 funkce, 219
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matice, 220 kvadratickd forma, 220
semidefinitni matice, 220
funkce, 219 semidefinitni
matice, 220 funkce, 219
nelinearita kvadraticka forma, 220

bez paméti, viz systém bez paméti
nasyceni, viz nasyceni
necitlivost, viz necitlivost
relé, viz relé
bezpaméti
tfeni, viz tfeni
s pameéti, viz systém s paméti
relé, viz relé
vule v prevodech, viz vile v prevodech
statickd, viz systém bez dynamiky
treni, H2
nestabilni
uzel, 72
Nyquistovo kritérium, 96

ohnisko
nestabilni, 73
stabilni, 73

primka
Popovova, 139
prenos
ekvivalentni, 91, 92
podminka
Cauchyova, 190
rovnovahy
sttidavé, 102
stejnosmeérné, 102
Poincaré-Bendixsonuv teorém, 76
Poincareuv index, 78
polynom
charakteristicky, 219
Popovuv teorém, 139
Popovova ptimka, 139
Popovovo kriterium, 137
portrét
stavovy, 56
pozitivné
definitni
funkce, 219

matice, 220
prakticka stabilita, 121
princip superpozice, viz superpozice

fada
Taylorova, 39
regulator
bimetalovy, 167
relé, 22, 25-27
aproximace, 184
bez hystereze, 25
tristavové, 26
s hysterezi, 22, 26
tiistavové, 27
reléové
systémy, 165
fesitelnost dif. rovnic, 190
fizeni
bang-bang, 165
on-off, 165
robustni, 184
sliding mode, viz klouzavy rezim
v klouzavém rezimu, 173

robustni
fizeni, 184
rovina
fazova, 60
rovnice

charakteristickd, 219
rovnovazny stav, 32
izolovany, 33
nestabilni, 32
stabilni, 32
rovnovaha
harmonicka, 34, 95
stiidava, 102
stejnosmérnd, 102

sedlo, 72
semidefinitni
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funkce
negativne, 219
pozitivne, 219
kvadratickd forma
pozitivnée, 220
matice
negativne, 220
pozitivne, 220
simplex, 201
singuldrni bod, 32
smycka
algebraicka, 194
sttidava rovnovaha, 102
stred, 73
stabilita, 118
globalni
asymptoticka, 121
kriterium
Popovovo, 137
Ljapunovova, 119
lokalni
asymptoticka, 120
rovnovazného stavu, 119
prakticka, 121
v malém, 119
ve velkém, 121
stabilni
uzel, 72
staticky systém, viz systém bez dynamiky
stav
rovnovazny, 32
izolovany, 33
nestabilni, 32
stabilni, 32
ustaleny, 31
stavova trajektorie, 31
stavovy portrét, 56
stejnosmérnd rovnovaha, 102
superpozice, 12
Sylvestrovo kritérium, 220
systém
bez dynamiky, 15
bez pameéti, 15
dynamicky, viz dynamicky systém

linearni
po castech, 42
s pameéti, 22
relé s hysterezi, 22
vile v prevodech, 22
staticky, viz systém bez dynamiky

tfeni, 27, 52
Taylorova tada, viz linearizace, 39
teorém
Bendixsonuv, 75
indexovy, 77
o asymptotické stabilité
globalni, 130
lokalni, 128
o lokalni stabilite, 126
Poincaré-Bendixsonuv, 76
Popovuv, 139
teorie
stability
Ljapunovova, 119
trajektorie
fazova, 60
prumét, 31
stavova, 31
trajektorie systému
druhého tadu tadu, 54
linedrnich, 69
prvniho fadu, 46
transformace
posouvajici pély, 141
tvaru nelinearity, 142

ustaleny stav, 31
uzel
dikriticky
nestabilni, 72
stabilni, 72
nestabilni, 72
stabilni, 72

vule v prevodech, 22, 25
veta
o nestabilite
Cetajevova, 142
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druha Ljapunovova, 144
prvni Ljapunovova, 143
vlastni
¢islo, 219
vektor, 219
vnitini
dynamika, 162

wind-up
jev, 156
potlaceni, 156

zesileni
ekvivalentni, viz zisk
zisk
ekvivalentni, 92
zpétnovazebni
linearizace, 158
vstup — stav, 159
vstup — vystup, 161
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