Nelinearni systemy
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Spojity nelinearni model

Nelinearni stavovy model
Neautonomni systemy

Fazovy portret

Resitelnost

No intersection

Linearizace a meze jeji pouzitelnosti



Nelinearni stavovy model — spojity Cas

Stavova rovnice

n-dimensionalni

vektorova nelinearni
diferencialni rovnice
\ / \ prvniho radu

Vystupni rovnice @ @
y=h(xu,t)

Téz nelinearni dyvnamicky systém ve spojitém case

fl X _ul_ _yl_
VSechno jsou vektory f=| : |,x=| : |,u=|: |,y=|:
_f | X u, Yq

n n

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 1 | S. Celikovsky | FEL CVUT



Nelinearni stavovy model — diskrétni Cas

Stavova rovnice
n-dimensionalni

vektorova nelinearni
diferen¢ni rovnice
prvniho radu

Vystupni rovnice

Autonomni ¢asoveé invariantni
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Nelinearni dynamicky systém - spojity cas

B modely s vyS§Simi derivacemi muzeme na prvni derivace
prepocitat

B vetSinou se budeme zabyvat jen stavovou rovnici

Zvlastni pripady:
B rovnice bez vstupu (unforced)

dostaneme kdyz U=0; U= 7/(’[); U= 7/(X); U= Q/(X,t);

B autonomni, neproménna v Case (time invariant)

chovani nezavisi na posunu v Case r7=t-a
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Periodicky neautonomni model

B periodicky neautonomni model fadu n s periodou T mUzeme
vzdy prevest autonomni model fadu n+71 pridanim dalsi
promenné

®m slozeny model pak ma rovnice

B a tedy je autonomni

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 1 | S. Celikovsky | FEL CVUT



Obecny neautonomni model

B obecny neautonomni model fadu n muzeme vzdy prevést
autonomni model radu n+1 pfidanim dalSi promenné

B slozeny model pak ma rovnice

B a tedy je autonomni
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Fazovy prostor

promodel X= f(x,u,t) s x(t)eDcR"

fikame mnoziné D také fazovy prostor

vétSinouje D =R"

funkce f definuje zobrazeni f:R" = R tzv. vektorové pole
funkce zavisi na sourfadnicové soustavé, pole ne

nelinearni systém je tedy zobrazeni ®(X,,t):R" xR —>R"
definované resenim x(t)

nekdy explicitné vyjadrujeme zavislost na pocCatecCnich
podminkach @, (x,)

jednoparametricka rodina zobrazeni @, :R" — R"
je tok

grafickeé zobrazeni trajektorii typickych @
se nazyva fazovy portret systému
2-D fazové portréty budeme Casto pouzivat
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Jemnosti analyzy nelinearnich systemu

Na rozdil od linearnich systému

B malokdy najdeme reSeni v uzavrenem tvaru
B proto obvykle nutna kvalitativni analyza a souCasné
B kvantitativni verifikace opakovanymi simulacemi

. v v

B a celkové se toho méné umi

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 1| S. Celikovsky | FEL CVUT

12



Resitelnost

Pokud je linearniv x i u pro vsechnat,
pak pro kazdé u(.) oCekavame:

B aspon jedno feSeni z néjaké rozumné tndi

M prave jedno reseni z té tridy:
M prave jedno reSeni pro vsechna t, tj. na [O,oo).

Anepezod

Pro nelinearni obecne neplati ani jedno !
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Redeni neexistuje

Rovnice

kde _ (1... x>0
sign(x) =
gn(x) <—1...x<0

nema zadné reseni.
B zadna spojite diferencovatelna funkce rovnici
nesplnuje

M | kdyz rovnice neni zas tak nesmysina — treba
zjednoduseny model termostatu
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Redeni neni jednoznadéné

Rovnice

X=8x x(0)=0

je resitelna kazdou funkci

kde a je libovolne.
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Re3eni existuje pro néktera t, ale ne pro viechna

Rovnice

ma reseni

(tzv. Unik v koneCném Case)
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No Intersection Theorem

Zrejmy fakt (pro autonomni systém)

Pokud ma system jednoznacne reseni, tak

M zadné dveé ruzné trajektorie ve fazovém prostoru nemohou
protinat (v koneCném Case)

B Zadna trajektorie se nemuze protinat sama se sebou

B determinismus

Trajektorie se mohou krizit jen
B asymptoticky

B nebo v prumétu fazového prostoru do nizSich dimenzi
(typicky 3-D do 2-D)

B u neautonomniho systému (ale to je vlastné predchozi pfipad)
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Linearni model

Specialni tvar rovnic - linearni

Linearni systemy
M princip superposice a dalsi ,,zfejma pravidla®
B mala pfi¢ina/vzdalena ma obvykle malé dusledky
M s|ozité dusledky maji slozité priciny
M k disposici jsou ucinné metody analyzy a navrhu
M obvykle prvni krok pri analyze nelinearniho

systemu je

W Priblizna linearizace v nominalnim pracovnim

bode + linearni analyza
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Meze vyuziti priblizneé linearizace

Linearizace sama Casto nestaci protoze

B Popisuje pouze lokalni chovani v okoli jednoho
pracovniho bodu a nikoli nelokalni nebo dokonce
globalni chovani

B Dynamika nelinearnich systému je mnohem bohatsi,
protoze

B existuje mnoho podstaine nelinearnich jevu, které
B nemohou u linearnich systému nastat a proto

B nemohou byt linearizovanym modelem
predpovezeny, popsany ani vysvetleny.
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Nelinearni jevy

Co neni u linearnich systému
Unik v koneéném &ase
Rovnovazny stav

Oscilace

Bifurkace

Slozité jevy



Ryze nelinearni jevy

Jevy, které nemohou nastat u linearnich systému:

Unik v kone&ném &ase
NL systém muze jit do nekonecna v koneéném Case

Mnohonasobna izolovana ekvilibria

NL systém muze mit vic izolovanych rovnovaznych stavu
Limitni cykly

NL systém muze mit stabilni oscilace s pevnou amplitudou a
frekvenci nezavislé na pocatecnim stavu

Bifurkace
Kvalitativni rysy NL systému se mohou ménit se zménou
parametru

Synchronizace

Vazané oscilatory synchronizuji frekvenci a fazi.

Slozité dynamické chovani

chaos, turbulence, mala zména pocatecnich podminek muize
vyrazné zménit vysledné chovani: ,efekt motyliho kridla“
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Co neni u linearnich systému 1

U linearnich systému nemuze nastat:

Nestabilni linearni systém jde do nekonecCna
asymptoticky (nejvyse exponencialne),
nelinearni se tam muze dostat uz v konecnem case.

Matematika:

m Redeni linearni diferencialni rovnice Ize vzdy
prodlouzit do nekonecCna

B U nelinearni diferencialni rovnice to nemusi jit
(mluvime o maximalnim feSeni)

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 1| S. Celikovsky | FEL CVUT 22



Unik v koneéném c&ase

Linearni system
B vystup jde do nekonecCna nejvyse asymptoticky

i ]

= >
S
Integratar Scope

B vystup muze jit do nekonec€na i v koneCném Case

: :
nelinearita sama EEEVEEE !M
je takova 4 e
T :

_/—F tan —PIZI

Farmp  Trigonometric Scope
FunctionT

Time affset: 0
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Unik v koneéném c&ase

nelinearita
]

1
—» - —»
Integrator Scope
N

- firstorderMS

u

t() i ()’ )(0 i ]- o ““““‘llllllll\ o

J'Scupe

Llelo #ii) - | &)

_ 10 =
12

] -Scupe

2lel® hE <) 8

— =X
dt X

4
Il
o
—+

dsolve("Dx=x"2","x(0)=1")
ans = -1/(t-1)
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Co neni u linearnich systému 2

U linearnich systému jesté nemohou nastat:

(multiple equilibria)

Nelinearni systém muze mit vic izolovanych
rovnovaznych stavu.

Linearni systém ma jen jeden, nebo ve vyjimeCném
(negenerickem) pripadé kontinuum.
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Intermezzo: Rovnovazny stav

Rovnovazny stav = ekvilbrium = pevny bod = kriticky b.

Definice:

X, € R" jeekviibrium systému X = f(x,t) vecase t

& F(x,0)=0 Vi>t

Vyznam

Pokud ma systém jediné reSeni a X, je jeho ekvilibrium
viase t, a X(t)) =X,,pak Xx(t)=x, Vt>t,,

tj. zUstava v rovhovazném stavu.

Pokud f(X,,t)=0 Vt,pak X, nazyvame jednoduse
ekvilibrium
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Rovnovazny stav - 2

® Rovnovazny stav x, € R" se nazyva atrakior (pfitahovac)
pokud pro nejakeé jeho okoli O plati plati, ze

B Rovnovazny stav se nazyva repeler
(odpuzovac) pokud ma vyse
uvedenou vlastnost pro { — —oo

B Obecnégji definice plati i pro
podmnoziny fazového prostoru
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PocCet rovnovaznych stavu

Jak najit ekvilibrium?
Pokud je systéem autonomni, jeho ekvilibria najdeme fesenim
(vektoroveé) nelinearni algebraické rovnice
10)=0]

Tato rovnice muze mit

M zadné reseni

M jedno reseni nebo vice izolovanych reseni

B kontinuum reseni

Napriklad digitalni obvody pro binarni logiku — maji aspon dva
stabilni rovnovazné stavy

Linearni system -

ma bud jediné feSeni X =0 (A nesingularni) nebo kontinuum
feSeni X e null A (A singularni), ale to je nerobustni. Takze
genericky ma je jedeno.
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Rovnovazne stavy — systemy prvniho radu

Linearni systém prvniho radu

B ma tolik e., kolik ma fedeni rovnice-

tedy
[ ] jean e. Xe — O pro a+ O nebot X(t) _ Xoe—at
® kontinuum e. X, =X, VX, pro =0 (X(t) =X, )

Nelinearni systém prvniho radu

® ma tolik e., kolik ma reseni rovnice -
B tedy jejich pocCet zalezi na nulovych bodech funkce f
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Systemy prvniho radu - 2

Nelinearni systéem -
0-(1-x')x > 0

m 3 ekvilibria:

M reseni

B ziejme limy/. =1

t—ow

kde (1 -+ x>0
sign(x,)=40 -+ x,=0
-1 ... X0'<:0

\

» syms X0
» dsolve("Dx=(1-x"2)*x", "x(0)=x0"%)
ans =

» dsolve("Dx=(1-x"2)*x", "x(0)=0%)
ans = 0

» dsolve("Dx=(1-x"2)*x", "x(0)=1%)
ans = 1

» dsolve("Dx=(1-x"2)*x", "x(0)=-1")
ans = -1

[-1/(1-exp(-2*1)*(x0"2-1)/x0"2)"(1/2)]
[ 1/(1-exp(-2*0)*(x072-1)/x072)"(1/2)]
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Systémy prvniho radu — 3

PokraCovani prikladu: simulace pro ruzné pocatecni

o R [ stavy

L-U%3 —
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Systémy prvniho radu — 4

|zolovanych e. muze byt |

System_ ma _ (0=sin(x))

» dsolve("Dx=-sin(x)")
ans =
atan2(2*exp(-t-C1)/(1+exp(-2*t-2*C1) ), (-exp(-2*t-2*C1)+1)/(1+exp(-2*t-2*C1)))
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Co neni u linearnich systému 3

U linearnich systému jesté nemuze nastat:

- (limit cycles)

Stabilni oscilace s pevnou amplitudou a frekvenci
nezavisle na pocCateCnim stavu. Napr.

B Van der Polovy rovnice maji jeden stabilni limitni cyklus
(modeluiji tlukot srdce, nervové pulsy, stahy svalu v jicnu a
stfevech)

B obvody digitalnich hodin a astabilnich multivibratoru
produkuji cyklické zmény mezi 0 a 1 (degenerované van
der Polovy rovnice).
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Oscilace

Linearni system

B muze oscilovat (kdyz ma poly na imaginarni ose), ale
B oscilace jsou nestabilni (poly na mezi stability) a

B jejich amplituda zavisi na poCateCnich podminkach

Nelinearni system

W limitni cykly (limit cycles), coz jsou stabilni oscilace

B s pevnou amplitudou a frekvenci nezavisle na pocC. stavu.
m Napr.

® van der Polovy rovnice (modeluji tlukot srdce, nervové pulsy,
stahy svall v jicnu a stfevech) maji jeden stabilni limitni cyklus

B obvody digitalnich hodin a astabilnich multivibratort produkuiji
cyklické zmény mezi 0 a 1 (degenerované van der Polovy rov.)
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Linearni oscilace

B rovnice -

02l 4l - | &l
linearoscilatorMS | = —
< E
Feady I|1gg~=/o lodeds > Fle Edt Took ‘window Help

B zména niéi oscilace i
B rizné podatedni /

podminky

5 4 3 2 1 o1 G
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Linearni oscilace / 2

« perturbovana rounice X+ &+ (Lt &)X =0

B ma vlastni Cisla

i \/4+450 —&

pokud &’ <4+4g,

2

nici ustalene oscilace g =0,-1+1

~—

1

—- e -
+ z
.1
1+

Scope
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Nelinearni oscilace

. "E XY Plot
_ = 4
oscilatorMs |
Zo0
=] oscilatorMs = =] E 2
File Edit “iew Simulation Format  Toolz 4

JJD|@E§|&EE|:_’)Q|}.|H s 2 1 0 1 2 3
H Astis

™[]
1| | S
>0 Graph .
Seope 4 Scope
— 1 1
—- - > -
[+ s s l
u2

Ready 100 | | |ode45

| kdyz ménime zesilenia pp BT
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Nelinearni oscilace

4 ¥an der Pol equation =] E1
File Edit Toolz “Window Help

ye

G

demophOscilator?2
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Co neni u linearnich systému 4

U linearnich systému jesté nemuze nastat:

- (rozdvojeni, rozvetveni; bifurcations)

Kvalitativni rysy nelinearnich systému
(napf. pocet a stabilita ekvilibrii, a limitnich cyklu)
se mohou ménit se zménou parametru. Napfr.

M v ose zatizeny nosnik ma jedno ekvilibrium do jisté kritické
hodnoty zatizeni, pak ma tri

B se zmenou uhlu nabehu letadla se konstantni uhel drahy
stava nestabilni a je nahrazen cyklickym moédem s
konstantnimi otaCckami
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Bifurkace

ma

Systém s rovnici _

M 3e. pro a>0

viz dfivéjsi priklad 0= (a-x)x, - [UZ0MNa|

M alejen1e.proa<0

..a>0
limb=
t—>w _w a < O

male.pro a=0

ane —

» dsolve("Dx=x*(a-x"2)", "x(0)=sqrt(a)")

ans = [ -a™(1/2)] 1+exp(-
[ an(1/2)]
» dsolve("Dx=x*(a-x"2)", "x(0)=sqrt(-a)”) 1+exp(-

ans = [ 1/(1-2*exp(-2*a*t))*((1-2*exp(-2*a*t))*a)™N(1/2)]
Letni sen [ -1/(1-2%exp(-2*a*t))*((1-2*exp(-2*a*t))*a)"(1/2)] 40




Bifurkace

4 'Figum Mo._ 1 O] x|
. a — +_1 File Edt Took ‘window Help
DeEda A2/ |22
Bifurkace Ekvilibrii
15 . . .
‘] L
05
%" 0
File Edt “iew Simulation Format Tools Help
DEE&E 2B REL® ) = 05¢
_“] L
— L ] . .
5 > ! 52 15 1 -05 0 0.5 15 2
Integrator Scope 4
MATLABR
Function
aru-uh3
Ready 1502 | [ |odeds i
BifurkaceMS.mdl
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Co neni u linearnich systéemu-5a6

U linearnich systému je$té nemuze nastat:

Vazané oscilatory synchronizuji frekvenci a fazi.
B srdecni svaly a svaly zpUsobuijici stahy stfev a jicnu
B fazoveé uzamknuté obvody
Pfi zméné parametrd synchronizace mizi (arytmie, loop skipping).

A to nejlepsi nakonec:

B chaos

B turbulence

B mala zmena pocateCnich podminek vyrazné zmeni chovani
W efekt motyliho kfidla
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| orenzuv atraktor

Model proudéni v tekutine
Ruazné stavy

Lorenzovy rovnice

Reseni Lorenzovych rovnic
Jiny model

Grafika a simulace
Filosofie



Edward Lorenz

B Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of
Atmospheric Sciences in 1963.

B Jako prvni popsal chaoticke jevy, zejména citlivou
zavislost na pocatecCnich podminkach

B Lorenzuv atraktor, Lorenzuv systém, atd.:
jednoduchy, tfirozmeérny systém obycCejnych
diferencialnich rovnic s chaotickym chovanim

B Lorenzuv atraktor dokazuje, Ze chaos neni projevem

slozitosti dat, modelt apod. nybrz ne¢im
“zasadnejsim”
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Zjednoduseny model proudeni v tekutine

nejjednodussi model jeste
pripominajici pocCasi
tekuty system - ,atmosféra“

- zjednoduseny na tekutou
vrstvu T

B ohfivanou zespodu - i
,povrch Zemeé ohraty sluncem” a ochlazovanou shora

m teploty dole T, (,warm“)a nahofe T. (,cold“) jsou konstantni
H a

B tento systém studoval experimentalné uz Bérnard (1900) a
teoreticky Rayleigh (1916) a ted se mu rika
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Konduktivni stav

m Pro _ malé
B Tekutina je v klidu, neproudi a
M teplo se prevadi zdola nahoru vedenim (kondukci).
B ,BaliCek” teplé tekutiny (s mensi hustotou) ma tendenci stoupat,
B ale jeho pohyb je tlumen viskozitou
B a tak odevzda vSechno teplo okoli drive, nez se pohne.
B Teplota klesa linearné s vySkou
T
: >
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Konvekcni stav

Nadnasejici sily prekonaji viskozitu
a tekutina zacCne proudit (konvekce)

,Balicek” teplé tekutiny vystoupa nahoru, tam ztrati teplo a
klesne. Dole se ohreje, atd.

Vznika stabilni proudéni tvaru (schematicky)

T

-

TW
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Casové promé&nny stav

B Pri dalSim zvetseni _raéuje, ale meni se s Casem.

B Neustaluje se do zadného rovnovazného stavu (napf. proudéni s
konstantni rychlosti), coz je typicky nelinearni.

B Po odeznéni pfechodového jevu se linearni systém (s tlumenim
a bez vnéjsiho buzeni) ustali.
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Lorenzovy rovnice

B Rayleigh-Bérnardovu bunku popisuji Navier-Stokesovy rovnice

B Jejich drastickym (a tvofivym) zjednodusSenim (aproximaci) se
Lorenz omezil na tfi proménné, obvyklé ve fyzice (které nejsou
prostorove!)

B X vyjadruje Casovou zavislost proudové funkce tekutiny (jeji
prostorové derivace jsou slozky rychlosti toku). Jeji prostorovou
zavislost volil Lorenz ,,od ruky“, aby mu vyslo kruhové proudeni.

B Y je rozdil teploty stoupaijicich a klesajicich bali¢kt v dané vySce

B Z je odchylka teploty od linearni kfivky v zavislosti na vysSce

B VSechny proménné jsou
bezrozmeérné

B Tyto tfi proménné popisuji
slavné rovnice
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Parametry

Parametry rovnic jsou:

B Prandtlovo cislo p, coz je pomer kineticke viskozity tekutiny ke
koeficientu tepelné difuze zhruba udava pomer rychlosti ztraty
energie baliCku trenim ku rychlosti ztraty energie vedenim.

B Lorenz pouzil p = 10, coz odpovida studene vode.

m Rayleigho cislo r, coz je bezrozmérna mira rozdilu teplot dolni
a horni vrstvy.

B Budeme r meénit jako parametr
B b je pomeér vysky h vrstvy k Sifce ,kruhového proudéni®.

B Proudéni nastane pfi nejmensim r pro b = 8/3, coz je obvykle
volena hodnota.

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 1| S. Celikovsky | FEL CVUT 50



Redeni Lorenzovych rovnic ?

B Model Rayleigh-Bérnardovu bunky je extremne zjednoduseny

a vysledné rovnice vypadaji velmi jednoduse.,

B Presto je chovani tohoto systemu, tj. reSeni rovnic, necekane

slozite! Maze byt i chaotické, jak ukazeme pozdé;ji.
m Analyticke reseni nebylo nalezeno a dnes se soudi, ze

analytické neexistuje. Rovnice tedy musime resit numericky.
B Zajimava otazka je, pro€ si Rayleigh, Bérnard a spol. vibec

nevsSimli, jak zajimavé a slozité chovani muze nastat?
m Nebo obecnéji, pro€ si nikdo ze slavnych fyziku nevsiml
mnohem dfive ,deterministického chaosu®, kdyz mély
vSechny nastroje (matematické) i systémy k dispozici.
Odpoved je prekvapivé jednoducha: neméli pocCitace.
| sam Lorenz mél pocitaC jen velmi primitivni (relativhé).
Néktefi fyzikové a matematikové prece jen mnoho

Poincaré,
Maxwell

vlastnosti zjistili, ale ostatni jim neprikladali takovy vyznam
B Experimentalne pozorovana chaoticka chovani byla pokladana

za ,nahodna“.
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Filosofické dusledky

Divergence, determinisums a
predikovatelnost

Deterministus vs. svobodna vule



Divergence, determinismus a predikovatelnost

Proc€ je to tak dulezité aneb trocha filosofie

Pokud systém v nékterém rozsahu svych parametrt vykazuje
takovou divergenci velmi blizko zacCinajicich trajektorii, pak

B je jeho chovani v podstate nepredikovatelne.

Systém je deterministicky a kdybychom pp. znali presne, mohli
bychom jeho budouci chovani presné predikovat.

Ale to je k niCemu: uplné presné pp. (parametry, a pod.) nikdy
nezname/nenastavime a tak v kazdém realném experimentu/
/realné simulaci je chovani nepredikovatelné.

Budoucnost systému je neurcitelna prestoze je deterministicky.
Proto feSeni rovnic systému nelze nalézt v uzavieném tvaru.
Efekt motyliho kfidla
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