VySetrovani
stability - metody



Aproximativni linearizace nelinearnich systému
%=F(x,u)

F:X"U® X, tiidy C* (k3 2)

rovnovazny stav: (Xr u' ): F (Xr ,ur) =0

Poznamka:
¢ Jeli k= f (x)+g(x)u,potomu’ =0; X : f (xr):O.



Taylorav rozvoj
_ n (- a)< f®
Tnaf(x):f(a)+(x a)f<l(a)+é(x a) f%(a)
| 1! > k!
L JF (xu)
N

F(xu)=F(x,u")

(x,u):(xr,ur)><x_ Xr)+

g TF (x,u) y(x- xr)k
+22 ﬂX(k) (X,U) — (Xr,ur)" Kl +
T“: (X,U) r
T (x,u):(xr,ur)><u_ u') +
L8 1F (x,u) >((u- ur)k

e Tu® (x,u):(xr,ur)‘ k!



+ zanedbani vySSich ¢lentt Taylorovarozvojea F (Xr u' ) =0
& pro kazdy rovnovéazny stav X' ,U’

+ Aproximativné linearizovany model nelinear niho systému
v malém okoli rovnovazného stavu (Xr u' ):

D&k = ADx+ BDu

Dx=X- X _ﬂF(x,u)

Du=u- U A= x (x,u):(xr,ur)
_TF(xu)
i flu |(xu)=(xu")




Nelinearni systém kauzalné-separabilni

k=f(x)+g(x)u
+ rovnovazny stav: u' =0; X' :f(xr)ZO

+ linearizovany model nelinearniho systému v malém okoli rovnovazného

Stavu

Dk = ADx + BDu
=X X a=T0) o B=g(x)| _
Du=u- U X X=X X=X




Vystupni rovnice:
y=H(x,u)
Dy =CDx+ D Du

Dx=x- X M- (x,u)
C =
Du=u- U x (x,u):(xr,ur)

U (x,u):(xr,ur)



Event. vystupni rovnice:

y =h(x)
Dy = C Dx
Dx=x- X c - 'Hh(x)

11X




Ljapunovova prvni (neprimd) metoda

Nelinearni system

k= f(x)
(pro vySetiovani stability vstup U © 0)

rovhovézny stav X : f (Xr) =0



Ljapunovova prvni (neprimd) metoda - 2
Aproximativni linearizace v ,,malem* okoli rovhovazného stavu

D& = ADX

Dx=x- X T (x)

MnoZinavlastnich ¢isd S (A) matice A:

s (A)={det( I - A) =0}



Ljapunovova prvni (neprimd) metoda - 3
Véta:

Uvazujme nelinearni systém X = f (X) ajeho linearizovany model platny
fit (x)

Ix [x=x"
Maji-li vSechnavlastni ¢ida | iT S (A) (1 =1,Kn) zdpornou redlnou

¢ast, potom je rovnovazny stav X asymptoticky stabilni. M&-li alespon
jedno vlastni ¢ido | . | 'S (A) kladnou red nou ¢ast, potom rovnovazny
stav je nestabilni.

v okoli rovnovéZzného stavu X' popsany matici A =



Ljapunovova prvni (neprimd) metoda - 4
Poznamka:
+ pokud Re{l .} £0, i =1L Kn

potom nelze o stabilité touto metodou rozhodnout.

O dynamice nelinearniho systému rozhoduji zanedbané ¢leny Taylorova
rozvoje.



Priklad:

a,b,c>0

rovnovazneé stavy:

x' =(0;0]
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Taylorav rozvoj




charakteristickarovnice | >+al - b=0

R}
rovnovézny typ X' je nestabilni (typu sedlo)



- ~ €e|p u
Rovnovazny stav X =@, [—; 0y
eVl @

é¢ O 10 é 0 1

A= SN Y- (

- 30 -adx=x &2b -al

3
charakteristickarovnice: | > +al +2b=0

3
rovnovézny typ X' je stabilni (typu ohnisko nebo uzel)



b U
Rovnovazny stav X' = & \/7 O
C
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+ steinéjako v predchozim pripadé




Simulace:
a=4,b=1c=2

a=1b=1c=2
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Vznik bifurkaci (kvalitativni zmeéna):

Prob =0:

'Cxl ax2
a,c>0

Pouze jeden rovnovazny stav!!!

x' =[0;0]



Taylorav rozvoj

ff_16é % U

U
X TX&coX-axg &3cx -aj

rovnovazny stav X' = [O; O]



Charakteristickarovnice: | “+al =0b | =0,1 =-a

O stabilité rovnovazného stavu X' nelze touto metodou rozhodnout!!!

Simulace: ”

15} TSNS
a=4.c=2 A ‘m
Ze simulace je zitgimé, Ze | f-.__\ s ¥
rovnovéazny stav je v oblasti oy N
definované - 1£ X, £1, 1t X
- 1,8 £ x, £1,8 stabilni. e S



Parametr b<0

%
X, =- WMLC&

a,c>0,b<0

jeden rovnovézny stav!!! X' = [O; O]



Taylorav rozvoj

fit _
11X

1l X
Tix

é )
g b|- cx - ax,

rovnovazny stav X' = [O; O]
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Charakteristickarovnice: | * + al +‘b‘ =0 P stabilni (uze, ohnisko)

Simulace: -

a=lb=-1c=2 | N




Druha (prima) Ljapunovova metoda

+ metoda pro posouzeni v malém i velkém okoli
+ neni potiebareSit diferencidni rovnice

+ jedna se o matematicky zobecnény fyzikani princip — celkovaenergie
1zolovaného disipativniho systému se pii pohybu po trajektorii zmensuje,
minima dosahne v rovhovazném stavu



Nelinearni systém

Definice (Ljapunovova funkce)
Funkci V (X) 'R" ® R nazveme Ljapunovovou funkci, spliiuje-li podminky:

+ FunkceV (X) jespojithaspojitajei jgi derivace ﬂ\:b((X)
+ V(x)=LV >0
Mtk dVdEX) A(s) :Wﬂix) f(x) = grad,v (x)f (x) <0

Derivace podéd trgjektorie




Véta

Nulovy rovnovazny stav X' je asymptoticky stabilni, pokud existuje
diferencovatelna Ljapunovova funkce V (X) 'R"® R vyhowujici
podminkam:

4+ V(X):L2V>OproxlO
+ V(X):L?CV:OprOX:O
+ \&(X):Llfv<0proxlO

+ \&(X):Llfv =0prox=0



Veéta:

Je-li V (X) pozitivné definitni a\t (X) negativné definitni v celém stavovem
prostoru aV (X) ® ¥ pro HXH ® ¥ ,jenulovy rovnovazny stav globalng
stabilni.

Poznamka:

+ Existence vice rovnovaznych stava a-priori vyluguje moznost globalni
stability!



Poznamky:

¢ Jeli t(x) = L}V £ 0 (semidefinitni) jedné se o stabilitu.

+ DruhaLjapunovova metoda dava pouze postaéujici podminky => to Ze
zvolena funkce nespliiuje podminky znamena pouze Spatnou volbu
Ljapunovovy funkce (nikoli nestabilitu rovnovazného stavu)

+ Pro systém mtize existovat mnoho Ljapunovovych funkci. Je-li V (X)
Ljapunovova funkce, pak i napt. r V ° je Ljapunovova funkce stejného
systému

& Pokud WA (X) > 0 nelzeftici, Ze nulovy rovnovéazny stav je nestabilni!
Je-li oblast stability W, pak nemiaZeme tvrdit, Ze oblast nestability je

W= R- W, protoze nelze s urgitosti zarucit, Ze pii jiné Ljapunovove
funkci nebude oblast W vétsi.



Véta (Prvni Ljapunovova véta o nestabilité)

Nulovy rovnovézny stav je nestabilni, existuje-li naoblasti W kolem poc¢étku
spajité diferencovatelné klesgjici skalérni funkce V ( X) takova, Ze platf:
+ V(0)=0

+ V (X) > 0 nabyva kladnych hodnot libovolné kolem pogétku

TRV (X) je pozitivne definitni v W



Véta (Cetajevova véta o nestabilité)
Nulovy rovnovézny stav je nestabilni, existuje-li naoblasti W kolem poc¢étku

spojite diferencovatelna skaérni funkce V (X) aexistuje-li oblast W, | Wa
plati:

+ V (X) a\l (X) jsou pozitivng definitni v W,

+ pocétek je hrani¢nim bodem W,

+ v hrani¢nich bodech oblasti W, jeV (X) =0



Generovani Ljapunovovy funkce pro LS
X = AX
Ljapunovova funkce V (X) =x' Px, P = P">0

potom derivace Ljapunovovy funkce
def

\&(x):xT(ATP+PA)x:- X" QX

T —_
AP+PA=-Q

Ljapunovova rovnice




Lemma

Je-li mozné nalézt Ljapunovovu funkci ve tvaru kvadratické formy

V (X) = X' Px, kde P je symetricka, pozitivn definitni matice takova, ze
vyhovuje Ljapunovové rovnici amatice Q je pozitivng definitni, pak
linedrni systém je globalné asymptoticky stabilni.



Ljapunovova rovnice

ATP+PA=-Q

Moznosti reSeni Ljapunovovy rovnice

Volba P
+ Q>0P as sabilni

+ QL£0DP nevime jepotieba
zvolit jinou matici P

Volba Q
+« P>0P as sabilni

+ aespon jedno vlastni ¢ido
matice P nema zépornou
reanou ¢ast => nestabilni

+ feSeni neexistuje nebo neni
jednoznacneé => neni as. stabilni



Zajimavy priklad

éku é0 10éxu
€y U™ é ué, U
e &1 -208%(

volba: V (X) = )(12 + X§

derivace: \& (X) = 2)(1]2(1 + 2X2}£(2 = - 4X§

=> podle véty je pouze stabilni (ve smyslu Ljapunova), ne asymptoticky
stabilni!!!



Generovani Ljapunovovy funkce na zaklade

fyzikalni analogie
X = AX

y = CX
reSeni
x(t) = e 0x = y(t) =ceMv)x,

¥ ¥



Porovnanim E (X) s Ljapunovovou funkci V (X) = X' Px

V(x)=x"Px 0
yb W, =P .
E(x) = % WoXo | Q=-C'C




Motivacni priklad (kyvadlo bez treni)

H =%,
k=~ Jsin(x)

rovnice fazove roviny:

g.

- Zsin(x,)
& _ | IDX2 gl cos(x, )) = konst
dx, X, 4424

E +E, =konst



VolbaV (x) jako E(X), 4.

2
V(x)= X22 +?(1- cos(x))>0prox? 0

2%, X, +Igsinxl><12<1 =0prox* 0

1
2
0

Nulovy rovnovazny stav je stabilni ve smyslu Ljapunova, coz je logicke pro
konzervativni system!!!



Motivacni priklad (kyvadlo s trenim)

= X2
K

K, =- %Si”(xl)' —%

ZvolimeV (X) analogicky s predchozim prikladem
2
2

>
V(0)=0

V(x)=

+ ?(1 cos(x))>0prox? 0



Derivace podd trg ektorie systému
V() =- 5xj <0pro" x,x, 1 0
m
\¥(0)=0

Nulovy rovnovazny stav e stabilni ve smyslu Ljapunova, coz jiz neni Uplné
logické pro disipativni systém!!! Zvolime novou funkci V (X) napr-.

V(x)= xTPx+|g(1- cosx ) >0prox?® O

L urjeho metoda generovani V()D




Lurjeho metoda generovani Ljapunovovy funkce

Ljapunovova funkce je zvolenajako soucet kvadraticke formy X' PX a
integralu nelinedrni funkce f (S ) tj.

V(x)=x"Px+¢)f (s )ds

ReZeni je velmi ndro¢né a vede na soustavu N algebraickych rovnic, jejich
analytické reSeni neni jednoduche.

DalSi metody generovani V(x)
Krasovského metoda, Changova metoda, metoda variabilniho gradientu ...



Metoda zalozena na exaktni linearizaci pri
stavové ekvivalenci

Formulace
Uvazujme reprezentaci A (S) a stavove ekvivalentni reprezentaci A (S)
A(S): k= f(x) A(S): %X =AX

Difeomorfni zobrazeni X =T (X)

AzéﬂT(X) f(x):

U
e U, —+-1
& Tx X =T

x|
~



Lemma

Je-li rovnovazny stav ekvivaentni LS reprezentace A (S) as. stabilni,

stabilni, nestabilni, potom i rovnovazny stav NS reprezentace A (S) je
as. stabilni, stabilni, nestabilni (stabilitaje invariantni vici stavove
ekvivalenci).



