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Historie

[ PolyX ]

studium stability dynamickych systému ma bohatou historii
podilelo se na ni mnoho vyznamnych matematikd, fyzika a astronomu
zajem pfitahoval ,problém stability n téles” (stabilita slune¢ni soustavy)

Torricelli (1608-1647): princip nejmensi celkové energie:
Systém téles je ve stabilnim rovnovazném stavu kdyz je ve stavu
(lokalné) minimalni energie.

Laplace a Lagrange, 18. stol.:
konzervativniho systému je stav
s nulovou kinetickou a minimalni potencialni energii stab. rovnovazny

dalsSi: plati i pro disipativni (energie klesa podél trajektorie)
Ale abstraktni definice stability az

Lyapunov 1892 :

definuje funkce vhodné k popisu ,energie”

a definuje co znamena ,klesani podél trajektorie®
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Opakovani

m autonomni: f nezavisi explicitné na t: -
m linearni:  f(x,t)=A(t)x(t),t=0
B linearni autonomni f(x,t)=Ax(t),t >0
B po Castech spojity v t:
nejvyse kone¢né mnoho skokovych nespojitosti

Oznaéime-li kruh (kouli) B, =B(0,7),

pak fekneme, ze néjaka vlastnost plati
m [okalné, kdyz plati Vx, € B, pro néjaké h
m globalne, kdyz platiVx, € R”
B semi-globalne, kdyz plativx, e B, pro kazde h, ale s jinymi parametry
B siejnomerne (uniformné), kdyz plati V¢ >0
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Opakovani / 2
[ PolyX ]

m funkce f je lokalné Lipschitzovsky spojita v x kdyz pro néjaké

h>0 3/>0 takové, ze

B konstanta L je Lipschitzova konstanta

m funkce f(x) jelokalné Lipschitzovsky spojita na oblasti
(oteviené a souvislé mnoziné) kdyz kazdy bod D oblasti ma okoli
D,, ve kterém L. podminka plati s néjakou konstantou L,

m funkce je L. na mnoziné W kdyz L. podminka je splnéna ve
vSech bodech W se stejnou konstantou L

m lokalné L. na oblasti D neznamena L. na D,
protoze tam podminka nemusi platit 2 2
X —x, =(x —x,)(x +x,)< Lx —x
stejnomérné (se stejnou konstantou) ' ° (r —0)(0 +0,) < L~
B ale pokud D je kompakt, pak to plati. L =sup(x, +x,)
m funkce f(X)je globalné L. pokud je L na celém R " stejna

W pro funkcif(x,?) se L. podminka se vzdy predpoklada

stejnomerna v t, tj. L nezavisinat. )
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Opakovani / 3

funkce Lipschitzovsky spojita v x je spojita v x (dokonce
stejnomerné)

pokud ma f omezené parcialni derivace v X, pak je
Lipschitzovsky spoijita. |:

OznacCime-li D, f(x,t) =

X, pak z Ox;

J

plyne, ze f je Lipschitzova s Lipschitzovou konstantou |
(kdekoli nerovnost plati) — viz Véta o stredni hodnoté

x" je ekvilibrium (rovnovazny bod), kdyz f(x ,t)=0,Vt>0
posunutim po&atku do ekvilibria x~ udélame z pogatku e.

protoze to usnadni znacCeni, budeme zde predpokladat,
ze pocatek je ekvilibrium

i } matici parcialnich derivaci dle
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Definice stability




Rychlost rustu / klesani

Véta

Je-li f(x,t) L.vxskonstantou| a po ¢astech spojita v t,
a ma-li e. x = 0, pak reseni x(t) splnuje
pokud x(t) zastane v B,

Z vety plyne
B feSeni zustane v B, aspon konecnou dobu

m je-li f globalne L., pak nema ,unik v konecném cCase”

B feSeni nemuze konvergovat k nule rychleji nez exponencialné
Dukaz:

m protoze \x = x' x, plati E‘x‘z =2|x] E‘x‘ =2 ijtx <2|x 5
H tedy i‘x‘ = ix Diky L a f(x,0)=0z toho plyne, ze —/|x| <i\x\<l‘x‘
dt dt | ) , < PIs

B dukaz konéi dvojnasobnou aplikaci BG lemmatu.
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Lyapunovovska stabilita

DEFINICE Lyapunovska stabilita

Ekvilibrium x = 0 je Lyapunovsky stabilni jestlize

kde Xx(t) je feSeni zaCinajici z X, v Case t; .

B neformalné:

Cim blizeji reSeni zacCne,

tim bliZeji zastane, pficemz e
se |ze pfiblizovat neomezene. /

B Jedna se viastné o B, /""’_F)
spojitou zavislost na / th
pocateénich podmin. D-ﬁ
v neomezeném c¢ase | | T
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Stejnomerna stabilita

DEFINICE Stejnomeérna stabilita
Ekvilibrium x = 0 je stejnomerne stabiini jestlize v predchozi
definici - nezavisi na t; .

B stejnomerne stabilni e. se s rostoucim Casem nestava
postupne méné stabilni

M zejmeéna o(¢,,&) okoli nutné k udrzeni trajektorii uvnitr
£ okoli nejde s rostoucim Casem k nule.
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Asymptoticka stabilita

DEFINICE Asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je asymptoticky stabiini jestlize
M je Lyapunovovsky stabilni a

B Definice dvé rizné podminky.

B To se muze zdat prehnané, ale neni: konvergujici trajektorie
nezarucuji stabilitu.

B Druhé podmince se nékdy rika kvaziasymptoticka stabilita
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Priklad: nestabilni atraktor

Uvazme systém - s fazovym portrétem:

B vSechny trajektorie jdou do poCatku
B vyjma té na ose X,

B spojime-li ,vSechna nekonecna“ do
jednoho bodu
(tzv. jednobodova kompaktifikace
nebo primét na kouli),

B pak i tato konverguje do pocCatku
B ale: e. neni Lyapunovsky stabilni
m pro sebemensi B tato trajektorie opusti B

g

B tedy chyba je v tom, Ze sice vSechny trajektorie konverguji k
pocCatku, ale nékteré z nich pfed tim jdou ,moc daleko®
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Stejnomerna asymptoticka stabilita

DEFINICE Stejnomérna asymptoticka stabilita

Ekvilibrium x = 0 je stejnomerné asymptoticky stabilni jestlize

M je Lyapunovsky stabilni a

M trajektorie konverguji k 0 stejnomeérng, tj. existuje 6 >0 a
funkce y(7,x,): R, xR" —>R_ takova, ze

Vx,€Bs: limy(r,x,)=0

a
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Priklad

B systém x =—x/(1+¢) ma reseni -

» dsolve("Dx=x/(1+t) ", "x(t0)=xt0")
ans = xt0*(t0+1)/(t+1)

M reseni konverguje k O pro vSechna t, , ale

M s rostoucim t, stale pomaleji |

04

M tedy je asymptoticky

stabilni "l
B ale ne stejnomerne o
B uvazte limitu

0.2r

01r

0

0 1 2 E 4 5 B 7 g8 g
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Globalni asymptoticka stabilita

DEFINICE Globalni asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je globalne asymptoticky stabilni jestlize

B je stejnomérné Lyapunovsky stabilni a
] *

DEFINICE Globalni stejnomérna asymptoticka stabilita

Ekvilibrium x = 0 je globalné stejnomeérné asymptoticky stabilni

B kdyz je globalné asymptoticky stabilni a

B konvergence trajektorii do pocCatku je stejnomerna v Case, tj.
existuje funkce ¥(7,%,):R, xR" >R, takova, ze

B tyto definice stability nepozaduji zvlastni rychlost konvergence

, o x : y . 1 1
B nemusi konv. exponencialné (jako lin.), ale tfeba jako - —
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Exponencialni stabilita

DEFINICE Exponencialni stabilita
Ekvilibrium x = 0 je exponencialne stabiini jestlize

B konstanta « je rychlost konvergence

B globalni exponencialni stabilita = nerovnost plati -

B exponencialni stabilita je obecné silngjSi nez asymptoticka stabilita
B m charakterizuje ,prekyvnuti® - i pro lin. syst. s vyhradné realnymi poly!!!

1 —t -1 ~10¢ XZ
x| A= M * [o.z} vi
RO W x(0)
0/ t ’
- x1
x=Ax,xeR*,1,<0 x(t)= Cvie™ +Cv,e™ ) 291 2 2199
’ {1 << I
Av, = Ay, Av, = A,v, Cv, +C,v, =x(0) | 1 | | 2 |
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Priklad 1

B systém _ ma v 0 exponencialne

stabilni e
B rychlost konvergence je 1

» dsolve("Dx=-(1+(sin(t))"2)*x","x(0)=x0") W=
ans = x0*exp(-3/2*t+1/4*sin(2*t))

» ezplot("exp(3/72*t-1/4*sin(2*t))-exp(-t) ")

A0

1500 -
1000 -
500

0
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Priklad 2

B reseni systemu _ konverguje k O,

B ale pomaleji nez exponencialné a jen pro x(0)>0

» SO I :dSO Ive ( - DX:—XAZ - ’ - X(O) :XO - ) \Iit Iols Window Help

IDEsda|xarrsee o

sol = 1/(t+1/x0) e

» soll=dsolve("Dx=-x"2","x(0)=1")
soll = 1/(t+l)

» ezplot(soll) g

B e. je stabilni asymptoticky,
ale ne exponencialne

m Jiny priklad:

x=-x,x(t,) = x, Metoda

dx 5 dx 11 X2 separace

— =X D> ——=di=>—F-—5=t-t, > x(t)= —— v p
dt —x 2% 2x 2t —1,)x2 + x. promeénnych
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Linearni autonomni systemy — analyza reseni

Linearni autonomni systém _

B e.v pocatku

B izolované e. (det 4 # 0) nebo podprostor e. (null A4)

B nemuze mit vicenasobna izolovana e. (z principu superpozice
plyne, ze linearni kombinace e. je e.)

m mateseni x(¢)=e"'x,

®m A ma (komplexni) Jordan( tvar J = P~' AP = block diag[J,,...,J, ]

B Jordanuv blok fadu m
pfislusny vlastnimu &. A4,

m kdyz A prislusi m
linearne nezavislych
vlastnich vektort
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Linearni autonomni systemy — pokracovani

i=l k=1

B e.je globalne asymptoticky stabilni pravé kdyz

B e. Lyapunovovsky stabilni prave kdyz
" VA:Re4 <0
m kazdému A, pfislusi Jordanudv blok fadu 1,

tj. kazdému k nasobnému vlastnimu Cislu pfrislusi pravée k

bloku radu jedna a tedy k linearné nezavislych vilastnich
vektorU
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Priklad: Je spojeni dvou integratoru stabilni?

Sérioveé spojeni

=] untitled = M=l E3 Iﬁﬂﬂ ﬁl ;I %I

Fie Edit “iew Simulation Faormat  Tools 12

EECr LY

3 3 I —
-—-._

= =
=*10OF1 #2(OF1 Scope

F100% | | loded5 7

0 1
a=lp g A-a-o O

B Neni ani asymptoticky ani Laypunovsky stabilni.
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Priklad / 2

Paralelni spojeni
E!untitled = A=]E

File Edit “iew Simulation Format  Tools

hzgae i 2oy = | &

1 ]
H
1OFA Scope

Fl100% | loded5 7

0 0
0 0 A=

B Je Lyapunovovsky stabilni! Kde je rozdil?

P22 i - | &
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Prvni Lyapunovova metoda

B UrcCuje lokalni stabilitu e.
B pomoci linearizace v tomto e.

B Pro autonomni systém _ S e. . , kde f je v tomto
atelna

bodu spojité diferencov

B zavedeme odchylku -
B a systém nahradime linearni rovnici -

B kde

je Jacobiho matice v bodé. ZnacCime ji také J nebo Df.
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L okalni stabilita z linearizace

Lokalni stabilita

m Jestlize maji vsechna v.C. matice A zaporné realné Casti, pak
je e. lokalné asymptoticky stabilni.

B Jestlize aspon jedno v.C. matice A ma kladnou realnou ¢ast,
pak e. neni Lyapunovsky stabilni.

m Jestlize jedno nebo vice v.C. ma nulovou realnou cast, a
vsechna ostatni v.C. maji zapornou r.cC., stabilitu nelze z
linearizace urcit.
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Priklad 2 - Systemy 1. radu

Pro systém prvniho fadu x = f(x)
je vysetreni lokalni stability jednoduché:

B Protoze jakobian je jednoduse derivace - , plati:

® Pokud - e. je asymptoticky stabilni.

m Pokud -,e. je nestabilni

B Konecné jestlize - pak z linearni aproximace
stabilitu neurCime.
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N a4

Druha (prima) Lyapunovova metoda

[ PolyX ]

B Umoznuje urcit stabilitu bez integrace rovnice

M Inspirovana disipativnim systémem (kde e. je stabilni pokud pfi
pohybu po trajektorii se akumulovana energie snizuje av e. je
minimaini)

B pro obecngjSi systémy se pouzivaji zobecnélé energie, tzv.
Lyapunovovy funkce

B umoznuje urcit i globalni stabilitu
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Lyapunovova metoda pro autonomni sys.

!IpSC!IlZOVSké

PREDPOKLADY

B UvazZme nejprve autonomni systém

B kde funkce f:D —>R" jelokalné
zobrazeni oblastiD c R" na R”

DEFINICE
Realna funkce V(x): R" - R spojitanaDjenaD

B pozitivné definitni kdyz: - a _
® pozitivné semidefinitni kdyz - a P (x)=0 VxeD—{0}

B negativné definitni kdyz - je tam pozitivné definitni

B negativné semidefinitni kdyz - je tam pozitivné
semidefinitni
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Kvadraticka forma

Kvadraticka forma

B priklad skalarni funkce u které
B snadno zjistime znaménko definitnosti

T _

P je symetricka matice
forma je pozitivné (semi)definitni

v.C. matice P jsou kladna (nezaporna)
(= hlavni minory P jsou kladné (nezaporné)
negativitu zjistime zkoumanim

Letni semestr 2007 Nelinearni systémy | 4 | S. Celikovsky | FEL CVUT

28



Priklad

Uvazme

V(x)=ax’ +2xx, +ax; +4x,x, +ax;

a 0 1]|x

=[x1 X, x3]0 a 2| x, |=x"Px

1 2 allx

hlavni minory P jsou a,a’,a(a’ —5)
forma je pozitivné definitni pro a > \/g
pozitivné semidefinitni pro a = \/g
forma je negativné definitni pro a < \/g
negativne semidefinitni pro a < \/5
je indefinitni pro a € (—\/g, \/g)
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Lyapunovova funkce

DEFINICE
Realna spojité diferencovatelna funkce V(x): D > R je
Lyapunovova jestlize

m je pozitivné definitni na D obsahujici poCatek

M jeji derivace podel trajektorii systemu - jenaD
negativne semidefinitni
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Derivace podél trajektorii systemu

W tzv. Lieova derivace V podél f

B tato derivace zavisi na rovnicich systemu

e _

B téz smerova derivace podél vektorového pole f(x)
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Lyapunovova veta

VETA - Lyapunov

Necht x =0 je e. systtmua D — R” je oblast obsahuijici x =0.
Necht JV: D — R je spojité diferencovatelna funkce, takova ze
mV(0)=0 a V(x)>0 Vxe D—-{0}

m V(x)<0 VxeD

Pak x=0 je Lyapunovsky stabilni.

Pokud navic

B V(x)<0 VxeD-{0}

pak x=0 je asymptoticky stabilni.

Slovy:

Pocdatek je (asymptoticky) stabilm’” existuje spoijité
diferencovatelna pozitivné definitni funkce (Lyapunovova) V' (x)
takova, ze V' (x) je negativné semidefinitni (definitni).
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Jak najit Lyapunovu funkci

Lyapunova metoda poskytuje postacujici podminku stability
Pokud mame vhodnou funkci, ovéfeni je snadné, ale
neni znama zadni systematicka metoda jak L. funkci najit.

Neékdy muzeme na zakladé fyzikalni analogie najit funkci
energie,

jindy musime postupovat metodou ,pokusu a omylu”

B Pro inspiraci nasleduje par prikladu
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Oblast atrakce - povodi

B Jak daleko muzeme zacit aby trajektorie jesté
konvergovala k (asymptoticky) poCatku?

B Oblast atrakce, oblast asymptotickeé stability, povodi
je mnozina vSech bodu x takovych, ze z nich feseni
konverguje

B najit ji analyticky muze byt obtizné nebo i nemozné
B pomoci L. funkce muzeme najit jeji podmnoziny

B ale muze to byt dost konzervativni.

B Zajimava otazka: kdy je oblasti atrakce cely prostor
R" 1.

B kdy je pocCatek globalne asymptoticky stabilni ?
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Jednoduchy postreh:

B Pokud je e. globalne asymptoticky stabilni, pak uz
systém nemuze mit dalSi e. (sporem).

B TakZzZe pro systémy s vice ruznymi e. nema smysl|
globalni asymptotickou stabilitu zkoumat. (Napr. u
normalniho kyvadla).

B Podminka navic: radialni neohranicenost Ljap. Fce.,
tj. Ljap. fce. roste do nekonecCna ve vsech smeérech
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Exponencialni stabilita - opakovani

DEFINICE Exponencialni stabilita
Ekvilibrium x = 0 je exponencialne stabiini jestlize

B konstanta « je rychlost konvergence

B globalni exponencialni stabilita = nerovnost plati -

B exponencialni stabilita je obecné silngjSi nez asymptoticka stabilita
B m charakterizuje ,prekyvnuti® - i pro lin. syst. s vyhradné realnymi poly!!!

o) w0 m ’ [oﬂ Y

kol /T x(0)

a ! ] x1

X =Ax,x € Rz,ﬁm <0 x()= Clvleﬂlt + szze%’ V2 -

Av, = Av, v, = Av,  C, +C,v, = x(0) M A <] 4, |77
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Véta o exponencialni stabilite — Ljap. fce

[ PolyX ]

Veta. Systém_ je exponencidlne stabilni na oblasti

D={xeR"| H xH <r} tehdy ajen tehdy jestlize existuji Ljapunovska fce
V(tx) a kladné konstanty cl, c2, c3, c4 takove, Ze plati (m je z definice

exp. stab. -, prekyvnuti* ). V(t,x)€[0,0)xD,,D, ={x e R" | ‘xH <r/m}
oV 8V 8V
cluxuz <V(tx)< CzHX 2, Gt f(t x) £ —c; Hx” < c4HxH

Diukaz: .Jen tehdy*, viz Khahl, str. 162. ,,Tehdy*’: staci jen prvni dvé

nerovnice, z nichZ plyne, ze: p <53y atedy:
)

na coz lze pouzit Bellman-Gronwall
Lemma (BHL), které dava

V(t,x(t) SV (15, %,) —— j V(r)dz

2t0

V(t,x(t)) < V(to,xo)exp(—:(t —to)j 7 cadly CleHz 3c2x(t0)2ex;{—z-”(t—t0)j M

2
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Linearni autonomni system

[ PolyX ]

B Pro linearni autonomni systém  x = Ax
B Najdeme vzdy Lyapunovovu funkci ve tvaru kvadratické formy
B Uvazme V =x'Px, P realna symetrickd matice
B Derivace podle trajektorie
V =% Px+x"Pi=x"A"Px+x PAx=x" (A" P+ PA)x

B Polozime _ Lyapunovova maticova rovnice

Veéta. Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice A zaporné realné ¢asti, potom pro
kazdou symetrickou p.d. matici O ma L.m.r. pravé jedno reSeni, které je p.d.

m Prakticky: Volime p.d. Q avypocteme P a urcime definitnost
B Je-li P p.d.: asymptoticka stabilita. Neni-li: nestabilita
B Mozno vyuzit nejriznejsi software
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Exponencialni stabilita a priblizna linearnizace

[ PolyX ]

Véta. System je exponencialné stabilni na oblasti
D={xeR"||x|<r} pro nékteré r>0 tehdy a jen tehdy jestlize jeho

priblizna linearizace je exponencialné stabilni.

Dukaz: Pozdéi, na zakladé Véty o zanikajici porusSe.

Véta. Systém _ je exponencialné stabilni na oblasti

D={xeR"| ‘xH <r} pro néktere r>0 jestlize jeho priblizna linearizace
je exponencidalné stabilni, tj. ma vSechna viastni ¢. v levé koml. polor.

Diikaz: Diky negativité realnych Casti v.C. existuje feSeni Ljap. rce a
tim 1 kvadraticka Ljap. fce, takze 1ze pouzit prisl. vétu
charakterizujici exp. stab. pies kvadratickou Ljap. fe1. [
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Stabilita perturbovanych systemu
| PolyX]

B Uvazujme system _

kde /,>g:[0,0)xD—R" jsou po Eastech spojité v t a
lokalné Lipsch. vxna [0,0)xD | kde D je oblast
obsahuijici pocCatek x=0.

B nominalni systém -

plus perturbace g(Z,X)

® neurcity systém - tam spada s

g(t,x) = f(t,x)— f(t,%)

f je znama nominalni prava strana systemu s f(t,0)=0
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Stabilita perturbovanych systemu 2

[ PolyX ]
Véta. Necht je nomindlni systém _exponencidlné

stabilni, tj. existuji Ljapunovska fce V(t,x) a kladné konstanty cl, c2,
c3, c4 takové, ze plati ¥V (t,x) € [0, ) x

8V 8V
' )<, \xu o

c, HxH2 <V(t,x)< CZHX ’ <c, ‘xH

9

8t

Necht |lgtt, ,kde 7 < C— , potom je pocatek x=0
exponencialné stabilnim ekv. pertﬁrbovaného systéemu
Navic, pokud predpokiady plati globalne, pak je pocatek globdlnée
exponencialné stab. ekvilibriem tehoz systému.

Tzv. zanikajici porucha: lokalné plati napt. vzdy, kdyz g(z,0)=0 pro kazdé t a
g je stejnomérné lok. Lipsch. a tedy lg(t,x) — g(2,0)] < ,tj.y =L neboma
stejnomérné omezeny Jakobian:

et — et = [P - %,
et = et - (100 = % rx" s - 0] = max |2 1.
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Stabilita perturbovanych systemu 3

| PolyX]
Dukaz Véty o zanikajici poruSe. Necht je nominalni systém

_ exponencialné stabilni, tj. existuji Ljapunovskad

fece V(tx) a kladné konstanty cl, c2, c3, c4 takové, Ze plati

6V GV
B s

Pro system _ tedy plati, s vyuzitim Hg( f,x)H sy HXH

oV aV oV
A GRS 209) ER o a””g(t,x)ug

c, HxH2 <V(tx)< c2Hx

< el

¢

2

-l + C4HXH7HXH = (e +rey)|x

v C 4 v o o v 4
a jelikoz v<— mdme dle véty o exp. stabilité dokdzano. .

Cy
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Exponencialni stabilita a priblizna linearizace
[ PolyX ]

Véta. System je exponencialné stabilni na oblasti
D={xeR" ||x|<r} pro nékteré r>0 tehdy a jen tehdy jestlize jeho

priblizna linearizace je exponencialné stabilni.

Dukaz: .Jen tehdy* plyne y predchazejici Véty o zanikajici poruse:

E=AOx= [0 +gx) e gtx)=ADY—f(t,x)

g(t,x) splinuje vSechny potfebn¢ podminky, nebot’

takze v dostatecné malem
okoli ekv. vSe potrebné plati.

.1ehdy‘ plyne analogickym zptisobem (v opacném sméru)!!! ]
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Perturbovane systémy — nezanikajici porucha

[ PolyX ]
Véta. Necht je nomindlni systém _exponencidlné

stabilni, tj. existuji Ljapunovska fce V(t,x) a kladné konstanty cl, c2,
c3, c4 takové, ze plati ¥V (t,x) € [0, ) x

8V 8V
VY s —cguxu

Necht |g(tx)|<6 | kde s >0 je vhodné cislo, potom pro systém

_ plati, Ze existuje urcité konecne T>0, takové zZe

x| <b,Vtzt,+T

_ x(t) ubyva exponencialne.

Detailni formulace a dukaz viz skriptum.
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c, HxH2 <V(t,x)< CZHX ’

< el

9

Kromeé toho,




