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Regulace a řı́zenı́ II

Stabilita nelineárnı́ch systémů
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Obsah přednášky

■ Stabilita nelineárnı́ch systémů
■ Ljapunovova funkce
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Stabilita nelineárnı́ch dynamických
systémů
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Rozdı́lné pojetı́ stability lineárnı́ch a nelineárnı́ch systémů

■ lineárnı́ systém
◆ systém je stabilnı́, pokud se po ukončenı́

působenı́ vstupnı́ho signálu vrátı́ zpět do
počátečnı́ho stavu

◆ stabilita je záležitostı́ vnitřnı́ struktury systému
◆ stabilita nezávisı́ na počátečnı́m stavu a

vstupnı́m signálem
◆ stabilitu je možné ověřit relativně snadno

analyticky nebo použitı́m algebraických kritériı́
■ nelineárnı́ systém

◆ existuje celá řada různých definic stability
◆ za stabilnı́ je možné považovat i periodické

řešenı́
◆ stabilita závisı́ nejen na vnitřnı́ struktuře, ale i

počátečnı́m stavu a vstupnı́m signálu
◆ hovořı́me spı́še o stabilitě trajektorie
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Ljapunovova definice stability

■ stabilitou nelineárnı́ch diferenciálnı́ rovnic se
zabýval ruský matematik Ljapunov již koncem 19
stoletı́

■ uvažujeme nelineárnı́ neřı́zený (volný)
dynamický systém

dx

dt
= f(x, t)

■ předpokládáme, že systém má rovnovážný stav
x0

■ v čase t0 se systém nacházı́ v počátečnı́m stavu
xt0
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Lokálnı́ stabilita rovnovážného stavu (stabilita v malém)

■ Rovnovážný stav x0 volného dynamického systému je
lokálně stabilnı́, jestliže pro libovolné reálné čı́slo ε > 0 a
t0 ∈ 〈τ ;∞〉 existuje takové reálné čı́slo δ(ε, t0), že při
‖xt0 − x0‖ ≤ δ je ‖x(t,xt0 , t0)− x0‖ ≤ ε pro všechna t > t0

■ popisuje stabilitu v malém okolı́ rovnovážného stavu
■ lze najı́t takové okolı́ singulárnı́ho bodu, že všechny

trajektorie začı́najı́cı́ v této oblasti směřujı́ do zvoleného
libovolně malého okolı́ singulárnı́ho bodu

■ lokálně stabilnı́ může být i systém, jehož trajektorie po
vychýlenı́ se nevracı́ k počátku
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Lokálnı́ asymptotická stabilita

■ Rovnovážný stav x0 volného dynamického
systému je lokálně asymptoticky stabilnı́ tehdy,
když platı́
1. je lokálně stabilnı́ podle definice lokálnı́

stability
2. existuje reálné čı́slo ∆(ε, t0) takové, že pro

každé ‖xt0 − x0‖ ≤ ∆ a t0 ∈ 〈τ ;∞〉 platı́
lim
t→∞

‖x(t,xt0 , t0)− x0‖ = 0
■ existuje okolı́ singulárnı́ho bodu, přičemž

trajektorie z něj vycházejı́cı́ s rostoucı́m časem
konvergujı́ k singulárnı́mu bodu

■ stabilitu lze vyšetřit linearizacı́ systému v okolı́
singulárnı́ho bodu a posouzenı́m stability lineárnı́
náhrady
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Přı́klad lokálnı́ asymptotické stability

■ předpokládejme systém s parametry a = c = 1,b = 2

dx1
dt
= x2

dx2
dt
=

b2

2
x1 − c2x31 − 2ax2

■ singulárnı́ body (x1, x2) ∈
{

(0; 0),
(

b

c
√
2
; 0

)

,
(

− b

c
√
2
; 0

)}

■ linearizace rozvojem do Taylorovy řady

A =

[

0 1
b2

2
− 3c2x21 −2a

]

x0
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Přı́klad lokálnı́ asymptotické stability

■ linearizace v okolı́ (0, 0) - vlastnı́ čı́sla λ1 = 0.73,λ2 = −2.73 -
nestabilnı́

A =

[

0 1

2 −2

]

■ linearizace v okolı́
(

± b

c
√
2
; 0

)

- vlastnı́ čı́sla λ1,2 = −1± j
√
3 -

stabilnı́

A =

[

0 1

−4 −2

]

■ systém je lokálně stabilnı́ v blı́zkosti singulárnı́ch bodů
(

± b

c
√
2
; 0

)

a nenı́ lokálně stabilnı́ v okolı́ (0, 0)



Obsah

Stabilita
Rozdíly

Ljapunovova
definice
Stabilita v
malém
Asymptotická
stabilita
Příklad lokální
asymptotické
stability

Globální
stabilita
Praktická
stabilita
Stabilita
trajektorie

Ljapunovova
metoda
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Přı́klad lokálnı́ asymptotické stability

-1 1

-1

1

x1

x2
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Globálnı́ stabilita (stabilita ve velkém)

■ Necht’ rovnovážný stav x0 systému je lokálně
asymptoticky stabilnı́. Množina všech všech bodů
xt0 ze stavového prostoru R

n, pro které platı́
lim
t→∞

‖x(t,xt0 , t0)− x0‖ = 0 při t0 ∈ 〈τ ;∞〉 se

nazývá oblast přitažlivosti řešenı́. Je-li oblastı́
přitažlivosti celý stavový prostor, pak je
rovnovážný stav volného dynamického systému
globálně asymptoticky stabilnı́.

■ definice globálnı́ stability je tak silná, že ji
vyhovuje jen málo reálných nelineárnı́ch
systémů

■ všechny lineárnı́ systémy, které jsou stabilnı́
podle kritériı́ stability lineárnı́ch systémů, jsou
globálně asymptoticky stabilnı́
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Praktická stabilita

■ Necht’ je rovnovážný stav x0 systému lokálně
asymptoticky stabilnı́ a existuje oblast
přitažlivosti Ω ⊂ R

n. Pak je rovnovážný stav
volného dynamického systému prakticky stabilnı́
v oblasti Ω.

■ obvykle najdeme několik oblastı́ stavového
prostoru, na kterých je systém prakticky stabilnı́
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Stabilita trajektorie

■ definice stability popisujı́ stabilitu rovnovážného stavu

■ snadno lze definice rozšı́řit na stabilitu trajektorie

■ předpokládejme, že známe řešenı́ xS stavových rovnic, tj. platı́

dxS

dt
= f(xs, t)

■ chceme definovat stabilitu trajektorie xS

■ zavedeme odchylku mezi aktuálnı́ trajektoriı́ x a vyšetřovanou trajektoriı́ xS

∆x = x− xS

■ dynamický systém odchylek

d∆x

dt
=
dx

dt
−

dxS

dt
= f(xS +∆x, t)− f(xS , t)

■ soustava diferenciálnı́ch rovnic vzhledem k ∆x se singulárnı́m bodem v počátku

■ stabilita odchylkového systému odpovı́dá stabilitě trajektorie

■ nutnost znalosti řešenı́ xS , rovnice majı́ obvykle složitý tvar
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Ljapunovova metoda ověřenı́ stability
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Ljapunovova metoda

■ prvnı́ Ljapunovova metoda
◆ je nutné vyřešit stavové rovnice, řešenı́ (průběh

trajektorie) se porovnává s definicemi stability
◆ zjištěnı́ lokálnı́ asymptotické stability vyšetřenı́ stability

lineárnı́ náhrady v okolı́ singulárnı́ho bodu
■ o stabilitě nelze rozhodnout, pokud má lineárnı́ náhrada

póly na imaginárnı́ ose - vlivem zanedbaných členů
Taylorovy řady budou posunuty do stabilnı́ nebo
nestabilnı́ oblasti

■ druhá Ljapunovova metoda
◆ nehledáme řešenı́ systému
◆ snažı́me se najı́t tzv. Ljapunovovu funkci
◆ pokud Ljapunovovu funkci nalezneme, je systém stabilnı́,

v opačném přı́padě nelze rozhodnout
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Přı́klad k výkladu Ljapunovovy funkce

b(y)

m

y

■ diferenciálnı́ rovnice
d2y

dt2
+ b

(

dy

dt

)

+ k(y) = 0

■ stavové rovnice

dx1
dt
= x2

dx2
dt
= −k(x1)− b(x2)

■ singulárnı́ bod x1 = x2 = 0

■ chceme vyšetřit stabilitu
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Přı́klad k výkladu Ljapunovovy funkce

■ předpokládejme, že v systému nenı́ tlumenı́
b(x2) = 0

■ řešenı́ trajektorie

dx2
dx1
= −k(x1)

x2

x22
2
+

x1
∫

0

k(x1)dx1 = konst

■ řešenı́ odpovı́dá křivkám, na kterých je
zachována konstantnı́ celková energie systému
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Přı́klad k výkladu Ljapunovovy funkce

■ předpokládejme systém s tlumenı́m, kdy platı́ x2b(x2) > 0 pro
x2 6= 0

■ celková energie systému

E(x1, x2) =
1

2
x22 +

x1
∫

0

k(x1)dx1

■ časová změna energie

dE

dt
= x2

dx2
dt
+ k(x1)

dx1
dt
= x2

[

dx2
dt
+ k(x1)

]

= −x2b(x2)

■ stavová trajektorie probı́há tak, že energie systému klesá
■ je zřejmé, že trajektorie směřuje k singulárnı́mu bodu a

systém je stabilnı́
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Přı́klad k výkladu Ljapunovovy funkce

x1

x2

c1 > c2 > c3
E = c1

E = c2

E = c3
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