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PREDMLUVA

Ucebni texty ,,Stavové fizeni* jsou vénovany zakladim automatického fizeni.
Hlavni diraz je kladen na popis principt stavového prostoru a zaporné zpétné vazby a
jejich vyuziti pro fizeni linearnich dynamickych systéml. Ucebni texty se vénuji

vvvvvv

Vzhledem k tomu, Ze ucebni texty pojednavaji o zdkladech stavového fizeni,
nejsou v textech uvadény presné dikazy. Pro prohloubeni a rozsifeni studijniho
materialu jsou doporuceny nize uvedené publikace:

OGATA, K. Modern Control Engineering. 5" Edition. Prentice-Hall, Boston, 2010

FRANKLIN, G.F., POWELL, J.D. , EMAMI-NAEINI, A. Feedback Control of Dynamic
Systems. 4™ Edition. Prentice-Hall, Upper Saddle River, New Jersey, 2002

MANDAL, A. K. Introduction to Control Engineering. Modeling, Analysis and
Design. New Age Internationsl (P) Publishers, New Delhi, 2006

NiISE, N. S. Control Systems Engineering. 6™ Edition. John Wiley and Sons,
Hoboken, New Jersey, 2011

NOSKIEVIC, P. Modelovani a identifikace systemui. Montanex, Ostrava, 1999.

Predpoklada se, Ze studenti maji zékladni znalosti z klasické automatické regulace
v rozsahu ucebnich textd, napt.:

VITECEK, A., VITECKOVA, M. Zpétnovazebni rizeni mechatronickych systémii.
VSB-TU Ostrava, 2013

Ucebni texty jsou ureny pro studenty, ktefi se zabyvaji teorii automatického
fizeni.
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SEZNAM ZAKLADNIHO ZNACENI A SYMBOLU

a, a;, b, b;,... konstanty

ai

/
a;
a

w
a;

w

a

koeficienty levé strany diferencidlni rovnice, koeficienty mnohoclenu ve
jmenovateli prenosu, koeficienty charakteristického mnohoclenu

pozadované koeficienty charakteristického mnohoclenu pozorovatele
vektor pozadovanych koeficientll charakteristického mnohoclenu pozorovatele

pozadované koeficienty charakteristického mnohoclenu uzavieného systému
fizeni
vektor pozadovanych koeficientd charakteristického mnohoclenu uzaviené¢ho

systému fizeni

A(w) =modG(jw) = | G( a))| modul kmitoctového ptenosu, grafické vyjadieni A(w) =

A
A,
A
bi

b
c
C
d
e

e(0)
f

f=

g()
G(s)

w
T

amplitudova kmitoctova charakteristika

stavova matice systému (dynamiky) fadu n [(nxn)]

stavova matice uzavieného systému fizeni (dynamiky) fadu n [(nxn)]
stavova matice pozorovatele (dynamiky) fadu n [(nxn)]

koeficienty pravé strany linearni diferencidlni rovnice, koeficienty mnohoc¢lenu
v Citateli pfenosu

stavovy vektor vstupu dimenze n
vystupni vektor stavu dimenze n
kapacita

konstanta prevodu

regulacni odchylka

trvala regulacni odchylka

obecna funkce

— kmitocet

impulsni funkce

prenos, obraz impulsni funkce

G(jow) = P(0)+ jO(®) = A(w) e’ kmitoétovy pfenos, grafické vyjadieni

(@)
H(s)

i

G(jw) = amplitudofazova kmitoc¢tova charakteristika
prechodova funkce
obraz ptechodové funkce

proud

j=+-1 imaginarni jednotka



k relativni diskrétni ¢as (k =0,1,2,...)
ki koeficient pfenosu (zisk)

ky vstupni filtr, vstupni korekce

kT diskrétni cas

K; vaha integra¢ni slozky regulatoru

Kp zesileni regulatoru, vaha proporcionalni slozky regulatoru

k vektor stavového regulatoru

L induk¢nost

L operator piimé L-transformace (Laplaceovy transformace)

L' operator zpétné (inverzni) L-transformace (Laplaceovy transformace)

L(w) =20logA(w)  logaritmicky modul kmitoctového prenosu

l vektor zesileni Luenbergerova pozorovatele, korekéni vektor

m stupett mnohoclenu v citateli prenosu, moment motoru, hmotnost

m z4t€Zny moment

mp=20log my logaritmicka amplitudova bezpecnost

M mnohoclen v Citateli pfenosu (kofeny = nuly)

n stupenn charakteristického mnohoclenu, stupeii mnohoclenu ve jmenovateli
prenosu, dimenze vektoru stavovych proménnych x

N charakteristicky mnohoc¢len nebo kvazimonohoc¢len, mnohoc¢len nebo
kvazimnohoclen ve jmenovateli prenosu (kotfeny = poly)

Ny charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni se stavovym regulatorem

Nw»  pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni se stavovym
regulatorem

N, charakteristicky mnohoclen pozorovatele

Ny,  pozadovany charakteristicky mnohoclen pozorovatele

P(w) =ReG(jw) realnd ¢ast kmitoc¢tového pienosu
D poly pozorovatele
O(w) = ImG(jw) imaginarni ¢ast kmito¢tového prenosu

0., matice fiditelnosti fadu n [(nxn)]

Q,, matice pozorovatelnosti fadu n [(nxn)]

R odpor

s=a+jo  komplexni proménnd, nezavisle proménna u obrazu v Laplaceové
transformaci

S; po6ly linedrniho dynamického systému = kofeny mnohoclenu N(s)

s? nuly linedrniho dynamického systému = kofeny mnohoclenu M(s)

s pozadované poly uzavieného systému fizeni se stavovym regulatorem



t (spojity) Cas
t doba regulace
t, =2 ¢as odpovidajici fazi ¢
" o
2 :
7=" perioda
@
T vzorkovaci perioda, perioda
T, dopravni zpozdéni

Tp derivaéni ¢asova konstanta
T; integracni Casova konstanta
T; (setrvacna) Casova konstanta

T., T, transformacni matice fadu n [(nxn)]

u akeni veliCina, fizeni, vstupni veli¢ina (vstup), napéti
Uur tvarovana akéni veliina

v poruchova veli¢ina (porucha)

w zadana veli¢ina

X stavova velicina (stav)

x vektor stavovych veli¢in (stav) dimenze n

y regulovana veli¢ina, vystupni veli¢ina (vystup)
YV odezva vyvolana zadanou veli¢inou

yr prechodna ¢ast odezvy

Vs ustalena Cast odezvy

Z impedance

a stupen stability (absolutni tlumeni), sklon
a=Res realnd cast komplexni proménné s

At)  Diraciiv jednotkovy impuls

A prirtistek

& stavovy vektor poruchy

n(t)  Heavisideiv jednotkovy skok

w=2nf uhlovy kmitocet, thlova rychlost

w=Ims imaginarni ¢ast komplexni proménné s

@ ptirozeny uhlovy kmitocet, thlovy kmitocet netltumenych kmiti

o w) = arg G(jw) faze kmito¢tového prenosu, grafické vyjadieni ¢(w) = fazova
kmitoctova charakteristika



& koeficient relativniho pomérného tlumeni (relativni tltumeni)
K prekmit
Tj Casova konstanta

Horni indexy

* optimalni, doporuceny
-1 inverzni
T transponovany

Dolni indexy

c regulator, fizeni

co fiditelnost

d diagonalni

D diskrétni

0 pozorovatel, pozorovani

ob pozorovatelnost

w zadany
t transformovany, transformace
Symboly nad pismeny

(totalni) derivace podle Casu

A odhad

Rela¢ni znaménka

pfiblizné rovno

po zaokrouhleni rovno

korespondence mezi originalem a obrazem
implikace

ekvivalence

g U wia

Grafické znacky

(jednonasobnd) nula
dvojnasobna nula
(jednonasobny) pol
_dvojnasobny pol

||3€X © 0

nelinearni systém (prvek, ¢len)

linearni systém (prvek, ¢len)
— jednorozmeérovy signal (velicina)

— mnohorozmeérovy signal (veli¢ina)



ZKkratky

arg argument

dB decibel

const konstanta

dec  dekada

det  determinant

dim  dimenze (rozmér)

Im imaginarni, imaginarni ¢ast
lim  limita

max maximalni, maximum
min  minimalni, minimum
mod modul

rank hodnost

Re realny, realna ¢ast

sign

souctovy Clen (vyplnény segment oznacuje
znaménko minus)

znaménko, znaménkova funkce
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1 UvVOD

Konven¢ni regulatory P, I, PD, PI a PID maji jednoduchou strukturu a pfii
vhodném setizeni dovedou zajistit pro bézné regulované soustavy pomeérné¢ kvalitni
regulaéni procesy. Jejich vyhodou je nizka cena, snadnd implementace a jednoduché
sefizovani, které nevyzaduje hluboké teoretické znalosti. Spravné navrzeny a sefizeny
konvencni regulator dovede zajistit jak sledovani zmén Zadané veliCiny, tak i dostatec¢né
potlaceni negativniho vlivu piisobicich poruch. Konvenéni regulace je také robustni,
protoze dovede zajistit pozadovanou kvalitu regulace i pfi danych zménach vlastnosti
regulované soustavy.

V nékterych ptipadech pouziti konvencnich regulator jiz nemuze zarucit
pozadovanou kvalitu regulace. Je to predevSim v piipad¢ nestabilnich a slozit&jsich
regulovanych soustav a pfi vysokych pozadavcich na kvalitu regulace. V tomto piipadé
je vhodné pouzit stavové fizeni. Jeho zrod a rozvoj je spojen s letectvim a
kosmonautikou. Ve stavové teorii fizeni se vétSinou misto pojmil soustava a regulace
pouzivaji obecnéjsi pojmy systém a fizeni.

Stavové fizeni odstrafiuje nekteré vady konvencni regulace, vyraznym zptsobem
umoznuje zvysit kvalitu fizeni, ale soucasn¢ vyzaduje urcité teoretické znalosti.

V ucebnich textech jsou uvedeny pouze zékladni pfistupy a metody pouzivané pti
analyze a syntéze jednorozmérovych spojitych systému fizeni ve stavovém prostoru.
Text je uspotradan tak, ze umoznuje snadné rozsifeni i na diskrétni i mnohorozmérové
systémy fizeni.
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2 MATEMATICKE MODELY DYNAMICKYCH
SYSTEMU

2.1 Obecné matematické modely

Pii navrhu a studiu vlastnosti systémua fizeni pouzivame jejich matematické
modely. Je to velmi vyhodné, protoze experimentovani se skuteCnymi systémy fizeni
muzeme zastoupit experimentovanim na jejich matematickych modelech, tj. simulaci.
Umoziuje to vyrazné snizeni rizika zni¢eni daného realné¢ho systému fizeni a nakladu.
Dochazi rovnéz k zasadnimu zrychleni celého postupu. Casto vznikaji nova netradiéni
feSeni.

V teorii automatického fizeni v casové oblasti se pouzivaji algebraické,
transcendentni, diferencialni, parcialni diferencialni, diferencni, integralni, sumacni
rovnice a jejich kombinace. Matematicky model 1ze ziskat identifikaci, a to analytickou
nebo experimentalni cestou, piip. jejich kombinaci. Napt. analyticky se ziska
matematicky model a jeho parametry se ur¢i nebo zptesni experimentaln€. Nékdy pod
pojmem identifikace se rozumi nalezeni matematick¢ho modelu pouze experimentalni
cestou. Déle se budeme zabyvat pouze takovymi matematickymi modely, které¢ se daji
vyjadtit obyCejnymi diferencialnimi rovnicemi a které popisuji realné systémy se
soustfedénymi parametry.

Pti interpretaci vlastniho matematick¢ého modelu i1 vysledka simulace je tieba si
vzdy pamatovat, ze kaZdy matematicky model je jen urlitou aproximaci skutecného
systému.

Protoze 1 velmi slozity mnohorozmérovy systém vznikd spojenim
jednorozmérovych systémii, hlavni pozornost bude vénovana jednorozmérovym
systémum.

Uvazujme jednorozmérovy systém popsany obecné nelinearni diferencialni
rovnici

gLy @), (@), y(0),u™ (@), 11(0),u(1)] = 0. (2.1a)
y'(t)=di1(t) (’)()—dy(t) i=23,...,n,

t (2.1b)
i) =240 ) = d”“) Z23,m,

dr

pfi pocatecnich podminkach

0) = Y9, 7(0) =Yg,y (0) = 5",
Y(0) =y, 3(0) =y, y 0)=y, 210
u(0) =y, i(0) = tig,...,u" "V (0)=u" ™",

kde u(f) je vstupni veli¢ina (signal, proménnd) = vstup, y(r) — vystupni veliina
(signal, proménnd) = vystup, g — obecn¢ nelinearni funkce, n — Fad systému.

Pokud plati
n>m (2.2)

pak matematicky model vyhovuje silné podmince fyzikalni realizovatelnosti.
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V ptipadé
n=m (2.3)
vyhovuje pouze slabé podmince fyzikalni realizovatelnosti.
V ptipadé
n<m (2.4)

matematicky model je fyzikalné nerealizovatelny, a tedy nevyjadiuje vlastnosti
realného systému.

Matematicky model (2.1a), ve kterém vystupuji derivace (2.1b) popisuje
dynamicky systém — s paméti.

Z diferencialni rovnice (2.1a) pro
lim y?()=0; i=12,...,n,
11—

limu(1)=0; j=12,....m

1—>0

je mozn¢ ziskat rovnici (pokud existuje)

y=f(u), (2.5)
kde
y =lim y(7),
o (2.6)
u =limu(r).

Rovnice (2.5) vyjadiuje statickou charakteristiku daného dynamického systému
(2.1), viz napt. obr. 2.1.

VA

y=fu)
bO
al|
-1 0 1 u
i b,
@

Obr. 2.1 Nelinearni staticka charakteristika — pfiklad 2.1

Statickd charakteristika popisuje zavislost mezi vystupni y a vstupni u# veli¢inou
v ustaleném stavu.

Pokud v rovnici (2.1a) nevystupuji derivace, tj.
gly(@®,u()] =0 nebo g(y,u)=0, 2.7)
pak je to matematicky model statického systému — bez paméti.

Veliky vyznam maji stavové modely dynamickych systémi, které se pouzivaji jak
pro jednorozmérové, tak i mnohorozmérové dynamické systémy.
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Stavovy model jednorozmérového dynamického systému ma tvar

x(t) =gl x(t),u(?)], x(0)=x, —stavovarovnice (2.8a)
y(t) =h[x(),u(?)] — vystupni rovnice (2.8b)
x
X = x:z = [xl,xz,...,xn]T,
_x;
_81
g= % =g, T
L8n

kde x(7) je vektor stavu (stav) dimenze n, g — obecné nelinearni vektorova funkce
dimenze n, h — obecné nelinearni funkce, 7' — symbol transpozice.

Z dtvodu zjednoduseni nezavisle proménnou ¢as ¢ budeme casto vynechévat.

Slozky xi, x2,..., x, stavu x vyjadiuji vnitini proménné. Jejich znalost je dalezita
pfi tzv. stavovém Fizeni (viz kapitola 4).

Rad systému n je dan poétem stavovych proménnych. Pokud ve vystupni rovnici
(2.8b) nevystupuje vstup u(?), pak dany dynamicky systém (2.8) je siln¢ fyzikalné
realizovatelny, jinak je pouze slab¢ fyzikaln¢ realizovatelny.

Statickou charakteristiku (pokud existuje) ze stavového modelu (2.8) ziskame pro
t — 0 = x(t) > 0 a eliminaci stavovych proménnych (viz ptiklad 2.1).

Priklad 2.1

Nelinearni dynamicky systém je popsan diferencidlni rovnici 2. fadu

2
“ ddfz( i d(y:) +a,y() = by sign [u()]|u(2)] 9)

pfi pocatecnich podminkach y(0)=y,a y(0)=y,.
Je tieba:
urcit fyzikalni realizovatelnost,
urCit a nakreslit statickou charakteristiku,
vyjadtit matematicky model (2.9) stavové.
ReSeni:
a) Protoze n =2 >m = 0 [na pravé strané rovnice nevystupuje derivace u(t)], dany
dynamicky systém je siln¢ fyzikalné realizovatelny.

b) V ustdleném stavu pro r — oo derivace v rovnici (2.9) budou nulové, a proto
v souladu s (2.6) Ize psat
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a,y = b, sign (”)\/H =
b, .

y=""sign ()l
0

Ziskana nelinedrni staticka charakteristika je na obr. 2.1.

¢) Zvolime napf. stavové proménné
=Y
X =X =Y,

po dosazeni do diferencialni rovnice (2.9) a upravé dostaneme

Xp =X, X, (0) =y,
4

_ a, by . :
Xy Z_—X1__1x2+_051gn(”)\/|;’ x2(0)=y0.
az a2 aZ

Statickou charakteristiku ziskdme pro ustaleny stav, tj. pro r >0 =  X(t) >0
a X,(t) > 0 aeliminaci stavovych proménnych

0=1x,
a, a, by .
O=—">x,——x, +—s1gn(u)\/m =
a, a, a,
y=%

b, .
y=a—051gn(u)\/ﬂ
0

2.2 Linearni dynamické modely

Velmi dulezitou skupinou matematickych modeli dynamickych systémil jsou
linearni matematické modely. Tyto matematické modely musi vyhovovat podmince
linearity, ktera sestava ze dvou dil¢ich vlastnosti aditivity a homogenity.

Aditivita
u, = systém— y, ,
= u, +u, —>system—y, +y,

u, = systém— y, (2.10a)

Homogenita:

u —>systém—> y = au — systém—> ay (2.10b)

Tyto dil¢i vlastnosti linearity mohou byt slouceny

u, — systém— y, ,
i = aqu, +a,u, > systtm—a,y, +a,y,
U, —>» system— y, @2.11)

kde a, a;, a, jsou libovolné konstanty; u(z), u;(f) a ux(t) — vstupni veli¢iny (vstupy); y(7),
y1(?) a yo(¢) — vystupni velic¢iny (vystupy).
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Linearita dynamickych systému je tedy vlastnost, kdy vazenému souctu vstupt
odpovida stejn¢ vazeny soucet vystupt.

Velmi dulezitou vlastnosti linearnich dynamickych systémi je, ze kazda jejich
lokalni vlastnost je soucasné i jejich globalni vlastnosti.
Piiklad 2.2

Staticky systém je popsan linearni algebraickou rovnici

y(0) =ku(t)+ y,, (2.12)

kde k; a yo jsou konstanty.

Je tieba ovéfit, zda matematicky model (2.12) je linearni.
ReSeni:

Jako vstupy volime napt. u;(7) = 2 a uy(t) = 4t.

Po dosazeni do (2.12) dostaneme

u(®)=2... y(t)=2k +y,

= () + y,(1) =2k (1+2t)+2y,,
uz(t)=4t---)’2(t)=4klt+yo} N0+ 5:0) i )+2¥,

u(t)=u,(t) +uy(t) =2(1+2t)...y =2k 1+ 2t) + y, # y,(t) + y,(t) =
=2k, (14+2t)+2y,.
Vidime, Ze pro y,# 0 matematicky model (2.12) z hlediska definice linearity

(2.10) nebo (2.11) neni linearni. Matematicky model (2.12) statického systému bude
linedrni pouze pro yo = 0, viz obr. 2.2.

a) Yo # Ol b)
u(t t
w(t) 0 O ¥(1)
—> k —42)—> 1
y 4 y=ku+y, )71‘ y=ku
o =arctgk,
a = arctgk,

Yo
/ 0 u 0 u=

Obr. 2.2 Matematicky model statického systému: a) nelinedrni, b) linearni — ptiklad 2.2

v

Z vyse uvedeného je ziejmé, Ze u linedrnich systémi staticka charakteristika
(pokud existuje) musi vzdy prochéazet pocatkem soufadnic.

Priklad 2.3

Dynamicky systém (integrator) je popsan linearni diferencialni rovnici
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dy@)

=ku(t), y(0) =y, (2.13)

nebo ekvivalentni integralni rovnici
y(t)=k12|:'u(z')dr+ Yo - (2.14)
Je tieba ovérit linearitu daného matematického modelu.
Reseni:
Zvolime napf. stejné vstupy jako v priklade 2.2 a dostaneme
u(t)=2... y@)=2kt+y,

=y () + v, @) =2kit(1+1)+2y,,
uz(f)=4t...y2(t):2klt2+yo} yi(0)+ y,(2) 1+ +2y,

ut)=u, (t)+u,(t)=2(1+2¢t)...y =2kit(1+1)+ y, # y,(t) + y,(t) =
=2kt(1+1)+2y,.

Znovu vidime, Ze dany matematicky model (2.13) nebo (2.14) pro yo#0
nesplituje podminku linearity (obr. 2.3).

a) Yo #0 b)
u(r) l

— j(-)dr_>®_y>

Obr. 2.3 Matematicky model integratoru: a) nelinedrni, b) linearni — ptiklad 2.3

u(t)
(1) — j(o)dr-—y(:)

Tento konkrétni zavér mize byt zobecnén. U linedrnich matematickych modeli
musime uvaZovat vidy nulové pocdtecni podminky. V opacném piipadé s nimi
nemuzeme pracovat jako s matematickymi modely spliiujicimi podminku linearity.

2.3 Zakladni linearni matematické modely

Jednorozmérové linedrni dynamické systémy v Casové oblasti jsou nejcastéji
popsany linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty (pouze takové systémy
budeme uvazovat)

pii pocatecnich podminkach
y(O) = Yo> y(o) = yOa- ooy y(nil)(o) = y(()nl)}

(2.15b)
u(0) = uy,1(0) = tiy,...,u" " (0) = u{""

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2.2) — (2.4).

Pouzitim Laplaceovy transformace na diferencialni rovnici n-tého fadu (2.15a) pfi
uvazovani pocatecnich podminek (2.15b) dostaneme jeji obraz, tj. algebraickou rovnici
n-tého stupné
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(a,s"+-+as+ay))Y(s)—L(s)=(b,s" +--+bs+by)U(s)— R(s)
a z ni miiZeme vypocitat obraz vystupni veli¢iny

M L(s)—R
Oy + HD=RE)
N(s) N(s)
obraz odezvy navstup obraz odezvy na
pocatecni podm inky

(obraz homogenni
diferencialni rovnice)

Y(s)=

b

obraz reseni diferencialni rovnice (216)
M(s)=b, s"+---+bs+b,=b, (s—s )s—59)...(s—s"), (2.17)
N(s)=a,s"++as+a,=a,(s—s)(s—S5,)...(s—5s,), (2.18)

kde Y(s) je obraz vystupni veli¢iny y(¢), U(s) — obraz vstupni veli€iny u(t), L(s) —
mnohoclen nejvyse stupné n—1 urCeny pocateCnimi podminkami levé strany
diferencialni rovnice, R(s) — mnohoclen nejvySe stupné m — 1 ur€eny pocate¢nimi
podminkami pravé strany diferencialni rovnice, M(s) — mnohoclen stupné m urceny
koeficienty pravé strany diferencidlni rovnice, N(s) — charakteristicky mnohoclen
stupné n urceny koeficienty levé strany diferencialni rovnice, s — komplexni proménna
(rozmér ¢as™) [s7].

Protoze diferencidlni rovnice (2.15) je matematickym modelem dynamického
systému, je zifejmé, ze mnohoclen N(s) je soucasné charakteristickym mnohoclenem 1i
tohoto dynamického systému.

Pouzitim inverzni Laplaceovy transformace na obraz feSeni (2.16) ziskame
origindl feseni
Y0y =LY ()} (2.19)
Velmi vyhodné je pouziti vhodnych slovnikii Laplaceovy transformace.

Ze vztahu (2.16) vyplyva, ze muze byt pouzit jako linearni matematicky model
dané¢ho linearniho dynamického systému, bude-li obraz odezvy na pocate¢ni podminky
nulovy (tj. budou-li poc¢atecni podminky nulové), viz podminky linearity (2.10) nebo
(2.11). V tomto piipadé¢ mizeme psat

Y(s)= wU(s) =G(s)U(s), (2.20)
N(s)
Gy~ Y& M) _
U(s) N(s)
o 0 0 (2.21)
_b,s"+-+bs+by, b, (s—s)s—5,)...(s—5,,)
a,s"+-+as+a, a,(s—s)s-s,)...(s—s,) ’
kde G(s) je prenos, s; — poly linearniho dynamického systému = kofeny

charakteristického mnohoclenu N(s), s?— nuly linearnitho dynamického systému =

koteny mnohoclenu M(s). Rozdil n — m se nazyva relativni stupen systému.

Pienos G(s) je dan podilem obrazu vystupni veli¢iny Y(s) a obrazu vstupni
veliciny U(s) pii nulovych pocdtecnich podminkdch. Muzeme ho obdrzet pifimo
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z diferencialni rovnice (2.15a), protoze obrazy derivaci vystupni y(f) a vstupni u(z)
veli¢iny pii nulovych pocate¢nich podminkach jsou dany vztahy
L{y(i)(t)}zsiY(s); i=12,...,n, }

2.22
L{u(j)(t)}:sjU(s); j=12,....m. (2:22)

Velikou vyhodou pienosu G(s) je, ze dovoluje vyjadfit vlastnosti linedrniho

dynamického systému v oblasti komplexni proménné blokem uvedenym na obr. 2.4.

Y
UQ’ G(s) —(—Sz

Obr. 2.4 Blokové schéma systému
Jak bude dale ukazano, s takovymi bloky se velmi jednoduse a efektivné pracuje.

Statickou charakteristiku linearniho dynamického systému (pokud existuje)
ziskame z diferencialni rovnice (2.15a) pro

lim y?()=0; i=12,...,n,
11—

. (2.23)
limu()=0; j=12,....m,
—00
t].
y=ku, (2.24a)
k, = b—O, a,#0, (2.24b)

a4
kde k; je koeficient pfenosu.

Ze srovnani (2.21), (2.23) a (2.24) vyplyva dulezity vztah mezi Casem ¢ a
komplexni proménnou s, t;.

t—>o & s—>0. (2.25)

Je ztejmé, Ze na zaklad¢ vztahu (2.25) dostaneme z pienosu (2.21) rovnici statické
charakteristiky (2.24), proto lze psat

y=[limG(s)lu, a, #0. (2.26)
4
Y y=ku
k, = b—o, a, #0
bo ----- ay
1 a=arctgk
0 ap u'

Obr. 2.5 Staticka charakteristika linedrniho dynamického systému

Statickd charakteristika linedrniho dynamického systému je piimka, ktera vzdy
prochézi pocatkem soufadnic (obr. 2.5).
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Dosazenim komplexniho kmito¢tu jo za komplexni proménnou s v pfenosu (2.21)
dostaneme kmitoctovy (frekvencni) prenos
_b,(o)"+---+b jo+b

G(jw)=G(s)| . =-" . = A(w)e'”” (2.27)
e aq,(jo) ++a jo+a,

A(w)=modG(jo) = |G(j )

p(w) =argG(jw), (2.29)

kde A(w)je modul (amplituda) kmito¢tového prenosu, ¢(w)— argument (faze)
kmitoctového pienosu, w — thlovy kmitocet (ihlova frekvence) (rozmér cas™) [s].

, (2.28)

7 divodu odliseni thlového kmitoctu (7 — perioda, f— kmitocet)

2

) 2.30
T (2.30)
od ,,obycejného* kmitoctu
1
=— 2.31
S - (2.31)

s jednotkou Hz (herz) a rozmérem [s'] se pouziva pro thlovy kmitocet ¢asto misto [s]
oznaceni [rad s'l].

Zobrazeni kmitoc¢tového pienosu G(jw) pro @ = 0 aZ @ = oo v komplexni roviné se
nazyva amplitudovazova kmitoctova charakteristika (obr. 2.6).

A
"

p(w)

A()

Obr. 2.6 Amplitudofazova kmitoctova charakteristika
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a) L(w) *

[dB] .
40 ———  pfesna

""" ptiblizna

20

T >
0.1 1 10 o [rads™]

-20 |

—40

(o)
)

T
0.1
-7/ 24

Obr. 2.7 Logaritmické kmitoCtové charakteristiky: a) amplitudova, b) fazova

Nejcastéji se pouzivaji logaritmické kmitoctové charakteristiky (Bodého
kmitoctové charakteristiky), viz obr. 2.7. V tomto ptipad¢ se vykresluje zvlast tzv.
logaritmicky modul

L(w) =20log A(w) (2.32)

a faze p(w). Kmitoctova osa mé logaritmické méfitko a logaritmicky modul L(w) se
uvadi v dB (decibelech). U logaritmickych kmitoctovych charakteristik se s vyhodou
vyuziva aproximace presnych pribéhii pomoci piimkovych tsek.

Kmitoctovy pienos G(jw) vyjadiuje pro kazdou hodnotu uhlového kmitoctu @
amplitudu (modul) A(w) a fazi (argument) ¢(w) ustalené sinusoidalni odezvy y() na
sinusoidalni prabéh vstupni veli€iny u(¢) s jednotkovou amplitudou.

Tzn., ze kmitoctovou charakteristiku miiZeme ziskat experimentdlné (obr. 2.8).
Ma to veliky vyznam ptedevsim u rychlych systémtl.



21

u(t) =sin ot Linearni y(t) = A(w)sin[art + p(w)]

—_— ’ . r >
dynamicky v
cvetém
u(t)} y(1)4 _27,
(P(a)) - 7t¢) - a)t¢)
1
A(w)
° U\ \
< > i f: 271'7‘
@ T ="
727 -
0]

Obr. 2.8 Interpretace kmitoctové charakteristiky

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2.2) — (2.4). Je zfejmé, ze
realny linearni dynamicky systém nemiiZze pienést pribéh s nekonené vysokym
uhlovym kmitoc¢tem, a proto u siln¢ fyzikalné realizovatelnych systémt musi platit

lim GGw)=0

>0

lim A(w)=0 o n>m. (2.33)

W—>0
lim (@) =—o0

W—>0

Z kmitoctového pienosu (2.27) ziskame rovnici statické charakteristiky velmi
snadno (pokud existuje), protoze pro ustaleny stav musi platit w = 0, tj.

y= [lh%GO o)u, a,#0. (2.34)
[o
Vyplyva to rovnéz ze vztahu (2.25) pro s = jow
t—>0 < 0—>0. (2.35)

Je ziejmé, Ze mezi ¢asem ¢ a uhlovym kmitoctem w plati i duélni vztah (obr. 2.9)

t—>0 < w—>w. (2.36)
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A(o)t
yn

t—>osw—0

“

tr>0sw—>o

Obr. 2.9 Vztah mezi ¢asem ¢ a thlovym kmitoctem @

Ze vztaht (2.35), (2.36) a obr. 2.9 vyplyva, Ze vlastnosti linearniho dynamického
systému pfi nizkych thlovych kmitoc¢tech rozhoduji o jeho vlastnostech pii dlouhych
casech, tj. v ustaleném stavu a naopak. Podobn¢ jeho vlastnosti pii vysokych uhlovych
kmitoctech rozhoduji o vlastnostech pocatku Casové odezvy, tj. o rychlosti ¢asové
odezvy (o prechodném stavu) a naopak.

Vlastnosti linearnich dynamickych systému pii nulovych pocatecnich podminkach
mohou byt popsany ¢asovymi odezvami na ptesn¢ definované pribehy vstupni veli€iny.

V teorii automatického tizeni se pouZzivaji dva zékladni prabchy vstupni veliiny
u(t), a to Diraciiv (jednotkovy) impuls J(7) a Heavisideiiv (jednotkovy) skok #(7).

Impuslni (impulsovd) funkce g(r) popisuje odezvu linearniho dynamického
systtmu na prib¢h vstupni veliCiny ve tvaru Diracova impulsu o6(¢) pii nulovych
pocatecnich podminkach, viz obr. 2.10.

V souladu se vztahem (2.20 ) miZeme psat
Y(s)=G(s)U(s) (2.37)
a pro
u®)=0()=U(s)=1

dostaneme

y(0) = g()=L"G(s)}. (2.38)
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u(t) =o(1) Linearni y(@)=g()
’ dynamicky >
systém

Impulsni charakteristika

u(t)4 Diractv jednotkovy ()
impuls

4 u(t) = 5(1) YD) =g =L"{G(s)]

> \ >

0 t 0] \ t
[g(r)dt =h(0)
0

Obr. 2.10 Impulsni funkce (charakteristika) linedrniho dynamického systému

U linearniho dynamického systému derivaci nebo integralu vstupni veliCiny u(7)
odpovida derivace nebo integral vystupni veli¢iny y(z).

Této vlastnosti vyuzijeme pro vyznaceni statické charakteristiky linearniho
dynamického systému na zakladé¢ jeho impulsni funkce g(¢). Protoze staticka
charakteristika linearniho dynamického systému je piimka prochdzejici pocatkem
soufadnic, staci urcit jeden jeji nenulovy bod. Miizeme tedy psat

t
u = u(o) =}E?OI5(r)dr =1,
0

t
y=y(c0)=lim [ g(z)dz.
t—0 0
Odtud jiz snadno dostaneme rovnici statické charakteristiky (pokud existuje)
t
y= [limjg(r)dr]u . (2.39)
t—© 0

Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti ma tvar
|g(0)| <0, (2.40)
Pokud g(0) obsahuje Diractiv impuls d(¢), pak dany linearni dynamicky systém je
pouze slabé fyzikalné realizovatelny.

Prechodova funkce A(7) je odezva linedrniho dynamického systému na prabeh
vstupni veli¢iny ve tvaru Heavisideova skoku #(#) pfi nulovych pocate¢nich
podminkach, viz obr. 2.11.

Na zaklad¢ vztahu (2.37) pro

u(t)= () 2U(s) =2

N
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u@)=n(r) | HCAM )= k()
—— 3 dynamicky
systém
Heavisidetiv Piechodovéa charakteristika
jednotkovy skok
; ()4 G(S)
u(t) y y(t)=h(t)=L"

u(t) =n()

1 h(0)

v
~V

Obr. 2.11 Pfechodova funkce (charakteristika) linearniho dynamického systému

dostaneme
(1) = h(t) = L-I{G(S)} (2.41)
S

Z prechodové funkce h(r) se ziska rovnice statické charakteristiky (pokud
existuje) velmi snadno, protoze plati

u=u(e) =) =1,

y = y(0) = h(x0),
tj.
y= [tlgloqo h(t)]u . (2.42)
Silnd podminka fyzikalni realizovatelnosti ma tvar
h(0)=0 (2.43)
a slaba
0<|h(0)| < oo. (2.44)

Uzite¢né je pouziti zobecnéné derivace definované vztahy (obr. 2.12)

$(0) =5, (0 + X h S 1),

h, = lim x(f) — lim x(¢),
1t t—>t;_

(2.45)

kde #; jsou body nespojitosti prvniho druhu se skoky 4, x,,(f) — obyCejna derivace
uréena mezi body nespojitosti.
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x(t)A
h >0 : " A b, <0
] i T ,
0 L tzi A
[ |h <0

Obr. 2.12 Funkce x(7) s body nespojitosti prvniho druhu

Pomoci zobecnéné derivace mizeme snadno vyjadfit vztah mezi Diracovym
impulsem a Heavisideovym skokem

5(t)=dzgt) o n(t)zjzé‘(r)dr (2.46)
a mezi impulsni a prechodovou funkci

g0 o h(r)=ig(r)dr, (247)

G(s)=sH(s) = H(5) =, (2.48)

Ze vSech matematickych modelii linearnich dynamickych systémi je nejobecné;jsi
stavovy model

x(t) = Ax(t)+ bu(t), x(0)=x, — stavovarovnice (2.49a)

y(1) =" x(t)+du(t) — vystupni rovnice (2.49b)

kde A je Ctvercova stavova matice systému (dynamiky) fadu n [(nxn)], b — stavovy
vektor vstupu dimenze n, ¢ — vystupni vektor stavu dimenze n, d — konstanta pievodu, T
— symbol transpozice.

Blokové schéma stavového modelu linearniho dynamického systému (2.49) je na
obr. 2.13.

Pro d=0 stavovy model (2.49) vyhovuje podmince silné fyzikalni
realizovatelnosti a pro d # 0 vyhovuje pouze slabé podmince fyzikalni realizovatelnosti.
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Xo
u(r) x(®) lxm ()
I (0)d7 |mpp R

A 4
S

\ 4
U

Obr. 2.13 Blokové schéma stavového modelu linearniho dynamického systému

Pokud stavovy model (2.49) vyhovuje podmince Fiditelnosti (viz Piiloha C)
Q. (A,b)=[b,Ab,...,A"'b)], detQ (A,b)#0 (2.50)

a podmince pozorovatelnosti (viz Ptiloha C)

CT

T
A
Q,,(A.c")=|] =[e,ATc,...(AT)"c]’, detQ,,(A,cT)#0, (2.51)
cTAnfl

pak pii nulovych pocateCnich podminkach [x(0)=xy=0] miuzeme zného pomoci
Laplaceovy transformace ziskat pienos

sX (s)=AX (s)+bU(s)
Y(s)=c"X(s)+dU(s)
G(s)—U(S) c"(sI-A)'b+d, (2.52)

kde det je determinant, I — jednotkova matice, Q., — matice Fiditelnosti radu n [(nxn)],
0., — matice pozorovatelnosti fadu n [(nxn)].

Z ptenosu (2.52) jiz snadno na zaklad¢ (2.26) mlzeme ziskat rovnici statické
charakteristiky (pokud existuje)

y= Iirr(l)[cT(sI —~A)'b+d]u. (2.53)
Vyhodnéjsi pro ziskani prenosu je pouziti vztahu

Y(s) _det(sI —A+bc")—det(sl — A) d

Gls)=7 =
(s) det(sI — A)

: (2.54)

ktery nevyzaduje inverzi funkcionalni matice.

Prenos (2.52) nebo (2.54) je urCen na zakladé stavového modelu (2.49)
jednoznacné. Naproti tomu pro prenos
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Y(s) b,s"+...+bs+b

U(s) das"+...+as+ay

(2.55a)

stavovy model miize mit mnoho (teoreticky nekone¢n¢ mnoho) rtiznych tvard. Napf.
pro n = m prenos (2.55a) lze zapsat ve tvaru
Y(s) b, b +..+bs+b
G(S)= ( ) :_r’l+ n—1 — 1 0
U(s) a, s"+a,s" +...+as+a,

n

n-1
gl +...+b1s+b0’ (2.55b)
N(s)

N(s)=det(sI —A)=s"+a, s"" +...+as+a,. (2.55¢)

Dtlezité je, aby ptfenos (2.55) pro d =0 nebylo mozné zjednodusit kompenzaci
(kracenim), tj. prenos musi byt neredukovatelny. V tomto ptipadé ftikame, ze
matematicky model ma minimalni tvar. Minimalni tvar maji i stavové modely z n¢ho
ziskané. Je ziejmé, ze Fiditelné a pozorovatelné linedrni dynamické systémy maji
minimdlni tvar.

Z uvedenych matematickych model je stavovy model nejobecnéjsi. Za
predpokladu fiditelnosti a pozorovatelnosti [viz vztahy (2.50) a (2.51)] a samoziejmée
nulovych pocatecnich podminek, jsou vSechny tyto matematické modely linearnich
dynamickych systémi, tj. linearni diferencialni rovnice, pienos, kmitoctovy pienos,
impulsni funkce (charakteristika), pfechodova funkce (charakteristika) a linearni
stavovy model, ekvivalentni a vzajemn¢ prevoditelné.

Piiklad 24

Linearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem

X, =X,
X, ==2x, +u, (2.56)
y=2x,.

Za predpokladu nulovych pocatecnich podminek je tfeba urcit: a) pienos, b)
kmitoctovy pienos, ¢) impulsni funkei, d) prechodovou funkci.

ReSeni:

Nejdrive je tfeba ovéfit fiditelnost a pozorovatelnost daného systému. V souladu
s (2.49) a (2.56) muzeme psat

0 1 o] .,
A= , b=| |, ¢ =[2,0], d=0.
0 -2 1

Riditelnost (2.50)
0 1
0,(A,b)=[b,Ab]= { . 2} detQ (A,b)=1£0 =

Linearni dynamicky systém (2.56) je fiditelny.
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Pozorovatelnost (2.51)

.| 2 0 .
Q()b(A7c ): CTA = O 2 ) detQ()b(Aac )=4¢O =

Lineéarni dynamicky systém (2.56) je pozorovatelny.

a) Pienos
Na zaklad¢ vztahu (2.52) miZeme psat

_adj(sI-A) 1 s+2 1
det(sI —A) s(s+2)| 0 s|

Gls)=c"(sT - Ay 'b=—1 o) *** 102
V=en el IS P e

(sI - A)™

Pouzijeme-li vztah (2.54) nemusime invertovat matici, tj. mizeme psat

-1
det(s — A) = det| —s(s+2),
0 s+2

detsT—A+bey =detd]* L1 O20rlcded S T 251242
et(sl —A+bc' )=de 0s+2+1[,]—ezs+2—s(s+)+,

Y(s) det(sI —A+bc")—det(sI—A) 2

G(s)= TN .
(s) det(sI —A) s(s+2)

Vidime, ze jsme obdrzeli identické vysledky a Ze ziskany pienos ma minimalni
tvar.
b) Kmitoc¢tovy pienos
V souladu se vztahem (2.27) mtizeme piimo psat
2 2 : 4

G(ja)):G(S)L:ja) - jo(jo+2) =_w2 +4_Ja)(a)2 +4)‘

Kmitoc¢tova charakteristika je na obr. 2.14a.

¢) Impulsni funkce

Na zaklad¢ vztahu (2.38) dostaneme

-1 7l 2 1 a2
g)=L"{G(s)}=L {S(S+2)}_1 e,

Impulsni charakteristika je na obr. 2.14b.

d) Prechodova funkce
Na zaklad¢ vztahu (2.41) dostaneme

h(r)=L" {@} - {#} (o).
s 2

s2(s+2)
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Prechodova charakteristika je na obr. 2.14c.

Ovétime jest¢ souvislost mezi impulsni a prechodovou funkci na zakladé vztaht
(2.47) a(2.48), tj.

_dh@) _dl L) 2y
g =— dt{wz(e 1)} 1-e™,

W)= [g(@)dr=](l—e>)dr =1+t
0 0

Vidime, zZe vztahy (2.47) a (2.48) skute¢né plati.

Im 4 g h(op
1t pepee e - .
| @ —> 0 i | i -
1 0 RZ of t: 0 ) :
{11
 —>

Obr. 2.14 Charakteristiky: a) kmitoctova, b) impulsni, ¢) prechodova — ptiklad 2.4

Priklad 2.5
Ptenos konvenéniho regulatoru PI je dan vztahem
U(s) 1
G.(s)= =K,+K,—, 2.57
(s) B et R (2.57)

kde U(s) je obraz akéni veliCiny, E(s) — obraz regulacni odchylky. Kp — véha
proporcionalni slozky, K; — vaha integracni slozky. Pienos regulatoru PI je tieba
vyjadiit ve tvaru stavového modelu.

ReSeni:

Ptenos regulatoru PI vyjadiime v Casové oblasti ve tvaru integrodiferencialni
rovnice

u(t) = K,,e(t)+K,_t[e(r)dr .

Zvolime-li jako stavovou proménnou

t

x(t)=[e(r)dr,

0
pak lze psat

x(1) = e(),

(2.58)
u(t) = K, x(t) + K pe(t).
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Obdrzeli jsme jednoduchy stavovy model regulatoru PI, viz obr. 2.15.

e X u
» > K,

A\ 4

Ky

Obr. 2.15 Stavovy model regulatoru PI — ptiklad 2.5
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3 STAVOVE MODELY LINEARNICH
DYNAMICKYCH SYSTEMU

3.1 Asymptoticka stabilita

vvvvvv

tieba chapat jako schopnost dynamickych systéma ustalit vSechny veliCiny na
kone¢nych hodnotach, pokud se vSechny vstupni veli¢iny ustali na konecnych
hodnotéch.

Uvazujme linearni dynamicky systém popsany stavovym modelem [viz (2.49)]

() = Ax(t) + bu(t), x(0)=x,, (3.1a)

y(t) = " x(t) + du(t). (3.1b)

Protoze vystupni rovnice (3.1b) je algebraickd (statickd), o stabilit¢ rozhoduje
stavova (dynamickd) rovnice (3.1a).

Nutnou a postacujici podminkou asymptotické stability linedrniho dynamického

syst¢tmu (3.1) je, aby koteny s, s2,..., s, jeho charakteristického mnohoclenu [viz
(2.55)]
N(s)=det(sl —A)=s"+a, s"" +...+a;s+a,=
(3.2)
=(s—s5)(s—5,)...(s—s,)
mély zapornou redlnou ¢ast, tj.
Res; <0 proi=1,2,...,n. (3.3)

Je ztejmé, ze kotfeny si, $2,..., 5, jsou soucasn€ poly daného systému (3.1) [viz
(2.55)] a také vlastni (charakteristickd) ¢isla (hodnoty) matice A.

U asymptoticky stabilniho linedrniho dynamického systému musi existovat
statickd charakteristika.

Pro ovéfeni asymptotické stability linedrniho dynamického systému se stavovym
modelem (3.1) lze pouzit libovolné kritérium vychazejici z charakteristického
mnohoclenu (3.2).

Priklad 3.1
Je tfeba ovétit asymptotickou stabilitu linearniho dynamického systému (2.56)
z ptikladu 2.4.
ReSeni:
V ptikladu 2.4 byl jiz ur€en charakteristicky mnohoclen
N(s)=s(s+2) = 5, =0, 5,=-2.

Protoze jeden pol je nulovy, je zfejmé, ze dany linearni dynamicky systém neni
asymptoticky stabilni. Z hlediska linearni teorie je dany systém na mezi stability a
z hlediska stability ve smyslu Ljapunova je stabilni.
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Piiklad 3.2

Na obr. 3.1 je zjednodusené schéma stejnosmérného motoru s cizim konstantnim
buzenim, kde znaci: J,, — celkovy moment setrvacnosti redukovany na hiidel motoru
[kg m?], i) — proud kotvy [A], ua(f) — napéti kotvy [V], R, — celkovy odpor
(rezistance) obvodu kotvy [Q], L, — celkova indukénost obvodu kotvy [H], b, —
koeficient viskozniho tieni [N m s rad™], m(t) — moment motoru [N m], m(t) — zaté¢Zny
moment [N m], a(¢) — thel natoceni hiidele motoru [rad], w(?) — Gthlova rychlost hiidele
motoru [rad s'l], cm — konstanta motoru [N m A'l], c. — konstanta motoru [V s rad'l],
u(t) — indukované napéti [ V], @ — konstantni magneticky tok buzeni [Wb].

Je tieba sestavit stavovy model stejnosmérného motoru za piedpokladu, ze
vystupem je thel natoceni a(f) a thlova rychlost w(z). U stavového modelu s vystupem
(1) je tfeba ovétit asymptotickou stabilitu.

; C.»C,
la(t) R La

a

@ =konst

_>
u, (ti

Obr. 3.1 Zjednodusené schéma stejnosmérného motoru s konstantnim cizim buzenim —
priklad 3.2

ReSeni:

V souladu s obr. 3.1 miizeme psat:

da(t)
4 o(1),
J, % +b,0(t) =m(t)—m,/(t),
m(t)=c,i,(t), (3.4)
1, %D L R i (1) = u,0)-u,0),
dt
u, (1) =c,o(1).

Stavovy model stejnosmérného motoru s konstantnim cizim buzenim dostaneme
ze soustavy rovnic (3.4), tj.
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L0 _ o,

do(t) b, Cpion L

dt_JJWHLﬁ@ h%m, (3.5)
dia(t)__c_e _&‘ L

Tﬁ“'%wm %%m+%%@-

Soustavu rovnic (3.5) zapiSeme maticové

da@] o 1 o
ddf) , [a(t)] | 0 ?
a(t c
=[0 -2 2 @) [+ O |u, (1)~ — |m,(2). 3.6
P T Q() 0 1, (1) hlmm) (3.6)
di, (1) ¢, R, WD) 0
—— | [0 —= -« a
L dr ] L, L

Stavovy model (3.6) [nebo (3.5)] plati pro vystup a(f). NeuvaZzovanim prvni
rovnice v (3.5) dostaneme stavovy model s vystupem w(?)

do] | bu fal o 1
de |_| Jn I |@U 1 5

dia(t) - _C_e _& |:ia(t):|+ L_ Ma(t) J(;n ml(t)' (37)
dt L, L, ¢

V ustaleném stavu pro vykony plati rovnost, tj.
uji,=mo = c,oi,=c,i,0® = C,=c,,.

Je tteba ovéfit asymptotickou stabilitu stejnosmérného motoru se stavovym
modelem (3.7), a proto 1ze psat (¢, = ¢,)

_bm Cm
Jm Jm
A= o _Ra ,
L, L
bm Cm
YT b R 2
N, (s)=det(sI —A) = m mo| | gpm gy a | _Tm
Ci R, J L) JL
L s+_ m a m—a
L, L,
b R >+Rb
=g | e S+M:>RCS1<O,RGS2<O. (3.9)
J, L, J, L,

Protoze charakteristicky mnohoclen je 2. stupné s kladnymi koeficienty, proto na
zékladé nutné a postacujici Stodolovy podminky dany linedrni dynamicky systém
reprezentujici stejnosmérny motor s konstantnim cizim buzenim, za piedpokladu, Ze
vystupem je uhlova rychlost hiidele w(7), je asymptoticky stabilni.
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Snadno se da ukazat, Zze pokud vystupem bude uthlové natoceni hiidele motoru
a(t), pak linearni dynamicky systém (3.6) bude mit charakteristicky mnohoclen

R e
N, (s)=s st + —b’” +—= s+—c’"+ b =sN,(s)=
J L J L

m a m—a

(3.9
=s5,=0,Res, <0,Res, <0.
V tomto piipadé stejnosmeérny motor s cizim konstantnim buzenim neni

asymptoticky stabilni. Podobné& jako v piikladé 3.1 z hlediska linearni teorie je na mezi
stability a z hlediska stability ve smyslu Ljapunova je stabilni.

3.2 Riditelnost a pozorovatelnost

Matematické modely ve tvaru prenosu, kmitoctového prenosu, impulsni funkce a
ptechodové funkce jednoznacné popisuji vlastnosti fiditelného a pozorovatelného
linearniho dynamického systému pouze pii nulovych pocateénich podminkach
(podrobnéji viz ptiloha C).

Pro stavovy model

x(t) = Ax(t) + bu(r),
T (3.10)
() =c" x(t) +du(t)

podminka fiditelnosti (2.50) detQ,,(A,b) =0 vyjadiuje velmi dileZitou vlastnost
daného linearniho dynamického systému spocivajici v tom, ze existuje takova vstupni
veli¢ina (fizeni) u(r), které pievede dany systém z libovolného pocateéniho stavu x(z)
do jiného libovolného koncového stavu x(z;) za konecnou dobu #, — 7). NejCastéji se
pfedpoklada, Ze koncovy stav je po€atek souradnic, tj. x(#;) = 0.

Naproti tomu podminka pozorovatelnosti (2.51) det@,,(A,c¢")#0 vyjadiuje to,
ze na zaklad¢ pribéht vstupni veliCiny (fizeni) u(f) a vystupni veli¢iny y(f) na
kone¢ném Casovém intervalu #; — ¢y Ize urcit pocatecni stav x(z).

Linearni dynamicky systém se stavovym modelem (3.10) mize byt

dekomponovan na ¢tyfi ¢asti (je to tzv. Kalmanova dekompozice systému) v souladu
s obr. 3.2:

fiditelna a pozorovatelna cast,
fiditelna a nepozorovatelna cast,
nefiditelna a pozorovatelna cCast,

nefiditelna a nepozorovatelna ¢ast.
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u(?) L L (1)
> Riditelna a . , ® .
pozorovatelna ¢ast y §
> Riditeln a

nepozorovatelna ¢ast

pozorovatelna ¢ast

Nefiditelna a
nepozorovatelna ¢ast

Linearni dynamicky systém

Neftiditelna a i

Obr. 3.2 Kalmanova dekompozice linedrniho dynamického systému

Pro technickou praxi je velmi dilezité, aby nefiditelnd a nepozorovatelna cast
byly asymptoticky stabilni. Pokud nefiditelna cast je asymptoticky stabilni, pak dany
linearni dynamicky systém je stabilizovatelny, a pokud nepozorovatelnd cast je
asymptoticky stabilni, pak dany linearni dynamicky systém je detekovatelny.

Priklad 3.3
U linearniho dynamického systému
%(1) = =x, (1) + u(r),
% (1) = =2x, (1) +u(?),
x3 (t) = Oa
y(t) = x, (1) + x5(2)

je tfeba provést Kalmanovu dekompozici.

(3.11)

Reseni:
V souladu s (3.11) mtizeme psat
-1 0 0 1
A= 0 -2 0|, b=|1| ¢" =[1,0,]], d=0.
0 0 0 0
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Riditelnost (2.50)
1 -1 1
Q. (A,b)=[b,Ab,A’b]=|1 -2 4| detQ (A,b)=0.
0 0 0

Linearni dynamicky systém (3.11) je nefiditelny.

Pozorovatelnost (2.51)

c’ 1
Q,Ac)H)=|c"A|=|-1 0 0| detQ,(A,c")=0.
cTA? 1

Lineéarni dynamicky systém (3.10) je nepozorovatelny.

Na zaklad¢ stavového modelu (3.11) mizeme sestavit blokové schéma na obr.
3.3, ze kter¢ho vyplyvé, Ze stavova promeénnd x,(f) je nepozorovatelnd a stavova
proménna x3(7) je netiditelna. Z obr. 3.3 je zfejmé, ze poly daného systému jsou s;=—1,
s2=-2 a s3=0, tzn. linedrni dynamicky systém je nefiditelny a nestabilizovatelny,
nepozorovatelny ale detekovatelny (nepozorovatelnd cast je asymptoticky stabilni,
naproti tomu nefiditelna ¢ast neni asymptoticky stabilni).

U(s) 1| Xi(s) _Y(s) U(s) 1] X9 _Y(s)
g s =®_> — s+1 g 'y
1 XZ(S) > 1 Xz(i);
; —> - s+2 -
— =
] X
2 le ;
1 X;(s)
s

Obr. 3.3 Kalmanova dekompozice — ptiklad 3.3

Ur¢ime prenos ze stavového modelu (3.11) na zakladé¢ vztahu (2.54):
det(sl — A)=s(s+1)(s+2),
det(sI — A+bc") =s(s+2),
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Y(s) det(sl —A+bc")—det(sl —A)
U(s) det(sl — A) -
_os(s+2) 1

Cs(s+D(s+2)  (s+1)

G(s)=

Je ziejmé, ze stavovy model (3.11) nem¢&l minimalni tvar, protoze v pienosu doslo
ke kompenzaci (zkraceni), a tedy k redukci fadu daného systému z 3 na 1.

Piiklad 3.4

Je tfeba ovéfit fiditelnost a pozorovatelnost linearniho dynamického systému
popsan¢ho stavovym modelem

X, (1) = —x, (1) +u(?),
X, (1) = —x, (1) +u(t), (3.12)
y(1) = x, (1) + x, (1)

ReSeni:

Ze stavového modelu (3.12) dostaneme

-1 0 1,
A= . b=| |, ¢"=[L1], d=0.
0 -1 1

Riditelnost (2.50)

Qw(A,b)=[b,Ab]=B _ﬂ detQ,, (A,b)=0.

Linearni dynamicky systém (3.12) je nefiditelny.

Pozorovatelnost (2.51)

CT

Qab(A’c )=|:CTA

HE detQ ,(A,¢")=0
=l et@,,(A,¢)=0.

Lineéarni dynamicky systém (3.12) je nepozorovatelny.

Na zéklad€é soustavy rovnic (3.12) lze sestavit blokové schéma linedrniho
dynamického systému, obr. 3.4.

U(s) 1| Xi(s)  _Y(s) U(s) 1| X Y9
— s g g s+1 |
1 X,(s) = o 1 X,
; - s+1

Obr. 3.4 Blokové schéma linearniho dynamického systému — ptiklad 3.4
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Z obr. 3.4 vyplyva, Ze ob¢ stavové proménné x;(f) a x,(f) jsou stejné, a proto ve
stavové roviné (xj, x;) nelze vstupem (fizenim) u(f) dosdhnout libovolného stavu
x(7) = [x1(£), x2(£)]". RovnéZ je ziejmé, Ze tyto stavové proménné nelze od sebe rozlisit, a
proto jsou také nepozorovatelné. Protoze poly jsou s;=s,=-1, dany linearni
dynamicky systém je asymptoticky stabilni, a proto 1 kdyZ je nefiditelny a
nepozorovatelny, je stabilizovatelny a detekovatelny, a tedy prakticky vyuzitelny.

Dany linearni dynamicky systém je 2. fadu, ale z vnéjSiho pohledu se jevi jako
systém 1. fadu s pfenosem

Y(s) 2
U(s) s+1

3.3 Zakladni kanonické tvary

Uvazujme linearni dynamicky systém, jehoz stavovy model ma obecny tvar

#(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t)=c" x(t)+du(t), (3.13a)
kde
a, a, ... q, b,
A|@ G | b:ﬂ s €' =€ CiareenCyy] (3.13b)
a, 4, ... a, b,

Vektory b a ¢’ maji dva indexy, protoze vektor b je prvni sloupec v obecné
vstupni matici B a vektor ¢’ je prvni fadek v obecné vystupni matici C u
mnohorozmeérovych linearnich dynamickych systémd.

V textu z divodu piehlednéjsiho zapisu zavislost na case ¢ nebude explicitné
vyjadfovana, rovnéz budeme hovoftit zjednodusen¢ o systému (pojmy model a systém
budeme povazovat za ekvivalentni) a dale budou pouzivany indexy: ¢ — transformace
(transformation), co — fiditelnost (controllability), ¢ — fizeni (control, controller), ob —
pozorovatelnost (observability), o — pozorovani (observe, observer), d — diagonalni
(diagonal).

Dale se predpoklada, ze linearni dynamicky systém (3.13) je fiditelny a
pozorovatelny, tj. plati (2.50) a (2.51) (mé& minimalni tvar)

detQ  (A,b)=0 a det Qob(A,cT) #0.
Zavedeme-li regularni ¢tvercovou transformacni matici 7, fadu n vztahem
x=Tx,, detT #0, (3.14)

pak stavovy model (3.13) muze byt transformovan ze stavového prostoru X do nového
stavového prostoru X, tj. obdrzime transformovany stavovy model
X, =Ax,+bu,
T (3.15)
y=¢, x,+du,

kde
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x, =T 'x,

A, :Tt_lATz’

Y (3.16)
=T'b,

¢/ =c'T

Konstanta pievodu d se pfi transformaci nezmeéni.

Ob¢ matice systému (dynamiky) A a A, jsou podobné, protoze maji stejné
charakteristické mnohocleny, a tedy i stejna vlastni ¢isla, tj. plati

N(s) =det(sI — A,) = det(sI -T,'AT,) =
= det[T,”(sT - AT, ] =

(3.17)
=detT," det(sI — A)detT, = det(sI — A) =
=s"+a, s"" +...+as+a,.
Proto se tato transformace nazyva podobnostni transformace.
Kanonicky tvar fizeni
Pro transformacni matici
T.=0.,(A,b)Q,(A.b,), (3.18a)
kde
I a4 a,. ]
a, a; ... 1 0
QA b)=| ... ... ... .. .|, (3.18b)
a, .. 0 0
10 ... 0 0]

na zaklad¢ vztaht (3.15), (3.16) a (3.17) se dostane (index ¢ je tieba zastoupit indexem
¢) kanonicky (normalni) tvar Fizeni [controller (normal) canonical form]

x,=Ax +b.u, (3.19)

.19a

y=cl x, +du,

kde



40

0 0 .. O 0
0 0 . 0 0
A =T 'AT. = ,
0 0 0 0 1
___—a0 —-a, —a, ... —a,, —a,,| (3.19b)
0
0
b,=T'b=|:|, ¢/ =c'T. =[b,.b,,...,b, ,].
0
_1_

Ctvercova matice (3.18b) je inverzni k matici fiditelnosti kanonického tvaru fizeni
(3.19)

Q.(A.b)=[b.,Ab,,...,A""b], (3.20)
pro kterou plati
det@,, (A,.b,)|=|det Q. (A,.b,)|=1. (3.21)

Lze to snadno dokazat. Nasobme ob¢ strany rovnice (3.18a) zprava matici
Oco(Ac, bo), 1.

T0.,(A.b)=0.(ADb).
Nyni vyuzijeme vztahy (3.19b) a dostaneme
T.[b.,Ab,,...A" b =TT 'b,T 'ATT b,... T 'A"'T.T 'b]=
=[b,Ab,...,A"'b]=0Q. (A,b).

Vzhledem k ptredpokladu fiditelnosti a pozorovatelnosti systému (3.13), a tedy i
(3.19) Ize urcit prenos

G(s) :_Y(s) =c"(sI-A)'b+d=c (s -A)"'b +d =
U(s)
b, s""+...+bs+b,

n

(3.22)

~ n n—-1 +d’
S +an_1s +...+a1s+a0

ze kterého je ziejmé, e vektor ¢! je dan koeficienty &itatele v prenosu (3.22) [viz

(3.19b)]. Koeficienty jmenovatele zlomku v pfenosu (3.22) jsou koeficienty
charakteristického mnohoclenu linearniho dynamického systému (3.13) i (3.19) [viz

3.17)1, 4.
N(s) =det(sl —A)=det(sl —A )=s"+a, ,s"" +...+as+a,. (3.23)
Velmi dulezité je, ze vzhledem ke specifické struktuie matice (3.18b), lze ji
sestavit pouze na zaklad¢ znalosti koeficienti charakteristického mnohoclenu

puvodniho systému (3.13) [viz (3.23)], tj. bez piedchozi znalosti transformovaného
kanonického tvaru fizeni (3.19).
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Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru fizeni je na
obr. 3.5.

Obr. 3.5 Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru fizeni

Kanonicky tvar pozorovani

Pro transformac¢ni matici

T,'=0,,(4,.¢;)0,,(4.c"), (3.24a)
kde
i a4, a, |
a a; ... 1 0
O.,(A,cH=|.. ... ... ... ..|=0.)(A.b), (3.24b)
a, 1 ... 0 0
110 ... 0 0]

na zakladé¢ vztaha (3.15) a (3.16) se dostane (index ¢ je tfeba zastoupit indexem o)
kanonicky (normalni) tvar pozorovani [observer (normal) canonical form]
xo = ono + bou’

3.25a
y=c'x +du, ( )

o o

kde
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0 0 0 —aq,
0 0 -—q
o 0 0 -a,
Ao =T0 A]w() = )
0 0 0 —a,,
0 0 ... 1 —a,
s - (3.25b)
bO
bl
-1 b2 T T
b,=T,'b=| ? | ¢ =c'T,=[0,0,...,0,1]
n-2
L% n-1_]

Rovnéz v tomto ptipadé ¢tvercova matice (3.24b) ma stejny tvar a strukturu jako
matice (3.18b), a proto plati

‘det Q(:bl (Ao 4 cz ) = ‘det Qob (Ao s CZ )

Ze vzéjemného srovnani vztaht (3.19) a (3.25) vyplyva, ze mezi kanonickymi
tvary fizeni a pozorovani plati dualita

~1. (3.26)

X (1) =A.x (1) +bu(t), x,(t)=A,x,(1)+b,u(), } (27
(1) =¢; x.(1) + du(t), Y(t) = ¢, x,(t) +du(r),
kanonicky tvar fizeni kanonicky tvar pozorovani

kde
A=A = A =A],
b,=c. = b.=c,, (3.28)
¢’ =p" = ¢ =b.

Konstanta prevodu d zlstava ve vSech tvarech stavovych modelt stejna.

Ob¢ matice A, a A,=A! ve stavovych modelech (3.27) maji Frobeniiv
kanonicky tvar, ktery se vyznacuje tim, ze v prvnim nebo poslednim tadku, piip.
vprvnim nebo poslednim sloupci vystupuji  zadporné koeficienty jejich
charakteristickych mnohoc¢lenti N(s) pro a,= 1. Charakteristické mnohocleny jsou
stejné a jsou dany vztahem

N(s)=det(s] —A)=det(s] —A,)=det(s] —A,)) = (3.29)
=s"+a, ;5" .. ras+a,=(s—s)(s—5,)(s—5,),
kde s;jsou charakteristicka (vlastni) €isla (hodnoty), stejna pro matice A, A, a
A=A
Blokoveé schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru pozorovani
je na obr. 3.6.
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Obr. 3.6 Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru
pozorovani

Z vyse uvedeného je zfejmé, ze kanonicky tvar fizeni (3.19) a pozorovani (3.25)
muzeme ziskat pro fiditelny a pozorovatelny linearni dynamicky systém z jeho pienosu
(3.22) nebo pomoci transformace (3.18) a (3.24). S vyhodou lze pouzit duality mezi
témito dvéma kanonickymi tvary (3.27) a (3.28).

Diagonalni kanonicky tvar

Uvazujme fiditelny a pozorovatelny linearni dynamicky systém s pfenosem [viz
(2.59)]
Y(s)  b,s""+...+bs+b,

n

G(s) =

- +d. (3.30)
U(s) s"+a,s" +...+aqs5+aq,

Za predpokladu, ze poly jsou vzajemné rizné, 1ze psat

Y(s) s+ b, s" " +...+bs+b,

G(s)= i =
UGs)  (s—5)(5—5,)-(s—s,) 5an
—d+— 42 oy G
s—8 S-S5, s—S,
a stavovy model bude
Xy = 8%, U,
Xy =8,X,, +1U,
: (3.32a)
xdn = Sn‘xdn + u,
Y=0CX, +CyXyy +0oo+c, X, +du,
resp.
x,=A,x,+bu, (3.32b)

y=chx, +du,

kde
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s; 0 ... 0 1
0 s, ... 0 |

A, = s by =] eq =len6en0, ] (3.32¢)
0 0 ... s 1

n

Stavovy model linearniho dynamického systému (3.32) s matici Ay, na jejiz
diagonale jsou jeho poly, se nazyva diagonalni (modalni) kanonicky tvar.

Blokové schéma linearniho dynamického systému v diagondlnim kanonickém
tvaru je na obr. 3.7.

d
u Xa1 Y
‘. flal
A
S
X
9 .[ ‘di ¢, —
'y
S

Obr. 3.7 Blokové schéma linearniho dynamického systému v diagonalnim kanonickém
tvaru

Stavové modely v diagondlnim kanonickém tvaru umoZziuji piimo oveéfit
fiditelnost a pozorovatelnost, viz ptiklady 3.3 a 3.4.

Uvazujme nyni, ze ptenos (3.30) ma nékteré poly nasobné. Pro jednoduchost
uvazujme, Ze nasobnost polu s je 3 a ze zbyvajici poly jsou vzajemné riizné, tj.

n-1
G(s):%s):d_i_ b,;,ls +...+bs+b, _
) (s=5)"(5=5,)(s=55)...(s —5,) (3.33)
= ¢ - C, " Cy n Cy R c, ,
(s=s) (s—5) s-5 s5-35, s—s,

pak stavovy model bude mit tvar
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Xg1 = 81X + Xg25
Xgo = 81 Xq0 + Xy3,
Xg3 = 8 X5 + U,

X4 = S4X44 +U, (3.34a)

Xy = S, Xg, T U,

Y =Xy +CyXyy +0r+Cy Xy, +du,

resp.
x,=A,x,+b,u,
o (3.34b)
y=c,x,+du,
kde
o
0
J, 0 1
14c1=|:0l J2:|’ bd: 1 H CZ;:[C],CZ,...,C,,]. (3340)
_1_
Ctvercové matice J; a J» jsou dany vztahy
s, 0 ... 0
s; 10
0 s ... O
J1: 0 A% 1 ,.12: (334d)
0 0 s
0 0 ... s

n

Stavovy model linearniho dynamického systému ve tvaru (3.34) je tzv. Jordaniiv
kanonicky tvar a ctvercové matice (3.34d) se nazyvaji Jordanovy bloky.

Blokové schéma linearniho dynamického systému v Jordanové kanonickém tvaru
je na obr. 3.8.

Piipad s nasobnymi realnymi pdly lze snadno pievést na pifipad snavzajem
riznymi poly, napft. pfictenim malych kladnych Cisel, protoze tim se vysledné vlastnosti
daného dynamického systému zméni jen nepatrné. Napi. v pfenosu (3.33) pouzijeme
S1=S81,8 =8 —¢as3=s t¢ kde ¢ je velmi malé kladné Cislo.

Pro transformaci obecného stavového modelu (3.13) na diagonalni nebo Jordaniv

kanonicky tvar je mozné pouzit rovné¢Z podobnostni transformaci, ale urceni
transformacni matice je jiz velmi slozité a presahuje ramec téchto skript.
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> d
» C3
> 02
u a3 Xa2 Xai Y
g T ] T Tl
A
s, (e s, & s
J- Xa4 R
q » C »
4 A
5, [

Obr. 3.8 Blokové schéma linearniho dynamického systému v Jordanove kanonickém
tvaru (3.34)
Piiklad 3.5
Linearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem
X, =—x+2x,,
X, ==X, +u, (3.35)
y=2x+x,.

Stavovy model (3.35) je tieba transformovat do vyse uvedenych tii kanonickych
tvarg.

ReSeni:

Pro stavovy model (3.35) plati

-1 2 o] ,
A= ,b=| |, ¢" =[2]], d=0.
0 -1 1

Zkontrolujeme fiditelnost a pozorovatelnost pomoci vztahti (2.50) a (2.51).
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0. (A,b)=[b,Ab]= ﬁ _21} detQ (A,b)=-2#0.

Linearni dynamicky systém (3.35) je fiditelny.

T
(4

Iy 3 2 1 I _
0,(Ac )—LTA}—Lz 3}, detQ,,(A,c")=8=0.

Lineéarni dynamicky systém (3.35) je pozorovatelny.

Protoze dany linearni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny, miize byt
urcen pienos. Napi. na zéklad€ vztahu (2.54) 1ze psat

s+1 =2

N(s)=det(sI —A) = =(s+1)’ =5 +2s+1=>s5, =5, =—1<0.
0 s+l

Linearni dynamicky systém (3.35) je asymptoticky stabilni s dvojnasobnym
s+1 =2

realnym polem s; = s, =—1.
s+1 =2 00
+
0 s+1 2 1 2 s+2

=(s+1)(s+2)+4=5"+35+6,

det(sI —A+bc") =

G(s) = Y(s) det(sI —A+bc")—det(s] —A)
U(s) det(sl — A) (3.36)
_ s+5  bs+b,
s +2s+1 s*+as+a,

Kanonicky tvar fizeni

Na zaklad¢ prenosu (3.36) miiZzeme piimo psat [viz (3.19)]

0 1 0 1 o] ,
Ac = = b bc = H cc :[b()’bl] :[591]9
-a, —aq -1 -2 1

xcl = ch b

tj.
X, ==X, —2x.,+u,

y=5x,+x,.

Nyni pouzijeme transformacni matici (3.18):

aea po|@ T2
Q0 (A-b)= 1 1711 of

4 0 272 17 [2 0
Tc=Qw(Aab)Qm(Ac,bc)=l 11 olFly 1t
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Ly
_1_adjTC _l 1 0 5
¢ detT, 2[-1 2 Ly
2
1
L 5 Of-1 272 0] [o 1
A, =T 'AT. = = :
LS ROREES B B U B S )
2
Loy
5 0] o 2 0
b =T 'b=| 2 = |, " ="T, =[2,1] =[5,1].
B BUIE 11
2

Vidime, Ze jsme obdrzeli stejné vysledky. Blokové schéma linearniho
dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru fizeni je na obr. 3.9.

y

xc 2

Obr. 3.9 Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
fizeni — ptiklad 3.5
Kanonicky tvar pozorovani

Na zaklad¢ prenosu (3.36) mizeme ptimo psat [viz (3.25)]
0 - 0 -1 b, 5
Ao = ao = > bo = ° = > C: = [0’1]’
1 —a 1 -2 b, 1

X, =—X,, +5u,

t.

xo2 = xol - 2x02 + u,

y = x02'

Nyni pouzijeme transformacni matici (3.24):

oA e 1] |21
0,( oaco)—l ol=l1 of
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o oo a2 12 12
0 _Qob( o’co)Qob( ,C )_ 1 ol=2 3 - 7 15

1 5
TzadjTo‘z_l[l —5} 88
° detT” 8-2 2 117
L4 4
T 1 5
A —TAT :[2 5}{—1 217 3 :[0 —1}
O A O O | I S O N O R
L4

1 5
2 5[0 5 )
b"ZTolb{z JLHJ’ c;='T, =21 * % |=od

4 4

Podobné¢ jako v predchozim ptipad¢ jsme obdrzeli stejny vysledek. Je rovnéz
ziejmé, ze mezi kanonickym tvarem fizeni a pozorovani plati dualita (3.28).

Blokové schéma linedrniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
pozorovani je na obr. 3.10.

W

% .[ N8 Xoo =Y

Obr. 3.10 Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
pozorovani — ptiklad 3.5

Jordaniv kanonicky tvar
Ptenos (3.36) zapiSeme ve tvaru (3.33), tj.
G(S):Y(s): s+52: 4 - 1 __ < - c, .
U(s) (s+1)° (s+D° s+1 (s+1)° s+1

Na zaklad¢ vztaht (3.34) miizeme piimo psat
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Xa1 = —Xq1 T X425
Xyy ==X, +U,

y=4x, +x,,.

A =1="" e, =0 ¢ =
d — _0 _1’ d_lacd_[a]-

Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v Jordanovée kanonickém
tvaru je na obr. 3.11.

e b sl N

Obr. 3.11 Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v Jordanoveé
kanonickém tvaru — piiklad 3.5

tj.

3.4 ReSeni linearnich stavovych rovnic

Uvazujme linearni dynamicky systém se stavovym modelem [viz (2.49)]

x(t) = Ax(t) + bu(t), x(0)=x,, (3.37a)
y(t) =" x(t) +du(r). (3.37b)

Pouzitim Laplaceovy transformace pii uvaZzovani pocatec¢niho stavu x(0) = x, se
dostane

sX(s)—x,=AX(s)+bU(s),
Y(s)=c"X(s)+dU(s).
Z prvni rovnice dostaneme
X (s)=(sI —A) " x, +(sI —A)"'bU(s)

a po dosazeni do druh¢ rovnice a Upravé obdrzime obraz feseni

Y(s)=c"(sI —A) ' x, +[¢" (sT — A) ' b+dU(s) (3.38)
volndodezva= vynucenaodezva=
odgzvana podminky odezvana vstup
poc

Nyni najdeme feseni rovnic (3.37) v ¢asové oblasti metodou variace konstant.

Predpokladejme, Ze feSeni stavové rovnice (3.37a) ma tvar
x(t)=ec(t), (3.39)
kde
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t r
e =T+—A+— A +—A’+---, (3.40)
1! 2! 3!
je to tzv. fundamentalni matice a c(¢) zatim nezndma vektorova funkce.

Nejdiive si ukazeme nékteré dilezité vlastnosti fundamentalni matice (3.40):

e =T, (3.41a)
2 3
TR [ SRLI/ WAL S B
dr dt 1! 2! 3!
2t 3¢

=A+

2!

2 3
A2+—A3+---=A(I NS +---]=
3! 1! 2! 3!

t o, P,
= I+-A+—A"+—A"+---|A=
1! 2! 3!

=AeM =V A. (3.41b)
At ! ST
Jetdi=[lT+-A+—A°+—A’+...|dt =
1! 2! 3!
2 3 4
) SRS A L LA

+ A”+
2-1 3-2! 4.3

-1 t t2 2 t3 3
=A | I+-A+—-A"+—-A+---—-1|=
I! 2! 3!

r, 1 r
=(I+—A+—A2 +—A° +~~—1}r1 =
2 3!

— A -1)=(eM-1)a. (3.410)
Po dosazeni predpokladaného feseni (3.39) do stavové rovnice (3.37a) se dostane
Ae™ c(t)+e™ ¢(t)= Ae™ e(t) +bu(t) =
é(r)=e"" bu(r), c(0)=x,, (3.42)

c(t)= je‘A’ bu(r)dr +x,.
0
Nyni dosadime (3.42) do (3.39) a dostaneme
x(t) =e* x, +e* { [e " u(r)d r}b (3.43)

0

a po dosazeni do vystupni rovnice (3.37b) se obdrzi

y(t)=c" e x, +c" e ﬁ e u(r)d r}b +du(r), (3.44)

0
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kde prvni &ast feseni ¢’ e’ x, je volna odezva = odezva na pocite¢ni podminky a

t
druhé ¢ast feseni ¢’ e [I e u(r)d z}b + du(t) je vynucena odezva = odezva na vstup.
0

Ze srovnani vztahti (3.44) a (3.38) vyplyva, ze vyraz
(s -A)"
je Laplacetv obraz fundamentalni matice (3.40), tj.
L" |=(sI-4)" < eV =L'{s1-A)"}. (3.45)

Predpokladejme nyni, ze vstupem linearniho dynamického systému je veli€ina se
stupnovitym, prib¢hem (obr. 3.12)

u(t)=u(kT) pro kT<t<(k+DT, k=12,..., (3.46)

kde kT je diskrétni ¢as, T — vzorkovaci perioda.

u(t) 4
u(kT)

u(kT)

| T | T T T >
T T o7 3T \v#o :
kT

Obr. 3.12 Pribéhy vstupnich veli¢in u(7) a u(kT)

Na zaklad¢ vztahu (3.43) mGzeme pro r =kT at= (k+ 1)T psat
0

kT
x(kT)=e*" x, + eAkT{ e u(r)dr}b ,

(k+D)T

)
x[(k+D)T]=e** D" x, + e’““”{ Ie"“ u(r)d r}b -
0

T (k+)T
= {eA"T X, + eAkT[ [e™ u(z)d r}b} + eA(k”)T{ [e* u(r)d T}b =
kT

0

x(kT)



53

(k+1) T

=7 x(kT)J{ [t Tdr}bu(kT) (3.47)

Integral v poslednim vztahu Ize zjednodusit. Zvolime novou proménnou
v=(k+1)T -7 = dv=—dr,
t=kT = v=T, t=(k+1)T = v=0

a pak mizeme psat

(k+D)T 0 T
[ Ml = fetdy = [etdy.
kT T 0

Nyni stavovou rovnici miiZzeme zapsat ve tvaru

T
x[(k+1)T]=e*" x(kT)+ ( [etd vjbu(kT) . (3.48)
0
Na zaklad¢ vztahti (3.40) a (3.41) se dostane
AT =1+%AT+%(AT)2+~--=§%(AT)", (3.492)
. ! i=0l:

T
feAVdv=T[I+%AT+%(AT)2+--} Tz (3.49b)

0 =l ()(l 1)'

Nyni jiz miizeme stavovou rovnici diskretizovaného linearniho systému (3.37)
zapsat ve tvaru

x{(k + DT = Ay x(kT) + bu(kT), (3.50a)
kde
Ay =l = il(AT) (3.50b)
:01

=(}6Avdvjb=T[Z(;(—(A )} (3.50¢)
0 i

Pii vypoctu matice Ap a vektoru bp je vhodné pouzit numerickou metodu.
Nejdiive se urci matice

1 l_
DZTE)M(AT) , (3.51a)
a pak se vypoctou
A,=I1+AD, (3.51b)
b, =Db. (3.51¢)

Pti diskretizaci vystupni rovnice se neméni, a proto diskretizovany (diskrétni)
linearni dynamicky systém ziskany ze spojitého linearniho dynamického systému (3.37)
ma tvar

x[(k +)T]= A, x(kT) + bu(kT), x(0)= x, (3.52a)



54

y(kT)=c" x(kT) + du(kT), (3.52b)

kde matice systému (dynamiky) Ap a vektor vstupu bp jsou dany vztahy (3.50b) a
(3.50¢) nebo (3.51).

Diskrétni stavovy model (3.52) mize byt pouzit pro numericky vypocet odezvy.

Priklad 3.6
Spojity linearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem
X, (1) = =x, (1) + 2x, (1), x(0)=x, =1,
X, (1) =—2x,(1) +u, X(0)=x,,=2, (3.53)
y(1) = x,(1).

Je tfeba urcit obecné vztahy pro vypocet odezvy na libovolny vstup a dale je tiecba
urc¢it odezvu na jednotkovy skok.
ReSeni:

Pro linearni dynamicky systém (3.53) lze psat

-1 2 o] ,
A= ,b=| | ¢" =[1,0], d=0.
0 -2 1

Zkontrolujeme fiditelnost a pozorovatelnost [viz vztahy (2.50) a (2.51)]

0.,(A,b)=[b,Ab]= {(1) 22} detQ,. (A,b)=-2+#0 =

linearni dynamicky systém je fiditelny.

CT

10 .
cTA = 1 2 B dethb(Aac )=2 =

Qob (A9 cT ) = |:

linearni dynamicky systém je pozorovatelny.

Protoze dany linedrni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny, stavovy
model (3.53) ma minimalni tvar.
ReSeni v oblasti komplexni proménné, tj. pomoci Lapaceovy transformace

Ur¢ime obraz fundamentalni matice [viz (3.45)]

L%m}:@I—A)I:{y+l _2}_3@9’—A)_

0 s+2| det(sI—A)
1 2 (3.54)
b sH2 2 gl (s+D)(s+2)
(s+D(s+2)] 0 s+1 0 1 '
s+2

V souladu se vztahem (3.38) obraz odezvy je dan
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Y(s)=c" (sT - A)'[x, +bU(s)] =

1 2
o] st GG +2) {H{O}U@} .
. 1 217
s+2

oo | 1 2 1, [o],
= T einee 211 Y9
-1 -l 1 2 1 0
wo-vroet o2 o). e

Pro u(t)=n(t)=U(s)= 1 se dostane
s

2
W)= SO H2 Ly s g (3.56)
s(s+D(s+2)

Pribéh odezvy na jednotkovy skok je na obr. 3.13.

WD) g

1.8
xo=1F

0.6+

0.2}

Obr. 3.13 Odezva linearniho dynamického systému (3.53) na jednotkovy skok — ptiklad
3.6

ReSeni v ¢asové oblasti

V souladu se vztahem (3.44) mtizeme psat
t
y(t)=c" e/"{x0 + De“ u(r)dr}b} . (3.57)
0

Ze vztahu (3.54) ur¢ime fundamentalni matici
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1 2
-t -t -2t
e 2e'-2e
oAl ! s+l (s+D(s+2) |{_ ' (3.58)
1 O 6721‘
0
s+2

Fundamentalni matici (3.58) dosadime do (3.57) a po Gpraveé dostaneme

0 =[e, 26,_262t]{j+ﬁﬁ zer;rzezr}umm}b}_ (3.59)

Vidime, ze obecny vztah pro vypocet odezvy na libovolny vstup je v Casové
oblasti pomérné slozity.

Uvazujme nyni vstupni jednotkovy skok u(¢#)=n(t)=1 pro t=0.

Nejdiive vypocteme vyraz s integralem

[ .t 2
t A t| e? 267_2621 e—-1 2e—-e"-1
[e drzj{o o }dr: 0 leZI 1,
0 0 2 2 |
‘ e'—1 2¢e'—e¥—1[g] [2¢'—e¥—1]
[edeip=] o 1. 1 El Ll ) (3.60)
0 2 2 - 2 2

Po dosazeni do (3.59) a Gipravé se dostane

17 [2e'—e” -1
y(t)=[e", 2e"=2e K| _|+| 1 5 1 [t=1+3e"-3e7.
2 ¢ —=
2 2
Obdrzeli jsme stejny vysledek jako v ptfedchozim piipadé.
Diskretizace spojitého linearniho dynamického systému

Pro diskretizaci pouzijeme nejdiive analytické vztahy (3.50b) a (3.50c) a pozdéji
numerické vztahy (3.51) pro i =0, 1, 2, 3. Vzorkovaci periodu volime napt. 7= 0,1.

Na zaklad¢ vztahti (3.50b) a (3.58) mizeme psat (uvazujeme 5 desetinnych mist).

A AT e’ 2e7-2e7 | ]090484 0,17221
? 0 e 2 0 081873

Podobné na zaklade¢ vztahti (3.50c) a (3.58) dostaneme
T T| o7 2¢7-2 e—Zr 0 1-2 efT+ 672T
by =|[e*dv|p=1]|° de =] 1T 1 o |=
S ¥ HE (i

2 2
_[0,00906
10,09063 [

Nyni pouzijeme vztahy (3.51) proi =0, 1, 2, 3:
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1 1 » 1 3 1 | 13,7034 1,3044
D=T|I1+—-AT+—(AT)" +—(AT)" |=— ,
2! 3! 4! 144 0 13,0512
0,90484  0,17221
A,=1+AD= ,
0 0,81873
0,00906
b,=Db= :
0,09063

Vidime, Ze po zaokrouhleni jsme v obou piipadech dostali stejny vysledek.
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4 STAVOVE RIZENI

V kapitole je stru¢né popsan navrh stavového regulatoru a pozorovatele pro
jednorozmérovy linearni dynamicky systém.

4.1 Stavovy regulator

Rozvoj stavového fizeni je spjat s rozvojem letectvi a kosmonautiky. Umoznuje
fidit 1 nestabilni systémy, u kterych bézna regulace s regulatory 1DOF nebo 2DOF ani
v rozvétvenych strukturach nedava uspokojivé vysledky.

Uvazujme jednorozmérovy fizeny linedrni dynamicky systém (v metodach
stavového prostoru se vétSinou pouziva pojem ,,fizeny systém* misto pojmu regulovana
soustava)

X(t) = Ax(t) + bu(t), x(0)=x,, (4.1a)

y(0)=c"x(1), (4.1b)

ktery je fiditelny, pozorovatelny [viz (2.50) a (2.51)] a siln€ fyzikaln€ realizovatelny (d
= 0). Jeho charakteristicky mnohoclen ma tvar

N(s)=det(sI —A)=s"+a, s" " +...+a;s+a, =

(4.2)
=(s=5)(s=5,)...(s=5,),
kde si, 2,..., S, jsou poly daného systému.
Ukolem stavového regulatoru reprezentovaného vektorem (obr. 4.1)
k=[k.ky,....k,]", (4.3)
je zajistit u uzavieného systému fizeni charakteristicky mnohoclen
N, (s)=det(sI -A)=s"+a" s"" +...+a's+a) = 4.4)

= (s =8 )s—0)rn(s =52
se zadanymi poly s,",s),...,s, (viz Pfiloha E).

Zpétnovazebni fizeni, které pomoci stavového regulatoru (4.3) =zajisti
charakteristicky mnohoc¢len uzavien¢ho systému fizeni (4.4) s pozadovanymi poly

8,85 5...,8, se Casto nazyva modalni Fizeni. Jednotlivé poly s;" urcuji tzv. moédy, tj.

charakteristické (vlastni, voln¢) pohyby uzavieného systému fizeni.

Uzavieny systém fizeni se zpétnovazebnim stavovym regulatorem mize byt
v souladu s obr. 4.1 popsan stavovym modelem

() = A, x(t) + bw'(t), x(0)=x,, (4.52)

y(1)=c"x(1), (4.5b)
kde matice uzavieného systému fizeni je dana vztahem (viz obr. 4.1b)

A, =A-bk". (4.6)
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Vektor k zpétnovazebniho stavového regulatoru mizeme ziskat porovnanim
koeficientll charakteristického mnohoclenu systému fizeni N, (s)=det[s] —(A—bk")]
s odpovidajicimi koeficienty pozadovaného charakteristického mnohoclenu systému
fizeni N, (s)=det(sI —A,) u stejnych mocnin komplexni proménné s. Ziska se tak n
linearnich rovnic pro n neznamych slozek k; vektoru k. Pti velkém n je tento postup
naroc¢ny.

a)
. X
YO uo 0 Lo y0)
—@—] 1 R [Odr || o
Rizeny
A 1 tém
______________________________ 1 | Stavovy
k' — regulator
b)
' y()
m’ b = ey [ —>
A,
c) X
0
W(r) x(0) lx(r) ¥()
LN J@)drlp @] 7

Obr. 4.1 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem bez vstupni korekce:
a) puvodni, b) upravené, c) vysledné

Zavislost mezi vystupem y(7) a vstupem w’(¢) v ustaleném stavu (f — o) mizeme
urcit na zaklad¢ vztahu (2.53), tj.

y= lir%[cT(sI —A)"'plw =
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y=—c"A, bW . (4.7)
Aby v ustdleném stavu platilo
y=w (4.8)
musime do vstupu umistit korekci (obr. 4.2)
k,=— % 4.9)
cAb

Néavrh stavového reguldtoru je snadny pro stavovy model fizeného systému
v kanonickém tvaru fizeni (3.19).

Xo
w(t) w(7) x(t) lx(t) (1)
—> k> b [ A7 | (gl o7 —>
A, |[—

Obr. 4.2 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem

Uvazujme, ze matice A a A, jsou transformovany na kanonické tvary fizeni
v souladu se vztahy (3.18) a (3.19), pak rovnici (4.6) mizeme zapsat pro kanonické
tvary fizeni

A,.=A —-bk . (4.10a)
tj.
[0 1 0 0 |
0 0 1 0
0 0 0 1
_—_ag -a" —a, ... —a;”_l__ B (4.10b)
0 1 0o ... 0 0
0 0 | 0 0
= kg ok, )
0 0 0o .. 1 0
|—a —a —a, ... —a, | |1]

Vidime, ze plati rovnosti
- =—a,_ —k,; =
k.,=a" —a_, pro i=1,2,..n. (4.11)

Posledni vztah mizeme zapsat vektorove
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k.=a"-a, (4.12)
kde

a’=[a).,a’,....a’ T, (4.13a)

a=[a,,a,,...,a, I’ (4.13b)

jsou vektory koeficientli charakteristickych mnohoclenti N,,(s) a N(s) [viz (4.4) a (4.2)].

Obdrzeli jsme vektor zpétnovazebniho stavového regulatoru k. v kanonickém
tvaru fizeni, a proto ho musime transformovat pro pivodni fizeny systém (4.1).
Muizeme psat

K'x.=k"x
‘ 2K =T =
x. =T x

K'=@" -a)T", (4.14)

kde transformacni matice T je dana vztahy [viz (3.18)]

Tc = Qco(A9 b)Qc_(: (Acabc) 5 (4153)
Q.,(A,b)=[b,Ab,...,A"'b], (4.15b)
I a a4 a, ]
a a ... 1 0
QNAb)=| ... ... ... .. .| (4.15¢)
a, .. 0 O
1 0 .. 0 O]

Vztah (4.14) se nékdy nazyva Bassiiv-Guriv (Bass-Gura formula).

Pro piimy vypolet zpétnovazebniho vektoru k' se také &asto pouziva
Ackermanniv vztah (Ackermann’s formula) (viz ptiloha D)

k" =[0,0,...,0,1107 (A,b)N,, (A) =
=[0,0,...,0,10 (A,B)[A" +a” A" +...+a’A+a’I].

n—1

(4.16)

Postup:

1. Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému [vztahy (2.50)
a(2.51)].

2. Formulovat pozadavky na kvalitu fizeni a vyjadfit ji poZadovanym rozloZenim
polia systémil fizeni (viz Pfiloha E).

3. Urcit koeficienty charakteristickych mnohoclentt N(s) a Ny.(s) [vztahy (4.2)
a(4.4)].

4. Porovnat koeficienty charakteristického = mnohoclenu  systému  fizeni
N, (s)=det[s] —(A-bk")] s odpovidajicimi  koeficienty = pozadovaného
charakteristického mnohoclenu systému fizeni N, (s)=det(s] —A,) u stejnych

mocnin komplexni proménné sa feSit soustavu n linearnich rovnic pro n
neznamych slozek vektoru k. V ptipad¢ vysokého n pouzit transformacni matici
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(4.15) a vztah (4.14) nebo Ackermanntv vztah (4.16).
5. Na zaklad¢ vztahu (4.9) urcit vstupni korekci k,,.
6.  Simula¢né ovétit obdrzenou kvalitu fizeni.

Piiklad 4.1

Pro fizeny linearni dynamicky systém se stavovym modelem

X, =—x +x,— U,
X, =X, +Xx, +u, (4.17)
y=x
je tfeba navrhnout stavové fizeni, které zajisti u uzavieného systému fizeni poly

wo_ W
s =8, =—1.

ReSeni:

Pro tizeny linearni dynamicky systém (4.17) plati

~1 1 -1
A{ },b{ } ¢ =[1,0] d=0.
11 1

Nejdiive zkontrolujeme na zdkladé vztahti (2.50) a (2.51) fiditelnost a
pozorovatelnost.

0,.,(A,b)=[b,Ab] = [_11 ﬂ detQ. (A,b)=-2#0 =

Rizeny linearni dynamicky systém (4.17) je fiditelny.

CT

o detQ,,(A,c") =120 =
= , C o ’c =
c'A| |-1 1 ’

Qab(Aa CT) = |:

Rizeny linearni dynamicky systém (4.17) je pozorovatelny.

Protoze dany fizeny linearni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny,
muzeme urcit na zaklad€ napft. vztahu (2.54) jeho pienos

s+1 -1
-1 s-1

s+1 -1 [-1 0
+

-1 s-1 1 0

Y(s) det(s —A+bc")—det(sI —A) —s5+2

U(s) det(sI — A) s2-2

det(sI — A) = =s*-2,

det(sI —A+bc") = =5’ —s,

(4.18)

G, (s)=

Rizeny linearni dynamicky systém popsany stavovym modelem (4.17) nebo
pfenosem (4.18) je nestabilni spoly s, =+J2 a navic je neminimalnéfazovy
s nestabilni nulou s =2. Pouziti konvenéniho reguldtoru a jeho sefizeni je v tomto
ptipadé nejen velmi naro¢né, ale 1 nevhodné.

Koeficienty mnohoclenti ve jmenovateli a Citateli prenosu (4.18) jsou:



63

ay=-2,a,=0 = a=[aya] =[-20], “.19)
by =2,b =—1.
PoZzadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni (4.4) ma tvar

N, (s)=det(sI —A,))=s"+a's+a) =(s—s)(s—s))=

(4.20)
=5’ +2s+1.
Koeficienty pozadovaného charakteristického mnohoclenu Ny, (s) jsou:
a’ =La' =2 = a" =la).a] =[2] . 4.21)

Metoda porovnani koeficientu

Na zaklad¢ vztahu (4.6) ur¢ime matici dynamiky uzavieného systému fizeni
; |11 -1 —1+k 1+k,
A, =A-bk = - [k, k,]= .
1 1 1 -k  1-k,
Charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni je

s+1—k —1-k,

N, (s)=det(sI —A+bk")=

-1+k s-1+k, (4.22)
=5 +(k, —k,)s + 2k, —2.
Nyni porovname koeficienty mnohoclent (4.22) a (4.20), ;.
i 3
ky—k =2 1=y
S il WS G i [ (4.23)
2%k -2=1) . _7 2°2
, =
2
Pomoci vztahu (4.9) ur¢ime jeste vstupni filtr (korekci).
1 9
4 = —1+k 1+k, _ D)
Yol =k 1-ky| |1 50
2 2
R R - B
A_lzadew _ 1 2 20 2 2
" odeta, S5 901 L1 1P
41 2 2 L2 2
5 9 _
1_T—l_ _E_E_l_ _1
—W——c A 'b=-1,0] [ —2:>kw—5.
2 2

Blokové schéma systému fizeni s navrzenym stavovym regulatorem (4.23) je na
obr. 4.3 a jeho odezva na jednotkovy skok pii nulovych pocatecnich podminkach
(x0=0), tj. prechodova charakteristika, je na obr. 4.4. Pocatecni podkmit je zptisoben

nestabilni nulou slo =2 [viz (4.18)].
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Xy
/ (1) lx(t) y()
wo| 1 [ o o [0
Ky b -1 1 ‘
11| [
- A
3 7
33—

Obr. 4.3 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem — piiklad 4.1

v 4 w(?)
1

0.8F

0.6+

0.4+

0.2}

Obr. 4.4 Prechodové charakteristika systému fizeni — ptiklad 4.1

Metoda transformace

V souladu se vztahem (4.15) mlizeme psat

. ~1 2To0 17 [2 -1
Tc=QCO(A,b)Qco(Ac,bc){1 O}L 0}{0 1},

po_adr, _1ft1] |11
© Tder. 200 2] & 1|

Nyni pouzijeme vztah (4.14) pro (4.19) a (4.

R i R
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Obdrzeli jsme stejny vysledek, viz (4.23).

Ackermanniv vztah
Pouzijeme Ackermanntv vztah (4.16) a dostaneme

K" =[0 110.)(A,b)[A* +2A+1],

QCJ(A,b){_l 2}1:adew(A,b):L[0 —2}: (1) %
1 0] det@,(Ab) -2[-1 -1| |7 3

-11] , [20
A= , A? = .
11 0 2

Po dosazeni a upravé obdrzime stejny vysledek jako v obou piedchozich

pripadech, tj.

K" =[0 1]{(1) %H[z 0}2[_1 1}{1 0}} {3 Z]
2 5 0 2 1 1 0 1 2 2
Je ziejmé, ze pro vyssi fady je vhodné pouzit Cislicovy pocitac.
Piiklad 4.2
Pro jednorozmérovy linearni dynamicky fizeny systém
X, =—x, —4x; +2u,
Xy =2x,—2x, = 2x; +u,
Xy =—4x; - 2u,
y==2x+4x, + x;
je tfena navrhnout stavovy regulator, ktery zajisti u uzaviené¢ho systému tizeni poly

w_ w__ W __
S| =8, =83 =—2.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro fizeny systém plati
X, -1 0 -4 2
x={x, |, A=| 2 =2 =2 b=| 1| " =[-2 4 1].
X 0 0 -4 -2
Ovéfeni fiditelnosti:
2 6 -38
Q.,(A,b)=[b,Ab,A’b]=| 1 6 —16],
-2 8 -32

detQ., (A,b)=-504 %0 = fizeny systém je fiditelny.

Ovéreni pozorovatelnosti:
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¢’ ~2 4 1
Q()b(AacT)= CTA = 10 -8 -4 ,
c'A*| |-26 16 -8

detQ,,(A,c")=432#0 = fizeny systém je pozorovatelny.
Z ptenosu fizeného systému

Y(s) det(sI —A+bc")—det(sI —A) -2 +65+92
Ul(s) det(sI — A) s +7s% +14s+8

G, (s)=

vyplyva: ap=8,a1=14,a,="7,a3=1,by =92, b, =6, by = — 2, 1.
a=[8, 14, 7], c.=[92, 6, -2[.
Pozadovany charakteristicky mnohoc¢len systému fizeni ma tvar
N, (s)=(s+2)’ =5’ + 65> +125+8,
a proto vektor jeho koeficienti je
a"=[8, 12, 6[.

Metoda transformace

Transformacni matice (4.15) ma tvar

a a, 1 32 20 2
T.=Q,.,(A,b)Q.)(A,.b.)=[b,Ab,A’b]a, 1 0|=|40 13 1| =
1 0 0| |[-4 -6 -2
5 1 1]
126 18 84
o 212
¢ 126 9 21
47 2 16
126 9 21

Na zaklad¢ vztahti (4.14) se dostane

sz(aW—a)TTc_lz[i, 0, ;}

Ackermannuyv vztah

Na zaklad¢é Ackermannova vztahu (4.16) mtizeme psat:

8 2 1]

2 6 -38]" 683 59 412
2Aab=|1 6 -16| =| -—— — —
Q..(4.5) 63 18 84
-2 8 =32 _i L _L

| 126 18 84|




-1 0 -4 1 0 20 -1 0 -84
A=|2 -2 -2| A’=|-6 4 4|, A°=|14 -8 0,

0 0 4 00 16 0 0 —64
1 0 -12
N, (A)=A>+6A>+12A+8I=[2 0 0 |
00 8

k' =[0 0 1]0)(A,b)N, (A)= Lo 2
14 7
Obdrzeli jsme stejny vysledek.

Stavovy model uzavieného systému fizeni bez vstupni korekce bude mit tvar

8, 36
7 7
A,=A-bk" = 27 -2 _18 ,
14 7
Iy 220
L7 7]

tj.
X = —gxl —7x3 +2w,
.27 18 ,
X, :ﬁxl -2x, —7x3 +w,
1 2
X, =—x1—70x3—2w',

7
vy =-2x +4x, + x;.

Vstupni korekce je dana vztahem (4.9)

1 2
k,=————=—.
YA 23

a odpovidajici stavovy model se vstupni korekei
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(@) 4

w(t)
N

0 | | | | | »
2 4 6 8 t[s]

Obr. 4.5 Prubéh prechodové charakteristiky systému fizeni se stavovym regulatorem a
vstupni korekci — piiklad 4.2

. 8 36 4
X =—=X——X+t—Ww,
7 7 23
X —2—7x -2x —gx +£w
S VR R A R T T
X —lx —éx —iw
S R A %

y=-2x +4x, +x;.

Prechodové charakteristika systému fizeni se stavovym reguldtorem a vstupni
korekci je na obr. 4.5. Pocatecni podkmit je zptisoben nestabilni nulou (s, = 8,446).

4.2 Stavovy pozorovatel

U reédlnych dynamickych systému Casto nelze stavové proménné méfit, a to bud’
z ditvodu jejich nedostupnosti, vysokych nakladi nebo velikého zaSuméni. V téchto
pfipadech je tfeba pouzit pozorovatel (pozorovac, rekonstruktor, estimator) stavu.

Budeme se vénovat navrhu Luenbergerova asymtoptického pozorovatele
pIného Fadu (dale jen pozorovatele), tj. takového pozorovatele, u kterého se odhady
stavovych proménnych X(f) asymptoticky blizi ke skute¢nym stavovym proménnym
x(1).

Uvazujme jednorozmérovy linedrni dynamicky systém (4.1), ktery je fiditelny,
pozorovatelny a siln¢ fyzikalné realizovatelny s charakteristickym mnohoc¢lenem (4.2).

Pro tento dynamicky systém ma Luenbergeriiv pozorovatel tvar (obr. 4.6)
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x(1) = A X(0) +bu(t) + y(t), (0)=%,,
y(0) = ¢/ %),

kde A; — ¢tvercova matice dynamiky pozorovatele fadu n [(nxn)], b; — vektor vstupu
pozorovatele dimenze n, ¢; — vektor vystupu pozorovatele dimenze n, [ — vektor zesileni
Luenbergerova pozorovatele (korekce stavu pozorovatele) dimenze n, stiiskou ,,
jsou oznaceny asymptotické odhady odpovidajicich proménnych.

(4.24)

Po zavedeni vektoru odchylky stavu & definovaného vztahem
et)=x(t)—x() (4.25)
a po uvazovani (4.1) a (4.24) se dostane
&) =(A—-Ic")x(t)— A x(t)+(b—b)u(r). (4.26)
Je ziejmé, ze vektor odchylek stavu &(r) by nemél zaviset na vstupni promeénné
u(t) a odhad y (¢) pro skutecny stav x(¢) by mél byt ¢’ x(t), a proto musi platit
b=>b, ¢ =c. (4.27)
Pokud se zvoli
A =A-Ic" (4.28)
a za predpokladu, Ze plati (4.27) obdrZi se linearni diferencidlni rovnice
e)=Ae(), &=x,—2X, (4.29)
popisujici ¢asovy prib&h vektoru odchylek stavu &(f). Pocate¢ni odhad stavu X, se
vétsSinou predpoklada nulovy.
Je ziejmé, Ze pro asymptoticky odhad stavu X(f) musi platit
t—owo = x(t)—>x() = e()—>0, (4.30)
tj. linearni diferencialni rovnice (4.29) musi byt asymptoticky stabilni.
Dale je ziejmé, Zze aby odhad stavu X(¢) byl i pii zménach skute¢ného stavu x(7)
dostatecn¢ presny a rychly, dynamika pozorovatele (4.24) vyjadfena charakteristickymi
(vlastnimi) ¢isly matice A; musi byt rychlejsi nez dynamika pozorovaného systému

(4.1), vyjadfena charakteristickymi ¢isly matice A. V pfipad¢ stavového fizeni
dynamika pozorovatele musi byt rychlejsi nez dynamika uzavieného systému fizeni.

Charakteristicky mnohoclen pozorovatele je dan vztahem
N, (s)=det(sI - A)) =

n l n-1 1 l (4'31)
=s"+a, " +...+as+a,=(s—p)s—p,)...(s—p,),

a =[aé,all,...al I]T, (4.32)

n—

kde p; jsou charakteristicka ¢isla matice Ay, tj. poly pozorovatele, a' — vektor koeficienti
charakteristického mnohoclenu pozorovatele.

Podobn¢ charakteristicky mnohoclen pozorovaného systému (4.1) je dan vztahem
(4.2) a vektor a je dan jeho koeficienty (4.13b).
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Asymptoticka stabilita pozorovatele vyzaduje splnéni podminek
Rep, <0 pro i=12,...,n (4.33)
a dale, aby pozorovatel mél rychlejsi dynamiku nez pozorovany systém, musi vSechny
jeho poly p; lezet vlevo od vSech poli s; pozorovaného systému, t.

min Re si|. (4.34)

1<i<n

Repi|>max

I<i<n

vvvvv

(4.34). Casto se uvadi desetinasobek, ale je tieba si uvédomit, ze pfili§ velikd rezerva
v nerovnosti (4.34) vede na veliké hodnoty slozek [/; vektoru korekce stavu I, a tedy
k velikému zesilovani Sumti. Proto tato rezerva se voli dvojnasobna az pétindsobna
(neplati pro integracni systémy).

Poly pozorovatele se nejcasteji voli nasobné realné

pi=—p, p>0, (4.35)
a proto podminky (4.34) mohou byt zapsany ve tvaru
p > max Resl.|. (4.36)

1<i<n

V tom piipad¢ charakteristicky mnohoclen pozorovatele v souladu s binomickou
vétou ma tvar

n

n n j n—j n n-1 n-1 n
N, (s)=(s+Pp) :Z( _jp"s T=s"+nps" +...+np" s+ p". (4.37)

j=0

Pouziti nasobnych realnych pola pozorovatele zaruCuje konvergenci (4.30)
s relativnim tlumenim 1. Velmi vhodna, pokud je to mozné, je volba nasobnych dvojic

-(1xjp (4.38)

kterd zarucuje konvergenci (4.30) s relativnim tlumenim 1/ V2 =0,707. Tato volba
zajisti rychlou konvergenci a navic snizeni hodnoty p. Dvojici odpovida dil¢i
charakteristicky mnohoclen

s +2ps+2p°. (4.39)
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a) Xo
> b —>®—> 'f P >
[ Pozorovany
systém
p— l <
Luenbergertv
2 . pozorovatel
vy X X
B— AZ J
b) Xo
u x x Yy
> b (> J' e’ >
I Pozorovany
systém
A e Yy
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pr— l <
® Luenbergertv
| I pozorovatel
b »@g)—b I > ol . >

a - j‘)
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Obr. 4.6 Blokové schéma Luenbergerova pozorovatele: a) pivodni, b) transformované

Schéma na obr. 4.6a muze byt transformovano na ekvivalentni schéma na obr.
4.6b, ze kter¢ho vyplyva interpretace Cinnosti pozorovatele. Na zakladé rozdilu

vystupnich proménnych y(r)—$(¢) je korigovan odhad stavu X(¢). Je ziejmé, Ze

Luenbergertiv pozorovatel je vlastné modelem pozorovaného systému s pribéznou
zpétnovazebni korekci

x(1) = AX(t) + bu(t) + [ y(1) - $(1)]. (4.40)
Je to v podstaté regulacni obvod, ktery se snazi anulovat rozdil y(z)— y(z), a tim

také vektor odchylky stavu &(f) = x(¢) — X(¢). Nazorné to ukazuje obr. 4.7. Vektor [ je
proto také zaroven vektorem zesileni pozorovatele.

Pti navrhu pozorovatele v souladu se vztahy (4.24) a (4.27) je tfeba urcit neznamy
vektor korekce stavu I. Lze ho napf. urcit porovnanim koeficientd charakteristického
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mnoho¢lenu pozorovatele N, (s)=det[s] —(A—1Ic")] s odpovidajicimi koeficienty
pozadovaného charakteristického mnohoclenu pozorovatele N, (s)=det(sI —A4,) u

stejnych mocnin komplexni proménné s. Ziska se tak n rovnic linearnich vzhledem
k neznamym n slozkam [; vektoru korekce stavu I. Pii velkém n je tento postup naro¢ny.

o x -
u x y y
> (A,b) t cT I (A, b) CT >
— _/
~ Y - T
Pozorovany Luenbergertv
systém pozorovatel

Obr. 4.7 Interpretace Luenbergerova pozorovatele

Ulohu navrhu pozorovatele lze feSit snadno, ma-li model pozorovaného
podsystému (4.1) kanonicky tvar pozorovani (3.25)

X, (1) = A, x, (1) + b,u(1),

4.41a
y(t)=c, x,(1), (341
kde
(0 0 ... 0 -—aqa, |
0 ... 0 —gq
0 1 ... 0 -a
A = , (4.41b)
0 0 .. 0 -a,,
0 0 ... 1 -a,]|
b, =[by,b,,....b, 5,b, 1", (4.41c)
¢’ =[0,0,...,0,1]. (4.41d)

Kanonicky tvar pozorovani lze tedy ziskat pfimo ze znalosti pfenosu (3.22) nebo
také pomoci transformace (3.24)

x,()=T,'x(t), A =T, 'AT

0

b,=T,'b, ¢’ =c'T (4.42)

o’

kde regularni ¢tvercova transformacni matice fadu n [(nxn)]
T, =0,,(4,.¢;)Q,,(Ac") (4.43)

je dana matici pozorovatelnosti pozorovaného podsystému (4.1), tj. (2.51) a matice
0,,(A,,c]) je dana vztahem (3.24b).

0%~ 0
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Je ziejmé, Ze z divodu duality (3.28) plati
0,,(4,,¢,)=0,(A..b,). (4.44)

Pozorovatel (4.24) pro (4.27) mlze byt vyjadien rovnéz v kanonickém tvaru
pozorovani

x,(1) = A &, (1) + bu+1,y(1),

(4.45a)
y(0) =€, %,(0),
kde
0 0 0 -d
0 0 -a
0 1 ... 0 -d
A, = 2 (4.45b)
0 0 ... 0 —d,
i 0 ... 1 —ai_l_

je ctvercova matice dynamiky pozorovatele fadu n, v jejimz poslednim sloupci
vystupuji zaporné koeficienty charakteristického mnohoc¢lenu pozorovatele (4.31).

Blokova schémata pro kanonické tvary pozorovani jsou stejna jako na obr. 4.6,
s tim, Ze je tfeba u vSech vektord a matic uvazovat index ,,0°.

V souladu se vztahem (4.28) lze psat

0 0 ... 0 —a,—1,
1 0 ... 0 -a,-1,
A=A L = 0 1 ... 0 —a,—1, (4.46)
0 0 ... 0 —a,,-1,,,
oo ... 1 -a.,-1, |
Ze srovnani vztahti (4.45b) a (4.46) vyplyva
l,=a ,—a,_, pro i=12,...n,
tj. v souladu s (4.32) a (4.13b)
I =d -a, (4.47)
kde 1, je vektor korekce stavu pro pozorovatel v kanonickém tvaru pozorovani.
Protoze plati (4.42), Ize psat
Ly=Tl =
I=T]1 =T, (a' —a). (4.48)

Z porovnani charakteristického mnohoc¢lenu uzaviené¢ho systému (4.4) [viz téz

(4.6)]
N, (s)=det(sI — A,) = det[sI —(A—bk")]
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s charakteristickym mnohoc¢lenem Luenbergerova pozorovatele (4.31) [viz téZ (4.28)]
N,(s)=det(sI — A,)=det[s] —(A—Ic")]=det[sI — (A" —cl")]

vyplyva, ze pro urCeni Luenbergerova vektoru zesileni I mizeme rovnéz pouzit
Ackermanniv vztah [viz téZ (4.16)]

1" =[0,0,...,0,1][c,A"c,....,(A")""¢]'N,,(A) =
=[0,0....,0,1][c,A¢c,....(A")" "] A" +d A" +...+a' A+all].

nebo

=N, (A)Q,,(A,c")  |=

C T (4.49)

=[A"+d A" +.. . +alA+a 110, (Ac") 1|

Uvazujme nyni, ze stavovy regultor vyuziva pro fizeni odhad stavu X(z) (obr.
4.8), tj.

() = Ax(t) — bk %(t) .

w(t) w'(1) u(t) *(1) xol (1) y()
— k&, —»(? > b [(e)dr — T >
Rizeny
systém A e
| [«
Luenbergertiv o b v J- (o)d
pozorovatel g ﬁé@ ™ ()
A
Stavovy KTl
regulator

Obr. 4.8 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem
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Protoze plati
—bk" x(t) =—bk" x(t) + bk" &(1)

miZeme stavovou rovnici systému fizeni se stavovym reguldtorem a Luenbergerovym
pozorovatelem zapsat ve tvaru [viz (4.6)]

x(t) = A, x(t) + bk &(2),
£(1)=Ae(),

x(t k" || x(
.() AP © . (4.50b)
£(1) 0 A (&)
Je to horni trojuhelnikova blokova matice, jejiz charakteristicky mnohoclen je dan
vztahem

(4.50a)

resp.

N, ($)N,(s)=det(sl — A, )det(sI —A,)). 4.51)

Znamena to, ze dynamické vlastnosti systému fizeni se stavovym regulatorem a
Luenbergerovym pozorovatelem jsou vzajemné nezavislé.

Je to tzv. princip separability.

Je to velmi dulezité, protoze stavovy pozorovatel a stavovy regulator miizeme
navrhnout nezavisle na sob¢. Tzn., Ze miizeme navrhnout stavovy regulétor, ktery zajisti
pozadovanou kvalitu fizeni, a zvla$§t mizeme navrhnout stavovy pozorovatel, ktery
zajisti pro stavovy regulator spravné odhady stavovych proménnych. Dobie navrzeny
stavovy pozorovatel zhor$i vyslednou dynamiku systému fizeni se stavovym
regulatorem neznacné.

Postup:

1.  Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému [vztahy (2.50)
a(2.51)].

2. Urcit koeficienty charakteristickych mnohoClent N(s) a Nu(s) [vztahy (4.2)
a(4.31)].

3. Na zaklad¢ polu fizeného systému s nejveétsi absolutni realnou ¢asti urcit nasobny

pol (4.36), resp. nasobnou dvojici pola (4.38) tak, aby byla zajisténa dostate¢né
rychla dynamika pozorovatele.

4.  Porovnat koeficienty charakteristického mnohoclenu pozorovatele
N,(s)=det[sI —(A—Ic")] s odpovidajicimi ~ koeficienty = pozadovaného
charakteristického mnohoclenu pozorovatele N, (s)=det(sI —A,) u stejnych

mocnin komplexni proménné s. Ziskd se tak n rovnic linedrnich vzhledem
k nezndmym n slozkam [/; vektoru korekce stavu I. V ptipad¢ vysokého n pouzit
transformacni matici (4.43) a vztah (4.48) nebo Ackermanntv vztah (4.49).

5. Simula¢né ovéfit obdrzenou kvalitu odhadu stavovych proménnych.

Priklad 4.3

Pro stavové tizeni z piikladu 4.1 je tieba navrhnout Luenbergeriiv pozorovatel.
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ReSeni:
Poly fizen¢ho linearniho dynamického systému (4.17) jsou s, = +2, a proto
v souladu s podminkami (4.34) — (4.36) volime, napf-.
p=4= p=p,=-4
Charakteristicky mnoho¢len pozorovatele pak bude
N, (s)=(s+p) =s"+8s+16 =
a,=16, al =8 = a' =[16 8]".

Metoda porovnani koeficientu

Matice dynamiky pozorovatele je dana vztahem (4.28)

-1 1] [t —1-1 1
A =A-Ic" = 1"t o]= bl
11 |4 1-1, 1

Nyni miiZzeme vypocist charakteristicky mnohoclen pozorovatele (4.31)

s+1+4  —1

Nl(s)=det(s1—Al){ }=s2+11s—2—11+12.

-1+, s-1

Porovname koeficienty u obou charakteristickych mnohoclent N(s) a Ny,(s), tj.

[, =8 8
= Il= .
-2-L+L, =16 = 1,=26 26

Metoda transformace

Vyuzijeme vztah (4.48) pro a' =[16 8" a a=[-2 0] :

N R (I R R I
0 _Qob( o’co)Qob( ,C )_ 1 ol=1 1 - 1 0 s

T_adjTo‘l_l 0 —1| (0 1
* T detT]  —1]-1 -1] |1 1]

o) S

Obdrzeli jsme stejny vysledek.

Ackermanniv vztah

V souladu s (4.49) mtizeme psat:
-1 1 , 120

A= , A° = ,
1 1 0 2

10 ‘ T 1 0] 1o
e B X e I

det@,,(A,cT) 1[1 1] [1 1
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0
l=[A2+dAAw%”Q£QLJ)L}:

20 -1 1 I Ofl|L 00 8
= +38 +16 =
0 2 1 1 0O 1[||1 1]1 26
Podle ocekavani jsme obdrzeli stejny vysledek jako v predchozich dvou

pripadech.

Matice dynamiky pozorovatele pro vypocteny vektor zesileni [ je

Lo[eh T _[-e
L= 1| =25 1)

Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem je na obr. 4.9.

Xo
/ 0) x() y(1)
R [ s byt b ol
2 3 | 0 |
y b 11 ‘
11| e
A

L[
-25 1]
B

Obr. 4.9 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem — ptiklad 4.3

kT

Prechodova charakteristika (xo =0) systému fizeni se stavovym regulatorem a
Luenbergerovym pozorovatelem je stejna jako bez pozorovatele (viz obr. 4.4).
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Piiklad 4.4

Pro systém fizeni se stavovym regulatorem z pfikladu 4.2 je tieba navrhnout
Luenbergertuv stavovy pozorovatel.
ReSeni:

V ptikladé 4.2 bylo ukazano, ze dany fizeny systém je fiditelny a pozorovatelny a
ze jeho charakteristicky mnohoc¢len ma tvar

N(s)=det(sI —A) =5 +7s> +14s+8=(s +1)(s +2)(s +4),
kde
s =—1, 5, =-2, s,=-4
jsou poly podsystému a
a=8,a1=14,a,=7 = a=1[8,14,7]"
koeficienty jeho charakteristického mnohoclenu, resp. vektor téchto koeficientt.
Protoze

max|s;| =4
1<i<3

je mozné zvolit
p=p,=p;=—p=-8
tj. pozadovany charakteristicky mnohoclen pozorovatele je

le(s)z(s+p)3 =(s+8)° =5’ +245* +1925+512=
ab =512, al =192, a) =24 = a' =[512, 192, 24]".

Metoda porovnani koeficientu
Matice dynamiky pozorovatele je
-1 0 -4 |
A=A-I"=|2 -2 -2|-|L|[-2 4 1]=

0 0 -4\ |

2l -1 -4, -1, -4
=12L+2 -4,-2 -1,-2|

21, -4, -L,-4

Po nepfijemnych a zdlouhavych tpravach lze urcit charakteristicky mnohoclen
pozorovatele

N, (s) =det(sI — A,) =
= 5%+ (=21, + 4L, +1, + 7)s> + (=41, + 201, + 31, +14)s + 161, +161, — 221, +8.

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin komplexni proménné s obou
charakteristickych mmnohocleni pozorovatele N,(s) a N,(s) se dostane soustava
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algebraickych rovnic linearnich vzhledem k neznamym slozkam [;, I, a I3 vektoru
korekce pozorovatele /, tj.

PE [ 773 ]
16, +161, — 221, = 504 bos4” 54
332 332
—4 +20L, +3, =178} = [, == = [=| == |
27 27
=20, +4l, +1;, =17 ; 32 32
U9 . 9]

Reseni pomoci transformace
V souladu s (4.43) a (4.44) se dostane
a a, 1 14 7 1
0.,(A,,cYy=la, 1 0|=|7 1 0.
1 0 O 1 00

Nyni mize byt urcena transformacni matice

16 16 =22
T,'=0,,(A,.c])0,(Ac")=|-4 20 3 |=
-2 4 1
1 13 61|
54 54 54
r-|-L 7 _3]
216 108 54
1 2 8
18 9 9]

Po dosazeni do vztahu na vektor korekce stavu pozorovatele I se obdrzi stejny

vysledek, jako minule
_E_
54
332
27 |
32
9

I1=T,(a' —a)=

Ackermanniiv vztah
Pouzijeme Ackermanntv vztah (4.49) a dil¢i vysledky z piikladu 4.2:

343 0 -—1108
N, (A)=[A’+24A% +192A4+51211=| 254 216 -—704

0 0 1728

3
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8 1 1
-2 4 17" 27 9 54
23 7 1
A=l 10 -8 —4| =| = — —|,
Q.(A.ct) 54 72 216
-26 16 -8 1 1 1
9 6 18]
7
0 54
2
=N, (A (A 0|=| 22|,
27
| 32
L 9]

Vidime, Ze ve vSech tfech ptipadech jsme obdrzeli stejné vysledky.

Prechodovéa charakteristika systému fizeni se stavovym reguldtorem a s
Luenbergerovym pozorovatelem a bez Luenbergerova pozorovatele je na obr. 4.10, ze
kterého je zfejmé, ze navrzeny pozorovatel pracuje spravne.

(6 k
(5 W)

1

bez pozorovatele

s pozorovatelem

6 8 [s]

Obr. 4.10 Vliv stavového pozorovatele na prubéh pifechodové charakteristiky systému
se stavovym reguldtorem — ptiklad 4.4

4.3 Integracni stavové rizeni

Stavovy regulator je schopen zajistit pozadované umisténi poli systému fizeni, to
znamena, Ze je schopen zajistit jeho dynamické vlastnosti, ale nemiize odstranit
Skodlivy ucinek poruchovych velicin.

V ptipad¢ existence poruch v(7), je stavovy model regulované soustavy nasledujici
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() = Ax(t) + bu(t) + Fv(t), x(0)= x,,
y(1) = ¢ x(1),

kde v(#) je vektor poruch dimenze p, F — poruchova matice dimenze (nxp).

(4.52)

Abychom odstranili poruchy v(z), ptiddme dal$i smycku s I nebo PI regulatorem,
viz obr. 4.11, kde K je vaha integracni slozky. Je zfejmé, ze pocet poli je zvySen o 1.

V souladu s obr. 4.11 a vztahy (4.52) systém integracniho stavového fizeni
muzeme popsat stavovym modelem (zavislost na ¢ase nebudeme vyjadfovat)

['w{A_ka bK,}[x}{o}wJ{ﬁ;} w53
Xyt —c’ 0 x| |1 0
X
y=[cT O]{ } (4.53b)
Xnl

v(t)

. Xo
w(e) o o b 0

—
u(t)
——>Q— [(9)dr| Ki—=>@— » > [() A7 | (Rl 7

kTh

Obr. 4.11 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a ptidanou smyckou
s I regulatorem pro odstranéni poruch

Abychom mohli vyuzit vysledky predchozich podkapitol 4.1 a 4.2 matici
dynamiky v (4.53a) rozepiSeme

A-bk" bK, A 0| |b
= ~-| k" -K 4.54
== kT
A, b, ¢
a dostaneme rozsifeny stavovy model fizené¢ho systému
x,=A,x,+bu+Fv,
. (4.55a)
y=c,Xx,,

kde

v
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Y T L R (4.55b)
e xl’ e _cT 07e 07e *

n+

Rozsiteny fizeny systém ma tu vlastnost, Ze kdyZ pouzijeme

u=k'x, <[k’ —K,]Lx }
n+l

dostaneme rovnici (4.53a)

Charakteristicky mnohoc¢len rozsifeného tizen¢ho systému (4.55) je dan vztahem

N,(s)=det(sI —A,)=s(s—5)(s—5,)...(s=s,) =

WL o r (4.56)
=s"+a,s"+...+a,s = a,=[0,a,,a,,,...,a,,]
a pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni je
N,,(s) = det[sT — (A4, ~b,k" )= (s =5 )(s = 53)...(s =) = ws)
=s""+a’s"+..+aks+al = a’ =[a’,a’,....a’ T,
kde
K=k -k (4.58)

je vektor zpétnovazebniho stavového regulatoru a s;" jsou pozadované poly uzavieného
systému tizeni (i =1, 2,...,n+ 1).

Postup:

1.  Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému (4.52) [vztahy (2.50)
a(2.51)].

2. Upravit vychozi stavovy model fizeného systému (4.52) na rozsSifeny stavovy
model (4.55).

3.  Formulovat pozadavky na kvalitu fizeni a vyjadfit je pozadovanym rozlozenim
pola (tj. charakteristickym mnohoclenem) uzavieného systému fizeni pro
roz§ifeny stavovy model (4.55).

4.  Urcit koeficienty charakteristickych mnohoclentt N.(s) a N,.(s) [vztahy (4.56)

a(4.57)].

5. Libovolnou metodou z podkapitoly 4.1 uréit rozsifeny zp&tnovazebni vektor k.
(4.58).

6.  Simulacné ovéfit obdrzenou kvalitu fizeni.

Priklad 4.5

U stejnosmérného motoru s cizim konstantnim buzenim z ptikladu 3.2
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da®] |0 1 o
dr , Ca(n)] | 0 0
do) |1 —bu S | ey |+] 0 u )= -2 )
dr Jo I . 1 m
di (1) c. RO 0
0 —S T y
L dr ] L L,

je tfeba navrhnout stavové fizeni bez integrace a s integraci pro thel natoceni a(f) pro
hodnoty parametrt: J,, = 0,02 kg mz, bn = 0,01 Nmsrad', ¢, = ¢, = 0,05 N mA™
(Vsrad'), L, =0,2 H, R, = 1 Q. P¥i skokové zmén& pozadovaného thlu natodeni a,(7)
je pozadovan prib¢h bez prekmitu.
ReSeni:

Protoze uhel natoCeni o(f), thlova rychlost w(z) i proud kotvy i,(¢) jsou pomérné
dobie ptimo méfitelné veli¢iny, pozorovatel nebude navrhovan.

Pro vétsi prehlednost pouzijeme standardni oznaceni

X\ =Q, X, =0, X;=1I,, u=u,, v=m,

=u,,

a po dosazeni Ciselnych hodnot parametrii stejnosmérného motoru dostaneme jeho
stavovy model ve tvaru

X =Ax+bu+ fv,

y=c'x,
kde
0 1 0 0 0
A=0 —-05 25| b=|0|, f=|-50|, ¢"=[1 0 o0].
0 —025 -5 5 0

Ovétime tiditelnost a pozorovatelnost:
0 O 12,5
Q. (A,b)=[b,Ab,A’b]=|0 12,5 —-68,75 | detQ  (A,b)=-78125=
5 =25 121,875
Stejnosmérny motor je fiditelny.
c’ 1 0 0
0,Ac)=c"A|=|0 1 0 |, detQ,,(A,c")=25=>
A’ |0 -05 25
Stejnosmerny motor je pozorovatelny.

Ur¢ime charakteristicky mnohoclen stejnosmérného motoru
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s -1 0
N(s)=det(s —A)=|0 s+0,5 —2,5=s"+555"+3,1255 =
0 025 s+5

5, =0, 5, =-0,6435, s, =—4,8565,
a,=0, a,=3,125, a,=55 = a=[0 3125 55]".

Stavové Fizeni bez integrace
Vzhledem k pozadavkiim na prib¢h uhlu natoceni a(f) bez ptrekmitu, zvolime
nasobny pol uzavieného systému fizeni s)’,; =—5 a dostaneme jeho pozadovany
charakteristicky mnohoclen
N, (s)=(s+5) =5 +155" + 755 +125 =
ay =125, a' =75, a) =15 = a" =[125 75 15]".

Pro navrh stavového fizeni bez integrace pouzijeme napt. vztah (4.14):

a, a, 1] [3]125 55 1
Ql(A.b)=|a, 1 0|=[55 1 0,
1 0 0 0 0
12,5
T.=Q.,(Ab)Q)(A,,b)=| 0 125 0],
25 5
008 0 0
T'=| 0 008 0
0 -0,04 02

(@ -a)f =[125 71875 93],

K =(a"-af T =[10 537 19].
Ur¢ime matici dynamiky uzavieného systému fizeni
0 1 0
A, =A-bk"=| 0 -05 25
-50 -27,1 -14;5

Snadno muzeme ovéfit, Ze vlastni ¢isla matice A,, jsou s, ; =—5, tj. pozadované
poly uzavieného systému fizeni.
Na zaklad¢ vztahu (4.9) ur¢ime vstupni korekcei

1
k =———=10.
v c"A'b

Blokové schéma stavového fizeni bez integrace stejnosmérného motoru je na obr.
4.12.
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B X
W(l) =a, t%‘}’(l‘) I/l(t) = ua(t) x(t) Ol x(t) y(t) - a(t)
— kK >@®— b [@dc=pQ=rP» o —
—

w
A

kT h

Obr. 4.12 Blokové schéma stavového tizeni bez integrace stejnosmeérného motoru —
ptiklad 4.5

Odezva stejnosmerného motoru se stavovym fizenim bez integrace pro skokovou
zménu zadané¢ho uhlu natoCeni w(z) = a,(f) =7n(t) a skokovou zménu zatézného
momentu v(¢) = my(t) = 0,1x(¢ — 5) je na obr. 4.13.

Stavové Fizeni s integraci

Pro jednoduchost i v tomto piipadé zvolime u uzavieného systému fizeni nasobny

pol s, 5 =5, 1.

N, (s)=(s+5)*" =s* +20s’ +150s> + 5005 + 625 =
aly =625, a’ =500, a), =150, a’y =20=>a” =[625 500 150 20]".
Nyni musime uvazovat rozsifeny stavovy model stejnosmérného motoru ve tvaru
(4.55), 1.
0 1 0 0

0

A 0 0 -05 25 0 0
A, = = b

5

0

e

" 0] |0 -025 -5 o ¢
-1 0 0 0
"=t 0 0 0]
Urc¢ime charakteristicky mnohoc¢len

s -1 0 O

0 s+05 —25 0
N,(s)=det(sI —A,) =
0 025 s+5 0

1 0 0 K
a,, =0, a,=0, a,=3125 a,=55= a,=[0 0 3125 5,5].

=s*+555° +3,1255 =

Pro navrh stavového fizeni
T _|gT r
K =k -k,

pouzijeme rovnéz vztah (4.14):
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0 O 12,5 —68,75
5 ; 0 12,5 -68,75 339,0625
Qco(Ae’be)z[be>Aebe’Aebe7Aebe]: s
5 =25 121,875 -592,1875
0 O 0 -12,5
a, a, a, 1 0 3125 55 1
. a, a, 1 0| |3125 55 1 0
Qco (Aec s bec ) = = ’
L1 0 0|55 1 0 0
1 0O 0 O 1 0 0 O
0 125 0 0
I.-0,(A.b)0lA b= | )
¢ Zco e>e co ec>Zec) T 0 0 2’5 5 >
125 0 0 0

¢ 0 08 0 0
0 -04 02 0

(@ —a,] =[625 500 146875 145],

K =(a’—a, )T =[40 1117 29 -50].

Blokové schéma stavového fizeni s integraci stejnosmérného motoru je stejné jako
na obr. 4.11.

Odezva stejnosmérného motoru se stavovym fizenim s integraci pro skokovou
zménu zadaného uhlu natoceni w(f) = a,(f) = n(f) a skokovou zmeénu zatézného
momentu v(¢) = my(t) = 0,1%(¢t — 5) je na obr. 4.13.

Ze srovnani prab¢hti na obr. 4.13 vyplyva jednoznacna piednost stavového fizeni
s integraci, 1 kdyZ doSlo ke zpomaleni odezvy. Zpomaleni odezvy je zplisobeno
zvySenim fadu uzavieného systému fizeni.
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v O =a,0 s integraci
— — — bezintegrace
1 .
” \/
L4
0.8~ 1 \
: H w1 = alt) Y
] \
H 3
06} \
i 3
.'
04, } S
!
]
i
0.2-4 v(#) = m (1)
!
J | | L
2 4 6 8 t[s]

0
Obr. 4.13 Porovnani odezev stejnosmérného motoru se stavovym fizenim bez

a s integraci — ptiklad 4.5
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PRILOHA A

Linearizace

Linearni dynamické systémy jsou v podstaté idealizaci realnych dynamickych

vvvvvv

okoli pracovniho bodu. V tomto okoli matematicky model daného dynamického
systému miiZze byt povazovan za linearni.

Kdyz matematicky model nelinedrniho dynamického systému ve stavovém
prostoru je dan vztahem (2.8)

x(1) = glx(0),u(®)],
y(©) = h{x(t),u(?)],

pak je nutno provést linearizaci. PouZijeme rozvoj v Taylorovu fadu a bereme v tivahu
jen prvni linearni ¢leny fady, pak mizeme psat

Ax(t) = AAx(t) + bAu(t), }
T (A.la)
Ay(t) =c¢" Ax(t)+dAu(t),
kde
Ax(r) = x(1), Ax(t) = x(t) - X, ,
Au(t) = u(t) ~ 1y,
A:6_g , b:a—g , (A.1b)
ox|, ou|,
c= a—h , d= 6_h .
ox|, ou|,

Ve vsech ptipadech se predpoklada, ze parcialni derivace jsou vypocitany pro
pracovni bod a Ze existuji a jsou spojité.

Pfechod od priristkovych hodnot proménnych k absolutnim hodnotam
proménnych je dan vztahy

Y1) = yo + Ay (D), }

u(t) =u, + Au(t). (A-2)

V prubéhu celého textu, neni-li fe¢eno jinak, vSechny matematické modely jsou
uvazovany v pracovnim bodé¢, to znamena, ze se pracuje s priristkovymi proménnymi, i
kdyz to neni vyslovné uvedeno, a proménné nejsou oznacovany jako prirtstkove.

Podrobné;ji viz napt. [deSilva 2009; Mandal 2006; Vitecek, Viteckova 2013].
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PRILOHA B

Cayleyova-Hamiltonova véta

Kazda ¢tvercova matice A fadu n vyhovuje své charakteristické rovnici
det(sT — A)=s"+a, s" " +...+ a5 +a,, (B.1)
A" +a, A" +.. +aA+a)d =0. (B.2)
Podrobné;ji viz napt. [Ogata 2010; Mandal 2006].

Sylvestriv interpolac¢ni vztah

Konvergentni nekonecna tada [viz napt. (3.40)]
fA)=2 oA (B.3)
i=0

¢tvercovych matic A fadu n mize byt jednoznaéné vyjadiena konecnou fadou stupné
n — 1 nebo niz§im

f(A) = gaiAi , (B.4)

kde koeficienty «; jsou funkcemi vlastnich hodnot matice A. Podrobnéji viz napt. [Ogata
2010; Mandal 2006].
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PRILOHA C
Uvazujme linearni dynamicky systém se stavovym modelem
x(t) = Ax(t) + bu(t), x(0)=x,, (C.1a)
y(t) = ¢" x(t) +du(t), (C.1b)
jehoz stavova odezva je dana vztahem (3.43)
t
x(t)=e* x(0)+e' [e™ " bu(r)dz (C.2)
volna 0
ddema Svovi
odezva

a vystupni odezva vztahem (3.44)

t
y(t)=c" e x(0)+c" e [ bu(r)d T+ du(r). (C.3)
volna 0
vystupni vynucend
odezva vystupni
odezva
Riditelnost

Linearni dynamicky systém je fiditelny, existuje-li takové fizeni (vstup) u(z), které
prevede dany systém z libovolného pocatec¢niho stavu x(zp) do libovolného koncového
stavu x(#;) za kone¢nou dobu #; — #.

Nejcastéji se voli 7o =0 a x(#,) = 0.

Je ztejmé, Ze pro fiditelnost vystupni rovnice (C.1b) [a tedy i (C.3)] nema
vyznam, a proto je uvazovana pouze stavova rovnice (C.1a) a jeji odezva (C.2).

V souladu s (C.2) pro koncovy stav x(¢,) = 0 plati

i}
0=e" x(0)+e*" [e™ bu(r)dr =
0

x(0) = —tj e " bu(r)dr. (C.4)

0

Pouzijeme Sylvestritv interpolacni vztah (B.4)

n—1 i
e =Y a(nA’, (C.5)
i=0
dosadime do (C.4) a dostaneme
hn-1 .
x(0) = —j > a(r)A'bu(r)dr =
0i=0

x(0) = an"b/?i , (C.6a)
i=0



91

p, = aouedz. (C.6b)
Vztah (c.6a)omﬁzeme zapsat ve tvaru
By
%0 =[p.4b....a"'8]| P | =
B
By
x(0) = Q,,(A,b) ﬂ : (C.7)
B
kde
0.,(A.b)=|p,Ab,....A""'b] (C.8)

je Gtvercova matice fiditelnosti [viz vztah (2.50)].

Ze vztahu (C.7) vyplyva, ze abychom mohli ur€it fy, f£1,.. ., fu-1, matice fiditelnosti
(C.8) musi byt invertovatelnd, tj. musi mit hodnost (rank) n. Protoze je to matice
¢tvercova, jeji determinant musi byt nenulovy.

rank @, (A,b)=n < detQ (A, b)=0 . (C.9)

Vyplyva to pfimo ze znamého vztahu na inverzi ¢tvercové matice

by = 29LAD) oAby 20 (C.10)
detQ, (A,b)
Pozorovatelnost

Linearni dynamicky systém je pozorovatelny, kdyZ na zéklad€ znalosti pribéhi
fizeni (vstupu) u(f) a vystupu y(¢) na koneéném intervalu ¢, — ¢y lze urcit pocatecni stav
x(t0) = xo.

Znéame-li pocatecni stav x(#)), pak snadno miizeme urcit stav x(¢) pro libovolny
cas t > t.

Nejcastéji volime #p = 0.

Protoze ftizeni (vstup) u(f) zpusobuje urCitou znamou (vynucenou) odezvu, je
ziejmé, ze muzeme zvolit u(¢) = 0, tj. miizeme uvazovat autonomni linearni dynamicky
systém

x(1) = Ax(1), x(0)=x,, (C.11a)
y(0) =€ x(t). (C.11b)
Ur¢ime-li u n€j pocatecni stav x(0), pak na zaklad¢ [viz (3.43)] vztahu

x(t) = e x(0) (C.12)
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muzeme urcit libovolny stav x(#) pro >0 a ze vztahu (C.11b) i odpovidajici vystup
(3.44)

y(#)=c" e x(0). (C.13)

Pouzijeme Sylvestriv interpola¢ni vztah (B.4)
n—1 X
et = a. (1A’ (C.14)
i=0
a dostaneme

y(t) = cT("z_l a,.A"jx(O) = (rilaicTAijx(O) =
i=0 i=0

CT
T
c A
=lay,ay,...a, ] : x(0) =
cTAn—l
y(0) =[ctg, .0, 110, (A, ") x(0), (C.15)
kde
CT
c’A
0,,(Ac")= =[c,A"c,...,(AT)""c]” (C.16)
cTAn—l

je ¢tvercova matice pozorovatelnosti [viz vztah (2.51)].

Podobn¢ jako v pfipadé ftiditelnosti, abychom ze vztahu (C.15) mohli urcit
pocatecni stav x(0), matice pozorovatelnosti (C.16) musi byt invertovatelna, tj. musi mit
hodnost n. Protoze je to ¢tvercova matice, jeji determinant musi byt nenulovy

rankQ ,(A,c’)=n < detQ,,(A,c")#0. (C.17)
Ke stejnému zaveéru se mtizeme dostat i jinou cestou.
Pro autonomni linearni dynamicky systém (C.11) mizeme psat
¥(0) = ¢ x(0),
¥(0) = ¢" x(0) = ¢" Ax(0),
5(0) = c¢" Ax(0) = ¢" A*x(0),

Yy (0) =" A" x(0) = " A" x(0),

resp.
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C O ]|

O A 0 =

_y<n_i)(0)_ e

y(0) |

yfo) =0,,(A,¢Hx(0), (C.18)
_y("*;)(o)_

tj. abychom ze vztahu (C.18) mohli ur€it pocatecni stav x(0), pro matici
pozorovatelnosti Q,,(A,c”) musi platit (C.17).

Podrobné;ji viz napt. [Ogata 2010; Mandal 2006; Friedland 2005].
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PRILOHA D

Ackermanniiv vztah
Pro fiditelny linearni dynamicky systém se stavovym modelem
x(t) = Ax(t) + bu(t) (D.1)

. v v ’ o ’ r T r
je tfeba navrhnout zpétnovazebni stavové fizeni reprezentované vektorem k', které
zajisti pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni ve tvaru

N, (s)=det(sI —A)=s"+a" s"" +...+a's+a], (D.2)
kde
A,=A-bk". (D.3)

V souladu s Cayleyovou-Hamiltonovou vétou (ptiloha B) kazda ¢tvercova matice
musi vyhovovat své charakteristické rovnici

Nkw(Aw) :Oﬂ
.
Al +a” A7 v +al’A, +a)l =0. (D.4)

Dosadime (D.3) do (D.4) a upravime. Pro pichlednost nejdiive vypocteme
mocniny matice A,

Al =(A-bk"YA-bk")=A> - Abk" —bk"A,,, (D.5)

A} =(A-bk")(A* - Abk" —bk" A,) =

(D.6)
=A’—A’bk" — Abk" A, -bk" A,
Al =A"-A""bk" —A"bk" A, —...— AbK" A —bk" A7, (D.7)
Nyni dosadime (D.3), (D.5) — (D.7) do (D.4), oznacme
N, (A)=A"+a" A" +.. +a'A+a)l (D.8)

a zbyvajici vztahy upravme tak, Ze vytkneme b, Ab, A%b atd. a dostaneme
N, (A)-b(a'k" +a k™A, +...+a” k" A7 +k"A )+
~Ab(@Sk" +alk" A, +.. +a’ kTA var kTA )+ (D.9)
~A"?b(a’ k" +k"A,)+ A"k =0.

Tento vztah zapiSeme maticoveé
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N, (A)=[b,Ab,...,A"*b,A""b]

wy T wiy, T w T gn-2
ak’ +ak"A +...+a, kA

wp, T wy, T T 4n-1
a'k’ +ak’ A +...+k A

n-1

a’ k" +k"A,
kT

Prvni vyraz na pravé strané¢ je matice fiditelnosti

0Q.,(A,b)=[b,Ab,...,A"b,A""'b] ,

ktera je Ctvercova a nesingularni [systém je fiditelny, a proto detQ

existuje jeji inverze. Mlizeme tedy psat

a'k” +

wi, T
a k' +a;

kA, +.. +k"A

wy, T w T gn-2
kA +...+a’ k" A

a’' k" +k"A,
kT

(A,b) % 0], a tedy

co

=0, (A.b)N,,(4).

ProtoZe nas zajima pouze vektor k” (posledni fadek), proto dostaneme

k" =[0,0,...,0,1Q. (A,b)N, (A).

(D.10)
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PRILOHA E

Pozadované rozmisténi pola

Pii navrhu stavového fizeni se vychazi zrozmisténi poli v levé poloroving
komplexni roviny s. Vliv rozlozeni dvojice poli na ptrechodovou charakteristiku pro
linearni dynamicky systém 2. fadu je ukazan na obr. E.1.

Predpoklada se, Ze linearni dynamicky systém 2. fadu ma prenos

Y(s o}
G(s) = U((s)) = E +2§;’s+w§ (E.1)
2
resp. stavovy model
X (1) = x, (1), x,(0)=0,
X% (1) = —wtx, () -2 % X, (1) +u(t), x,(0)=0, (E.2)

0
y(t) = a)gxl(t)a
kde wy je pfirozeny uhlovy kmitocet (netlumenych kmitt), & — koeficient relativniho

tlumeni.

Pro posouzeni prub¢hti prechodovych charakteristik na obr. E.1 je vhodné zavést
dalsi ukazatele

a=Ew,, @=p1-E&, K:ymy_(—o);g.O)’ (E.3)

tj. o — tlumenti (stupen stability) a w — tthlovy kmitocet (tlumenych kmiti), x — relativni
ptekmit, y,, — maximalni hodnota pfechodové charakteristiky, y(c0) — ustadlena hodnota
pfechodové charakteristiky.

Na zéklad¢ vlivu pola na prechodovou charakteristiku (obr. E.1) lze v levé
poloroviné komplexni roviny s vymezit pro poly systému fizeni tzv. pripustnou oblast
vymezenou pozadovanym tlumenim o, a pozadovanym koeficientem relativniho
tlumeni &, v souladu s obr. E.2.

Poly lezici nejblize k hranici pfipustné oblasti se nazyvaji dominantni poly
(n€kdy jako dominantni p6ly jsou oznacovany ty, které jsou nejblize k imaginarni ose).

Dale se predpoklada, ze poly, které lezi daleko od hranice piipustné oblasti, maji
zanedbatelny vliv na chovani systému fizeni.

Hranice pfipustné oblasti na obr. E.2 jsou uréeny pomoci nize uvedenych vztaht

a,>(3+ 5)tl , (E4)

N

@, <arccos &, . (E.5)

kde 1, je doba regulace, tj. doba, kdy vystupni veli¢ina y(¢) vejde do pasma o Siice 2A, tj.
() £ A, kde tolerance regulace A = dy(); 6 = 0,01 = 0,05.
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Obr. E.1 Vliv komplexné sdruzenych polt systému 2. fadu na jeho piechodovou
charakteristiku
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Obr. E.2 Vymezeni piipustné oblasti pro poly regulaéniho obvodu

Ve vztahu (E.4) je menS$i ¢islo uvazovano v piipadé¢ jednoho dominantniho
realného polu a vétsi v ptipadé dominantniho dvojnasobného realného polu. Prvni vztah
je dan pro toleranci regulace okolo 5 %. Druhy vztah (E.5) vychézi z ptedpokladu
maximalniho 25% ptipustného relativniho prekmitu, tj.

k<025 = &£ >0404 = ¢ <66° (1.15 rad). (E.6)

Pfi navrhu stavového fizeni se Casto pouzivaji standardni binomické tvary
s nasobnym realnym pélem s;" =—a, a >0 (obr. E.3):

N, (s)=(s+a)", (E.7)

n=2 s*+2as+a’,

n=3 s°+3as*+3da’s+a’,

(E.8)
n=4 s*+4as’ +6a’*s* +4a’s+a’,
n=5 s’ +5as* +10a’s’ +10a’s* +5a*s +a’.
Velmi populéarni je integralni kritérium ITAE.
Liap = [tle()|dt —> min . (E.9)

0

Integralni kritérium ITAE I;74r (ITAE = Integral of Time multiplied by Absolute
Error) v sobé zahrnuje Cas i regulac¢ni odchylku, a proto pfi jeho minimalizaci dochazi
soucasn¢ k minimalizaci jak absolutni regula¢ni plochy, tak i doby regulace 7. Je to
velmi oblibené integralni kritérium, i kdyz jeho hodnotu v pfipadé kmitavych priubéhi
lze urcit pouze simulacné.

Piivodni koeficienty poZadovaného charakteristického mnohoclenu N,,(s) uvedené
napf. v [Graham, Lathrop 1953] byly ziskany na zaklad¢ analogové simulace a pozdéji
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byly uptesnény cislicovou simulaci [Cao 2008]. Nové standardni tvary ITAE davaji
podstatné mensi hodnotu integralniho kritéria (E.9) predevSim pro vysSi stupné
charakteristickych mnohoclenti.

Nové koeficienty charakteristickych mnohoclent pro kritérium ITAE (obr. E.4):
n=2 s*+1,505as +a>,
n=3 s°+1,783as> +2,172a°’s +a’,

4 s*+1,953as’ +3,347a’s* +2,648a’s +a”,

5 5° +2,068as* +4,499a°s” +4,675a°s” +3,257a’s + a’.

(E.10)

n
n

Konstanta a ve vztazich (E.7), (E.8) a (E.10) vyjadifuje casové méfitko. Jeji
volbou se prizplisobi standardni tvar charakteristického mnohoclenu s realnym
systemem.

h(t) &

0 | | ;
; 10 t1s]

Obr. E.3 Prechodové charakteristiky pro standardni binomické tvary (E.8) proa =1

h(t) &

0 I I »
5 10 f [s]

Obr. E.4 Prechodové charakteristiky pro standardni tvary ITAE (E.10) proa =1

Na obr. E.3 a E.4 jsou ukdzany ptrechodové charakteristiky pro binomické a ITAE
standardni tvary pro a = 1.
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