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Metod pro navrh ftizeni linearnich systémul existuje velké mnozstvi od asi nejznaméjsi metody
Ziegler-Nicholsovy az po metody navrhu robustniho fizeni (H-infinity, u syntéza).

Dale uvedené metody stavového navrhu fizeni [1] se vyznacuji dobfe podloZenou teorii a
dobrymi vysledky. Vychdzeji ze stavového modelu fizeného systému a vysledny regulator pocita
akeéni zasah na zakladé stavil systému. Stavy systému (napi. poloha, rychlost, proud protékajici
vedenim) nelze ve vétSiné piipadli méfit pfimo nebo nemaji fyzikalni ekvivalent, proto se k
urceni jejich hodnot pouziva pozorovatel.

2 Stavovy model

Stavovy model spojitého systému popisuje chovani systému pomoci zavislosti derivace stavi na
jejich aktualni hodnoté. Je dan nasledujicimi maticovymi rovnicemi.

X = AX + Bu (1)
y = Cx + Du

kde x je vektor stavii, w je vektor vstupl, y je vektor vystupli, matice A popisuje zavislost
derivaci stavli na aktualnich hodnotach stavli, matice B popisuje zavislost derivaci stavll na
vstupech, matice C popisuje zavislost vystupt na aktualnich hodnotach stavii a matice D popisuje
zéavislost vystupt na vstupech.

Stavovy model diskrétniho systému popisuje chovani systému pomoci zavislosti hodnot stavi
v nasledujicim casovém okamziku na jejich hodnoté v aktualnim ¢asovém okamziku. Nasledujici
maticové rovnice popisujici stavovy model diskrétniho systému maji stejnou strukturu jako u
stavového modelu spojitého systému. Vyznam jednotlivych symbolt je obdobny jako u spojitého
systétmu — X[k + 1] je vektor stavii v nasledujicim ¢asovém okamziku, x[k] je vektor stavi
v aktudlnim ¢asovém okamziku, u[k] je vektor vstupi, y[k] je vektor vystupti, matice A popisuje
zavislost hodnot stavil v nasledujicim ¢asovém okamziku na aktualnich hodnotach stavi, matice
B popisuje zavislost hodnot stavii v nasledujicim ¢asovém okamziku na vstupech, matice C
popisuje zavislost vystupt na aktualnich hodnotach stavii a matice ID popisuje zavislost vystupt
na vstupech.

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] )
ylk] = Cx[k] + Du[k]

3 Pozorovatel

Pozorovatel slouZzi k ur€eni aktudlnich hodnot stavii fizené¢ho systému, jinak feceno k pozorovani
jeho chovani. Asi nejznaméjs$im typem pozorovatele je Kalmaniv filtr, ktery je schopen pracovat
i pfi vysoké trovni Sumu. Pro bézné tcely ale dostacuje mnohem jednodussi typ pozorovatele.
Navic v soucasnosti, kdy drtiva vétSina tidicich systémd je diskrétni, ma smysl pracovat pouze



s diskrétnim pozorovatelem. Proto je dale uvazovana pouze diskrétni verze pozorovatele, i kdyz
1ze analogickym zplisobem navrhnout spojitou verzi.

Pozorovatel je tvofen modelem systému, do kterého vstupuje stejny fidici signal jako do
redlného systému, tzv. znamy vstup. V idedlnim piipad¢ by takovato implementace dostacovala,
abychom ziskali hodnoty stavii. V realnych ptfipadech ale na systém pisobi dal§i neméfitelné
vlivy, tzv. poruchy a také model piesné¢ neodpovida realnému chovani systému. Tyto vlivy musi
byt kompenzovany. Kompenzace se provadi pfi¢tenim vazené hodnoty rozdilu méfeného vystupu
systému a vystupu pozorovatele k hodnotam stavil. Vektor vah H se nazyva matice pozorovatele.
Pozorovatel je popsan nasledujicimi maticovymi rovnicemi.

K[k + 1] = AR[k] + H(y[k] — §[k]) + Bu[k] 3)
§lk] = CR[k] + Dulk]

Dosazenim za odhad vystupu systému a Gpravou se ziska

R[k + 1] = (A — HOR[k] + Hy[k] + (B — HD)u[k] (4)
$lk] = CX[k] + Du[k]

kde X[k] je odhad stavi systému, §[k] je odhad vystupu systému, y[k] je méfeny vystup
systému a u[k] je zndmy vstup do systému. Matice A, B, C a D jsou parametry modelu systému
(viz. Stavovy model).

Navrh pozorovatele tedy spociva v ur¢eni hodnot matice pozorovatele H. Z pozadavkl, aby
byl pozorovatel stabilni a zaroven reagoval rychleji neZ pozorovany systém, vyplyva, ze poly
pozorovatele musi lezet uvnitt jednotkové kruznice a musi byt blize knule nez podly
pozorovaného systému. Vzhledem k tomu, Ze poly pozorovatele odpovidaji kofeniim matice
(A — HC), lze matici pozorovatele navrhnout tak, Zze se zvoli vhodné pdly pozorovatele a
relativné jednoduchym vypoctem se dopocitaji koeficienty matice pozorovatele. Tento vypocet
1ze provést automatizované pomoci vhodného softwaru, napi. Matlab nebo NI LabView.

Tabulka 1: Ptiklad ndvrhu pozorovatele v prostfedi Matlab

navrh pozorovatele pro zavazi na pruziné na které plsobi ¥iditelnd sila
systém je popsan rovnici: mx'' + bx' + kx = F

m= 0.2; s hmotnost

b =10.2; % tlumeni

k =1; % tuhost

T = 0.01; % perioda vzorkovani

% sestaveni matic popisu systému (spojita verze)

A= [0 1; -k/m -b/m];

B = [0; 1/m];

c=1[10];




D = 0;

sys = ss(A,B,C,D); % spojity model

kontrola pozorovatelnosti
n = size (B, 1); % n rad rizeného systému
Mo = obsv(sys); % vypocet matice pozorovatelnosti

if (rank (Mo) ~= n)
error ('System neni pozorovatelny.');
end;

prevod spojitého modelu na diskrétni se vzorkovaci periodou T
sys_d = c2d(sys,T);

vypis pdld diskrétniho modelu
pole(sys _d)

pély maji hodnoty 0.9948 + 0.02171 a 0.9948 - 0.02171
zvoli se pdly pozorovatele tak aby byly rychlejsi (tj. blizZe nule)
op = [0.8 0.9];

spocitat a vypsat matici pozorovatele
H = place(sys d.A',sys d.C',op)"'

svyslednd matice pozorovatele je sloupcovy vektor s koeficienty
0.2896 a 1.6634

4 LQ design

LQ design je nejrozsifenéjsi metodou stavového navrhu fizeni. Velice Casto se pouziva ve spojeni
s kalmanovym filtrem, ktery plni ulohy pozorovatele a filtru odstranujiciho Sum z namétenych
hodnot (tzv. LQG design). LQ design umoznuje definovat zda jsou dilezit€jsi malé hodnoty
zasahi reguldtoru nebo rychla reakce fizeného systému.

Akeni zasah regulatoru je pocitan jako skalarni sou¢in vektoru zesileni regulatoru a stavového
vektoru fizeného systému. Navrh fizeni tedy spociva v nalezeni hodnot vektoru zesileni
regulatoru takovych, aby minimalizovaly cenovou funkci

J = J, x"Qx + 2x"Nu + u’ Ru)dt, (&)

kde x je vektor stavll systému, w je vektor vstupl systému a Q, N a R jsou volené matice
koeficienttl. Cim vétdi je hodnota koeficientu, tim vice je hodnota vstupu/stavu navrzenym
regulatorem minimalizovana. Napfiklad pokud je tfeba dosdhnout co nejrychleji co nejmensi
hodnoty prvniho stavu a na hodnotéach ostatnich stavii a vstuptli nezalezi, je tfeba nastavit hodnotu
v prvnim tfadku a prvnim sloupci matice Q na vysokou hodnotu a ostatni hodnoty koeficientti



ponechat malé. Navrh koeficientli je nejobtiznéjsi Casti navrhu LQ regulatoru a ve vétSing
ptipadi je pfi jejich navrhu tfeba postupovat metodou pokusu a omylu tak dlouho, dokud nejsou
splnény pozadavky na fizeni.

%o zawvazi na pruzing
o " + by’ + kx=F 1]
m=0.2; % hmoktnost

b=0.2 % Humneni Wl CE)DEDnstruct State-space Model,vi]
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Obrazek 1: Ptiklad navrhu pozorovatele v prostiedi NI LabView

Takto navrzeny regulator je vzhledem ke staviim systému proporcionalni, ale v praxi je pro
kompenzaci konstantniho zatizeni tfeba, aby mél regulator i integracni slozku. Navrh zesileni
integracni slozky je v pfipadé LQ designu velice jednoduchy. Stac¢i do modelu systému piidat
mezi stavy integral vystupu systému a hodnota odpovidajici integracnimu stavu v navrzeném
vektoru zesileni je poté zesilenim integratoru. Integrator se nasledné zapoji paralelné ke
stavovému regulatoru.

Pfidani integra¢niho stavu se provede nasledovné. Hodnota integra¢niho stavu X; je rovna
hodnot¢ integralu vystupu

x; = [ydt = [(Cx + Du)dt. (6)



Derivace tohoto stavu je tedy rovna vystupu. Rozsifenim rovnic stavového popisu 1 se ziska
model systému, ktery mezi stavy obsahuje i integral vystupu.

[f:] - é\ g] [xyfi] + [ﬁ";] u (7

y=I[c ol[y|+Du

i
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Obrazek 2: Struktura fizeni pomoci LQ regulatoru s pfipojenou integracni slozkou

Zesileni regulatoru lze touto metodou spocitat jak pro spojité tak i diskrétni fizeni (pfevedenim
spojitého stavového popisu na ekvivalentni diskrétni). Odvozeni minima cenové funkce pro
slozitéj$i systémy neni trividlni Glohou, ale opét lze vyuzit software Matlab a LabView, které
maji tuto metodu navrhu fizeni zabudovanou ve svych rozsirenich.

Tabulka 2: Ptiklad navrhu LQ regulatoru pomoci Matlabu

zavazli na pruziné
mx'' + bx' + kx = F
m = 0.2; % hmotnos
b =20.2; % tlumeni
k =1; > tuhost
T = 0.01; % perioda vzorkovani
5 sestaveni matic popisu systému (spojitéd verze)
A= [0 1; -k/m -b/m];
B = [0; 1/m];
c = 1[10];
D = 0;
n = size (B, 1); $ n tad rizeného systému
m = size (B, 2); 5 m pocet vstupnich velicin
s do stavi doplnit integral vystupu (pfredpoklad jednoho vystupu)
Ai = [A zeros(n,l); C 0];
Bi = [B; DJ];
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= [C 0];

s = ss(Ai,Bi,Ci,D); % spojity model

kontrola friditelnosti

ctrb(sys);
= size(Bi, 1); % ni rad rizeného systému s integralem vystupu
(rank (Mc) ~= ni)
error ('System neni riditelny.');
d;

volba matic koeficientd cenové funkce Q a R

(N neni nutné definovat. Pokud se nezadéd je povazovana za nulovou.)

Pozn.: Nejvice chceme minimalizovat odchylku polohy (prvni stav),
na rychlosti a integradlu polohy nam nezalezi (druhy a treti
stav), ale chceme také malé akcéni zasahy.

= eye(ni,ni); % matice Q musi byt ctvercovad se stejnym raddem jako systém

1,1) = 1le3; % chceme nejvice minimalizovat prvni stav (polohu)

= eye(m); % matice R musi byt c¢tvercovd se stejnym tadem jako pocet
vstupua

= R*10; % pridat na vyznamu minimalizaci akcénich zasaht

navrh diskrétniho reguldtoru (vektoru zesileni) pro spojity systém
= lgrd(Ai, Bi, Q, R, T);

z vektoru zesileni ziskat zesileni integréatoru
(zesileni posledniho stavu - integralu polohy)
(ptedpoklad jednoho vystupu)

= K(ni) $ Ki = 0.3027

z vektoru zesileni odstranit zesileni integratoru
= K(l:n) $ K= [8.6810 1.7063]

5

Struktura fizeni je stejna jako u LQ designu (viz. obrazek 2). Rozdil mezi metodami spociva ve
zpusobu navrhu zesileni regulatoru. V tomto piipadé se pouziva metoda volby poli uzaviené
smycky. Metodu Ize pouzit jak pro navrh zesileni spojitého regulatoru tak i diskrétniho. Dale

Stavové fizeni s integratorem na vstupu

bude uvazovan pouze diskrétni piipad.

Akeni zasah regulatoru je dan rovnici w[k] = —IKx[k]. Dosazenim do 2 a tpravou se ziskaji

rovnice popisujici chovani uzaviené smycky.

x[k + 1] = (A — BK)x[k] (8)
ylk] = (C— DK)x[k]




Obdobné jako pfi navrhu pozorovatele se zvoli pozadované poly uzaviené smycky a

koeficienty vektoru zesileni KK se dopocitaji tak, aby vlastni ¢isla (resp. poly uzaviené smycky)

matice (A + BK) byla rovna zvolenym pdltim.

MathScripk Mode

%% z&vaZi na pruzing
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%o tuhost

T=0.01; % perioda vzorkowani

% sestaveni matic popisu syskému (spojita verze)
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E =[0; 1/m];
C=[10];
O =0;

n = size(B, 13; % nfad fizeného systému

% do stavi doplnit inkearal wystupu
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Obrazek 3: Piiklad navrhu LQ regulatoru pomoci LabView

Pti pouziti této metody 1ze velikost akénich zasahii ovlivnit pouze neptfimo. Plati, ze ¢im vice
se volené poly uzaviené smycky lisi od poli oteviené smycky, tim vétsi jsou akeéni zasahy



navrzeného regulatoru. Pokud neni nutné podstatn¢ zménit chovani fizeného systému, ale je jej
naptiklad potfeba pouze stabilizovat, je vhodné volit pdly uzaviené smycky tak, aby odezva
uzaviené smycky byla stabilni a o néco rychlejsi nez odezva oteviené smycky. Tj. volené poly
musi lezet uvnitf jednotkové kruznice (diskrétni model systému) a mély by lezet blize k nule nez
poly oteviené smycky. Navic pokud nechceme, aby byla odezva uzaviené smycky kmitava, musi
zvolené poly lezet na kladné poloving realné osy.

Pro néavrh zesileni regulatoru na zdkladé zvolenych polu lze opét vyuzit Matlab nebo
LabView.

Tabulka 3: Ptiklad navrhu stavového regulatoru pomoci Matlabu
zavazli na pruziné
$ mx'' + bx' + kx = F

m = 0.2; % hmotnost
b =20.2; % tlumeni
k =1; % tuhost
T = 0.01; % perioda vzorkovani
% sestaveni matic popisu systému (spojitd verze)
A = [0 1; -k/m -b/m];
B = [0; 1/m];
c = [101];
D = 0;
n = size (B, 1); $ n tad trizeného systému
= size (B, 2); $ m pocCet vstupnich velicin

% do stava doplnit integral vystupu (predpoklad jednoho vystupu)
Ai = [A zeros(n,l); C 0];

Bi = [B; DJ];

[C 0];

Q
-
Il

sys = ss(Ai,Bi,Ci,D); % spojity model

kontrola riditelnosti
Mc = ctrb(sys);
ni = size(Bi, 1); % ni trad rizeného systému s integrélem
if (rank(Mc) ~= ni)
error ('System neni riditelny.');
end;

prevod spojitého modelu na ekvivalentni diskrétni
sys_d = c2d(sys,T);

zjisténi a vypis pdll oteviené smycky
pole(sys d)




% pbly oteviené smyc¢ky jsou 1.0000, 0.9948 + 0.0217i a 0.9948 - 0.02171
pdly uzavrené smycky zvolit tak, aby odezva uzavrené smycky byla
> stabilni, rychlejsi a nekmitava

cp = [0.95 0.9 0.85];

spo¢itat odpovidajici zesileni regulédtoru

K = place(sys d.A, sys d.B,cp);

z vektoru zesileni ziskat zesileni integréatoru
(zesileni posledniho stavu - integralu polohy)
(ptedpoklad jednoho vystupu)

Ki = K(ni) % Ki = 150.7575

z vektoru zesileni odstranit zesileni integratoru

K = K(l:n) 5 K = [52.7689

6 Stavové prediktivni Fizeni
Struktura fizeni je opét stejnd jako u predchozich dvou metod (viz. obrazek 2). Navrh zesileni
regulatoru vychazi z nasledujici uvahy. Stavy a vystup systému v k-tém casovém okamziku jsou

)

5.5537]

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k]
ylk] = Cx[k] + Dulk],

v k plus prvnim ¢asovém okamziku jsou

x[k + 2] = Ax[k + 1] + Bu[k + 1] = A?x[k] + ABu[k] + Bu[k + 1] (10)
ylk + 1] = Cx[k + 1] + Du[k + 1] = CAx[k] + CBu[k] + Du[k + 1],
v k plus druhém casovém okamziku jsou
x[k + 3] = A3x[k] + A’Bu[k] + ABu[k + 1] + Bu[k + 2] (11)
y[k + 2] = CA%x[k] + CABu[k] + CBu[k + 1] + Du[k + 2]
a tak dale. V k+j-tém ¢asovém okamziku jsou tedy stavy a vystupy systému
(12)

xlk +j + 1] = A/ x[k] + Y_, A/ Bulk + i]
ylk +j1 = CAIx[k] + X2 cA/ " 'Bulk + i] + Dulk + j].

Casovy vyvoj vystupti systému v zavislosti na aktudlnich stavech a budoucich vstupech miize

byt zapsana jako
y = Fx[k] + Hu (13)
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Obrazek 4: Priklad navrhu stavového regulatoru pomoci LabView



Ridici pravidlo neboli ¢asova posloupnost vstupll systému m se ziska minimalizaci cenové
funkce

J=(-w)'Qy—-w)+u'Ru, (14)
wlk]
_|wlk+1]]. . L . , . . .
kde w = : je Casovy vyvoj pozadovaného vystupu systému a matice Q a R jsou
wlk + j]

koeficienty cenové funkce. Dosazenim do cenové funkce se ziska
J = (Fx[k] + Hu — w)"Q(F x[k] + Hu — w) + u” Ru. (15)
Vstupy systému minimalizujici cenovou funkci jsou
u = L(w — Fx[k]), (16)
kde
L= (H"QH + R)"1HTQ. (17)

Prestoze tato metoda dava potiebné akcni zasahy na nékolik krokti dopfedu (v zavislosti na
poctu krokt predikce), v praxi je pouzitelny pouze prvni z nich, protoZe se na systému projevuji
vlivy poruch a nepfesnosti modelu. Nasledujici akéni zasah se musi spocitat znovu na zdkladé
aktualnich hodnot stavll. Za predpokladu, ze pozadovany vystup je v Case konstantni, je pro
vypocet aktualniho akéniho zasahu tieba pouzit pouze tolik prvnich fadkti matice IL a soucinu
(L) kolik je vstupt systému.

uq [k] Ztrrri1(Wt [k] 2{21 Ll,m(i—1)+t) Yp=1(LF) 1 pxp[k]
u[k] = uz[k] = ﬁl(wt[k] 2{21 Lz,m(i—1)+t) - §=1(LF?2,pxp[k] (18)

Un [k] ﬁl(wt [k] Z{=1 Ln,m(i—1)+t) Z;)=1(LF)n,pxp [k]

kde n je pocet vstupll systému, m je pocet vystupti systému, j je pocet krokl predikce, s je pocet
stavii systému, u,[k] je n-ty vstup systému, w;[k] je pozadovana hodnota t-tého vystupu
systému, L oznacuje prvky matice L, (LF) oznaCuje prvky matice (LF) a x,[k] je p-ty stav
systému.

Pro ziskani zesileni integratoru je tentokrat tfeba nejen pridat integral vystupu mezi stavy, ale
také mezi vystupy, jinak metoda navrhne nulové zesileni integratoru.



Tato metoda navrhu stavového fizeni neni v zddném mé znamém softwaru piimo

podporovana, ale protoze jsou jeji podstatou vypoclty s maticemi, je mozné pouzit jakykoli

software, ktery umi provadét vypocty s maticemi, napt. Matlab.

Tabulka 4: Priklad navrhu stavového prediktivniho regulatoru pomoci Matlabu

o

O Q W B oo

o]

Al
Bi

Mc
ni

if

en

sy

Ap
Bp
Cp
Dp

$ mx''" + bx' + kx = F

Ci = [C 0; zeros(l,n) 1];
Di = [D; 071;
sys = ss(Ai,Bi,Ci,Di); % spojity model

zavazli na pruziné

= 0.2; % hmotnost

= 0.2; % tlumeni

= 1; % tuhost

= 0.01; % perioda vzorkovani

sestaveni matic popisu systému (spojitd verze)
[0 1; -k/m -b/m];

= [0; 1/m];

= [1 0],

= 0;

= size (B, 1); $ n tad trizeného systému

= size (B, 2); $ m pocet vstupnich velicin

do stavi doplnit integral vystupu (predpoklad jednoho vystupu)
= [A zeros(n,1l); C 01;

= [B; DJ];

doplnit integral jako druhy vystup

kontrola friditelnosti
= ctrb(sys);

= size(Bi, 1); % n rad tizeného systému s integrélem

(rank (Mc) ~= ni)
error ('System neni riditelny.');
d;

prevod spojitého modelu na ekvivalentni diskrétni
s d = c2d(sys,T);

matice diskrétniho stavového modelu
= sys_d.A;
= sys_d.B;
= sys d.C;
= sys _d.D;




o\

pocet krokl predikce
j = 10;

% sestavit matici F z matematického odvozeni

for i=1:j
cal = Cp*(Ap” (i-1)); % dvouradkova matice (vystup a integral vystupu)
F(2*1-1,:) = cai(l,:);
F(2*1i,:) = cai(2,:);

end;

% sestavit matici H z matematického odvozeni
H = zeros(2*3j,3);

for i=1:7j
H(2*i-1,1) = Dp(1,1);
H(2*i,1) = Dp(2,1);
end;

for sloupec=1:j
for i=(sloupec+l) :j
% cab je dvouraddkova matice (vystup a integral vystupu)
cab = Cp* (Ap” (i-(sloupec+l))) *Bp;
H(2*i-1,sloupec) = cab(l,1);

H(2*i,sloupec) = cab(2,1);
end;
end;
% vahy cenové funkce
% velikost c¢tvercové matice Q je pocet vystupl krat pocet krokli predikce
Q = eye(2*j,2*]j) *1le3;

velikost c¢tvercové matice R je pocCet vstupl krat pocet krokl predikce
= eye(J,J3);

oo

o\

matice z matematického odvozeni
= inv (H'*Q*H + R) *H'*Q;

=

vybrat pouze (jeden, protoZe je pouze Jjeden vstup) Fradek pro
aktualni akcéni zasah (budouci zanedbat, protozZe se

o° o° oo

budou poc¢itat znovu)

pom = L*F;

K = pom(1l,:);

Ki = K(3) % zesileni integratoru
K = K(1:2) % stavova zesileni

% pozadované hodnoty vystupl jsou 0 = neni treba pocitat zesileni

pozadované hodnoty vystupu




