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Prednaska 1

1.1 Struc¢né zopakovanie pojmov z LDS

Uvazujme linedrny t-invariantny DS n-tého radu (LDS):

(t) = Ax(t) + Bu(t); x(to) = o

y(t) = Cx(t)
pricom x(t) € R", u(t) € R, y(t) € R™.
Rovnovazny stav x, € R" je stav neriadeného systému (wu(t) = 0 pre Vt), (t) |g—e, =0
Rovnovazny stav LDS je urceny rieSenim linedrnej homogénnej ststavy rovnic

Az, =0 <— x,=0

7 matematického hladiska je rovnovazny stav @, singularnym bodom rieSenia stavovych
rovnic.

Ustalenym stavom (pracovnym bodom) x, € R" budeme nazyvat stav systému pri
konstantnom riadeni
u(t) = Ugonst #0, pre Vit

Ustalené stavy LDS:
Ty = _A_lBukonst;

za predpokladu, ze matica A je regularna.
Nelinearny t-invariantny DS (n-tého radu)

NDS:

kde f[-], h[-] st dané nelinearne vektorové funkcie.

Rovnovazny stav NDS:



Ustaleny stav NDS:

0= f [w'ra ukonst]

Yy, = h [wra ukonst] .

1.2 Vlastnosti nelinedArnych dynamickych systémov

Nelinedrne systémy maju odlisné vlastnosti ako LDS, t.j.:
e neplati princip superpozicie

Princip superpozicie: ak na vstup systému privedieme linearnu kombinéciu vstup-
nych signalov; na vystupe dostaneme ti ¢sti linearnu kombinéaciu vystupnych sig-
nélov.

e rovnovazne stavy existuju aj mimo zaciatok siradnic

e pociatoéné podmienky maju vplyv na dosiahnutie rovnovaznych stavov autoném-
nych systémov

e vznik autooscilacii (samobudenych kmitov)

e neexistuje jednotna metodika na rieSenie NS

1.3 Klasifikacia nelinearit

NS obsahuju okrem linearnej ¢asti aj ¢ast nelinearnu.
1. Statické nelinearity: v(t) = flu(t); signu/(t)]

(a) linearizovatelné SN: v kazdom bode sa da jednoznaéne nahradit nelinearna
charakteristika doty¢nicou ku charakteristike, napr. v(t) = au®(t), v(t) =
3
au®(t).

(b) typické SN: nahrada nie je mozna, napr. relé, hysterézia, pasmo necitlivosti.
vid. (Modrlak, Nelinearne systémy).
2. Dynamické nelinearity — systém NDR n-tého radu

THD — 0.0, ), )
P1

(0 + 3/ ()" 4" () + o (V5D + 29(0) = ult)
P2

my" (t) + coy' (t) + cry(t) + oy (t) = F coswt



P3 (rovnica matematického kyvadla)

y"(t) + a1y (t) + agsiny(t) = u(t)

P4 (rovnica servomechanizmu s podstatnou nelinearitou)

y'(t) + ary/(t) — aoy(t)y'(t)signy(t) = u(t)

NDR n-tého radu je mozné rozlozit na n DR prvého radu. Rozklad na kanonickyj
tvar je podstatou metddy stavového priestoru, ktora sa pouziva pri posudzovani
stability rovnovaznych stavov (je ich viac ako 1) pomocou prvej (nepriamej)
Ljapunovej metody.

Pozn. Ak NS obsahuje typické nelinearity, funkcia f obsahuje nespojitosti opisané
pomocou funkcie sign; nemozno pouzit metddu linearizdcie a metdda fazovej roviny
musi byt pre ne upravena.

Priklad 1 Prepiste do substitucného kanonického tvaru NDS v P1.

y(t) = 1 (t)

T1(t) = 22(t) = fi(w1, 22, T3, 1)

o(t) = x3(t) = f2($1,$27$3, )

#5(t) = =3(a(1)) w3(t) — wa(t) /w3 (t) — 221 (t) + u(t)

= f3($17$27173, )

Uloha 1 Priklad P1 reprezentovany dynamickou nelinearitou namodelujte pri de-
finovanom vstupe u(t) v jazyku MATLAB a v prostredi Simulink.

1.4 Metody rieSenia NS

Stabilita NS: pri LDS existoval 1 rovnovazny stav, avSsak pri NDS moze existovat aj
viacero rovnovaznych stavov, z ktorych niektoré si stabilné a niektoré nestabilné. Ulohou

je uréit, ktoré to su.

Pracovnym rezimom NS st netlmené kmity (medzné cykly). Su to rovnovazne peri-
odické stavy, t.j. existuji bez toho, aby sme na vstup priviedli budiaci signél.

Medzi met6dy pre analyzu a syntézu NS patria:

1. metéda linearizacie: dloha sa transformuje na rieSenie LS, ktoré st aproximéciou

NS.

. metoda fazového priestoru: aplikacne pouzitelnd pre systému 2. radu (graficko-
analytické znazornenie fazového portrétu, algoritmické rieSenie fazového portrétu)

. Ljapunova metoda stability



4. metéda harmonickej rovnovahy: pre NS s typickymi nelinearitami, uréuju sa para-
metre medzného cyklu (amplituda, faza)

5. metdda Popova — kritérium stability (pre systémy so statickou a dynamickou neli-
nearitou).

1.4.1 Metoéda linearizacie

Vyuzivame v nasledovnych pripadoch:
1. ak sa v NS vyskytuji pomerne malé zmeny premennych

2. ak charakteristiky nelinearit st v okoli pracovného bodu spojité a diferencovatelné,
t.j. mdzeme tieto systémy linearizovat,

3. takto ziskané linearizované systémy potom vySetrujeme metédami znamymi z tebrie

LS,

4. metdda linearizicie sa nehodi pre systémy s typickymi nelinearitams.

Urcenie parametrov linearizovaného systému

1. Nech je systém opisany vtahom
y(t) = f(x1,x9,...,2,), f je nelinedrna funkcia. (1.1)
y vystup systému (alebo jeho n-ta derivécia)
x; vstupné premenna (alebo jej derivacia)
f nelinedrna funkcia, obsahuje statické aj dynamické nelinearity

2. Line4rna nahrada (1.1)

Y(t) = Ag+ AXi(t) + ApXo(t) + - + A X (t) = F(X1, Xo, ..., X)) (1.3)

I

kde f(X1, Xs,...,X,) je hodnota v PB.
e nihradu robime v okoli pracovného bodu (X1, Xs, ..., X},)

e pre malé zmeny premennych x;, koeficienty A; dobre aproximuji pdvodny
systém:

e odéitanim (1.2) of (1.3) ziskame:

y_Y:Al(xl_Xl)++An(wn_Xn)

14
Ay = AjAxy + -+ A Axy, (1.4)

hodnota funkcie v PB: Y = f(z1,29,...,2,).
odchylka od PB: Ax; = z; — X;.



3. Ak funkciu (1.1) je mozné analyticky vyjadrit a v okoli PB je spojita a pre Vz
diferencovatelna, moézeme ju zapisat do Taylorovho radu:

= f( X1, Xg,..., X = X;)=—
Yy .f( 1, A2y ) n)+Z(xz z)awl + )
=1 zi=X;
pricom zanedbanim vyssich ¢lenov ziskavame
Ay = Ax;—— 1.5
4. Porovnanim (1.4) a (1.5) ziskavame:
of of
A -X et Ap(m, — X)) = 5 - X n— Xn),
1(7 1)+ + Az ) prs (7 1)+ + . (x )
z ¢oho vyplyva:
0
A= f(ajZ :) , i=1,2,... n.
dz; zi=X;
a teda 9 9
8561 8562

i=1

1.4.2 Ljapunova metéda vySetrovania stability

Metoda sa da pouzit ak plati:
1. nelinearita sa d4 opisat jednoznacCne analytickou funkciou,

2. ak su v okoli pracovného bodu parcidlne derivéicie funkcie spojité, konecné, t.j. ak
je mozny rozvoj do Taylorovho radu,

3. ak za PB zvolime rovnovazny stav NS — podla 1. Ljapunovho kritéria sa
da posudit stabilita tohto systému v okoli pracovného bodu na zéklade prislusne;j
aproximacie vo vsetkych pripadoch, ked korene charakteristickej rovnice linearnej
aproximéacie maju nenulovi redlnu zlozku.

Zaver: zo stability 1. priblizenia je mozné usudzovat stabilitu pévodného NS.

e ak vSetky korene CHR 1. priblizenia lezia v Tavej polrovine — pévodny systém je
stabilny,

e ak 1 koren 1. pribliZenia je v pravej polrovine — 1. pribliZzenie aj povodny NS bol
nestabilny,

e ak jeden z korenov CHR lezi na imaginarnej osi a ostatné lezia vlavo — o stabilite
sa neda rozhodnut.



Priklad 2 (Vypocet rovnovdZnych stavov NS)

Urcte rovnovdzne stavy systému
E(t) +0.52(t) + 3z(t) + 2%(t) = 0
v rovine (x1,xs).
RieSenie:
Stavovy opis NDS v SKT:

1 (t) = xo(t)

#9(t) = =311 (t) — 0.625(t) — (21(2))? } SKT &(t) = f(=(t),1).

Rovnovdzny stav: je definovany ako bod, kde ma NDS nulové derivdcie, t.j. &(t) =0

NDS md vdcsi pocet rovnovdznych stavov rozneho charakteru — vypocitaji sa rieSenim
nelinedrnych algebraickyjch rovnic f(x(t),t) = 0-

Pre rovnovdzne stavy plati:

zo(t) = 0;  —3x1(t) — 0.625(t) — (z1(1))> =0

Rovnovdzne stavy v rovine (1, x2) si body:
RS, =10,0], RS, =[-3,0].

Priklad 3 Pomocou nepriameho Ljapunovho kritéria vysetrite stabilitu rovnovdzZnych

stavov NDS
10

/0 - (0:1- F WOF) 0+ 00 + (0 =0

Riesenie:
Po zavedent substiticie prepis do SKT:
o SKT:

RSl = [0,0], RSQ = [—1,0]



e Charakteristickd rovnica 1. pribliZzenia (pre DR 2-hého radu):

2 Of A
a$2 xz:Xi axl ml:Xi
" af of
_ - - =K
()= 53/ ()= (0

A =—-1-2X;, Ay;=0.1- 1022
p*— (0.1 -10X3)p — (-1 -2X;) =0

e (X1,X2)=[0,00 = p*’—0lp+1=0 = p2=05=+i
rovnovdzny stav (singuldrny bod [0,0]) odpovedd nestabilnému ohnisku
(X1, X5)=[-1,00 = p*—01lp—1=0 = p; =105 py=-09.

rovnovdzny stav (singuldrny bod [—1,0]) je typu sedlo, asymptoty sedla maji smer-
nicu 1.05 a —0.9. Pri korenoch py, pa nevieme posudit stabilitu!

1.5 Zaver

e Niektoré NS sa daju vySetrovat s dostato¢nou presnostou ako linearne, ak sa ich
spravanie neodliSuje od linearnej aproximacie, t.j. je dodrzany pohyb v blizkosti PB
alebo rovnovaznych stavov,

e vyskytuju sa situacie, ked linearizovany model je neadekvatny — linearizacia je ne-
pripustné (rozne typy oscilacii nevybudené vonkajsim periodickym signalom; sub-
harmonické kmity; skokova rezonancia; chaotické javy); mnohé z tychto javov st
neziadiuce a su vyvolané parazitnymi nelinearitami v regulatoroch + regulova-
nych procesoch (napr. trenie, nasytenie, relé)

e iné javy su ziaduce — ak nelinearity tmyselne zavadzame (dvojpolohova regula-
cia,...)

1.5.1 Dovody pre vyuzitie nelinedrneho riadenia
e pohyb vo velkych pracovnych rozsahoch (neplatia podmienky linearizacie okolo PB,
line4rne riadenie ma z1é vlastnoti — zla kvalita),

e riadenie systémov s nelinearitami, ktoré sa nedaju linearizovat (trenie, nasytenie,
hysterézia): vyvolavaju oscilacie a velké regulacné odchylky,

e jednoduchost niektorych NS — velké mnozstvo regul. procesov sa da riadit jednodu-
chymi a lacnymi prostriedkami (napr. nespojita regulacia tlaku/teploty /prietoku)

e v reguldtoroch pouzivame prvky "relé-ového typu",



e robustny navrh s ohladom na zmeny parametrov: pomalé zmeny parametrov v ¢ase
(napr starnutie prvkov), rychle zmeny (uchopenie zataze u manipulatorov),

e ak linearizicia rozvojom do TR u NS v syntéze nelinedrneho riadenia vykazuje
zhorSené regula¢né pochody (nestabilné spravanie), pouZziva sa presné exaktnd line-
arizacia.

V nelinearnych regula¢nych obvodoch sa vyskytuja:
e trvalé kmity o stilej amplitude (autooscildcie)

e jav ferorezonancie (v elektrickych RO s nelinearnou indukénostou L). Typicky pri-
klad z mechaniky: mechanicky systém s nelineanou charakteristikou pruziny:

my” (t) + by (t) + ay(t)cy®(t) = F coswt.



