Prednaska 2

Linearizacia a stabilita v malom

Uvazujme autonémny nelinearny ¢asovo-invariantny systém:

Ty = filwy, oo, 2p)
Ty = f2($1,$2, T ,xn)
(2.1)
T=fx) =
in = fn(xlvx% te ,$n).

Nelinearny systém definovany rovnicou (2.1) ma dva typy ustélenych stavov:

e rovnovazny stav — definovany vo fazovom priesotre izolovanymi singularnymi
bodmi (kl'udové stavy)

e mnozinou singularnych bodov, ktoré vytvaraju uzavreté trajektorie — medzné
cykly

V rovnovéznom stave su ¢asové zmeny vSetkych stavovych veli¢in rovné nule, t.j. singu-
larne body ‘z, vo fazovom priestore musia splnat podmienku:

fl(i‘xlsai Tsy - ai Ins) =0
fZ(ix'lsuiIst"' 7ixns) =0 . .

&= f(i®,) =0, i=12,..., P(pocet ricseni) (2.2)
fn(ixlsai Losy - ai xns) =0

Podmienka (2.2) moéze mat u nelinedrnych systémov viac rieseni, t.j. vo fazovom priestore
jej vyhovuje P singularnych bodov.

Pozn. Tak ako singularne body (rovnovazne stavy), tak aj medzné cykly mozu byt stabilné
(nestabilné) podla toho, & sa zastupujici bod v stavovom priestore pre t — oo k tomto
bodu blizi alebo sa od neho vzdialuje.

Stabilitu v malom okoli singuldrnych bodov mozeme vySetrovat linearizaciou nelinear-
neho systému v singularnych bodoch. Pre kazdy singularny bod ziskame nahradny
line4drny systém a potom kontrolujeme jeho stabilitu.



Linearizaciu vykoname rozvojom do TR v okoli singularnych bodov

Ae=x—x, x,=ax, i=12...,P

d _ (%4 _ ofh _ . (91 _
dt(l’l —Tq)= (3361) . (r1 — xg1) + (8@) B (g — xg2) + -+ + (8:1:”) 5 (Tp — Tgn)
d . _ (9% N of2 _ . (9

gt = (52)]| s (32)] @mmeor (52)] @ra
d _(0fa ~ Ofn _ s (9 _
E(xn — Tgp) = ((’3—1:1) B (v — g1) + (8:52) B (xg — Tgo) + -+ + (8%) . (Tn — Tn)

(2.3)

Sustava (2.3) zapisané v maticovom tvare:

Az = J(x,)(x —xs) =

kde J(zs) je Jakobiho matica dana

ofh  Ofr ofr
3£B1 8%2 a&vn
Of2 Ofs of2
)= |0 T o
Ofn  Ofn Ofn
oz Oxo Oxn

J(xs) Az = AAx,

Néahradny linearny systém v danom singularnom bode méa maticu systému A = J(x,) a
jeho stabilitu vySetrujeme metédami, ktoré pozname z linearnych systémov.

7 analyzy systémov v stavovom priestore je zndme, Ze charakteristickd rovnica je dana

ako
det [sT — A] = det [sI — J(x,)] = 8"+ an_18" "+~ +ais+ag, njerad systému.

Priklad 4 UvaZujme nelinedrny systém

= f1(1’17$2)

Tg = —2x9 + 11 — 37% = f2($17$2)

i‘lzﬂjg

Uloha.
1. Ndjdite singuldrne body.
2. Ndjdite ndhradné linedrne systémy v tgchto bodoch.
3. Rozhodnite o stabilite v okoli singuldrnych bodowv.

Riesenie.
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1. Singuldrne body vyhovuju rovnosti:

0=ay= fi(w1,12) — 22=0;
0—2$2+$1—$%:f2($1,$2) — IL’1(1—ZL'1):0 — :c1:0\/x1:1.

Dostali sme dva singuldrne body

ofi Of
ol ey 0 1

5o Do 1 -2z, -2

(a)
I

Charakteristickd rovnica s> + 2s — 1 = 0 md korene

S12 =

—24++v4+4
%Z—li\/ﬁ

Singuldrny bod ‘x, = {8} je nestabilny a jeho ndhradny linedrny systém md

rovnicu

. 1 o o 0 1 A.Z'l
Az = J(x,)Ax = AjAx = [1 _2} |:Al'2:|

(b)

Qwszm = J(x,)

Il
—
L o
[
|
[N)
| I |

det [sI — J (*x,)] = [s -1 } =s"4+25+1
8172 =-1

: 1] . ‘ . .
Singuldrny bod *x, = {O} je stabilng a jeho ndhradny linedrny systém md

TOUNICU

. 2 - o 0 1 AZL’l
Az = J(Pxs)Ax = AyAx = [_1 _2] {ij

Analyza nelinearnych systémov je v mnohych smeroch zovseobecnenim analyzy linearnych
systémov. Skor ako pristipime k rozboru singuldrnych bodov nelinedrnych systémov,
uvedieme najprv zakladné vlastnosti singuldrnych bodov linearnych systémov.
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Ciel: trajektorie vo fazovej rovine (pre linearny systém)

1. Stavovy model zlinearizovaného (linearneho) systému 2. radu mozeme zapisat do

tvaru:
Ty = Ty 1 0 1| |z
_ = S =
To = cxy + dxgy To c d| |z
. 01
T=Ax, A= L d]
kde
c— 3f2(9€17$2) d— af2(9€17332)
8901 z. 8.%'2 zs

Charakteristicka rovnica je:

det [sI — A] = det {_SC s_—ld} =5 —ds—c,

pri¢om vlastné ¢isla (korene charakteristickej rovnice) su

d+ V& +4c d d\’
3172:—2 :éj: <§> +c
Fazova trajektoria okolo singularneho bodu zavisi na korenioch charakteristickej
rovnice linearizovaného systému, t.j. na koeficientoch ¢, d. Za predpokladu, Ze korene
CHR s a s st realne (rozne) mozeme riesenie linearneho dynamického systému
a xy vyjadrit ako:

x1(t) = Cexp(sit) + Cyexp(sat)

z9(t) = 51C1 exp(s1t) + 5205 exp(sat),

C1, Cs st konstanty, ktoré zavisia na PP.

Rovnica fazovej trajektorie mé tvar:

dzy 570 exp(sit) + 5305 exp(sat)

dr, 5104 exp(sit) + s2Cs exp(sat)

2. Parametre linearneho systému a im odpovedajtce korene (typ singularneho bodu)

d* + 4c ‘ c ‘ d korene ‘ typ SB
>0 <0 <0 51 <0, s2<0 uzol stabilny
>0 <0 >0 51>0, s3>0 uzol nestabilny
>0 >0 <=>0 s1 >0, s83<0 sedlo
<0 <0 =0 512 = Tiw stred
<0 |<0| <0 |sjp=atiw,a=d/2<0,w=+/[(d/2)?>+c|| ohnisko stabilné
<0 | <0| >0 |sipg=atiw,a=d/2>0,w=+/[(d/2)?+ c| | ohnisko nestabilné
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2.1 Priebehy fazovych trajektorii

Stabilny uzol (s; < 05 s2 < 05 |sa| > |s1])

Predpokladajme, ze PP v rovnici fazovej trajektorie (1) sa volia tak, ze plati

d%’g
C1 = 07 - = 82,
dl’l
teda fazova trajektoria je priamka xo = soxy.
dl’g
=0, — =s,
dl’l

teda fazova trajektoria je priamka xo = syx;. Pre takto zvolené konstantny su fazové
trajektorie priamky so zapornymi smernicami sy, Ss.

Obr. 2.1: Stabilny uzol s; # s < 0.

Priklad 5
dml —
T
diy . (2.4)
a
Riesenie:

.Z'1<t) = {L'loe_t, {L'Q(t) = $20€_2t
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Zjavne z1(t) — 0 a x9(t) — 0 pre t — oo, t.3. SB = [0,0].

Tvar riesenia pre vylicenie t:
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Ve
e
e
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Obr. 2.2: Stabilny uzol s; = —1, s = —2.

Vsimnime si, Ze

A:<_1 O)’ CHR: s5+3s+2=0 = s =-1,85=-2

0 -2
a teda singuldrny bod je stabilny uzol.
Stabilny uzol (s; = s2 < 0) — nasobny koren
Stavové premenné:

(1)

ZEQ(t)

y(t) = ¢y exp(sit) + cot exp(syt)
y'(t) = s1c1 exp(sit) + coexp(sit) + sicat exp(sit)

Rovnica fazovej trajektorie ma tvar

dry  sicyexp(sit) + 2s7co exp(sit) + sicaot exp(sit) . dxsy
dry  spciexp(sit) + cyexp(sit) + sicot exp(sit) dry

a teda
Tg = 5121
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Obr. 2.3: Stabilny uzol s; = s5 < 0.

Pre t — oo a lub. PP je rovnica fazovej trajektorie

. dxy
lim — = sy,
t—oo dxy

t.j. pre t — oo sa kazda trajektoria tangencialne blizi k priamke zo = syx; a vo velke
vzdialenosti od SB = [0, 0] je s fiou rovnobezna.

Nestabilny uzol (s; > 0, s > 0, s1 # $2)

sz

Xy = 8%

>
X, =8,X, w

Obr. 2.4: Nestabilny uzol s; > 0, s9 > 0.

Féazovy portrét nestabilného uzla obsahuje 2 priamky xo = s121 a x5 = sox; s kladnymi
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smernicami $; a Sg. Pre t — oo st trajektorie rovnobezné s priamkou zo = sox7.

Priklad 6

del

— =2
dt !
dzx
P

L} LR ) [ ) [
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Obr. 2.5: Nestabilny uzol s = 1, s = 2.

A:(é (2)) CHR: s2-354+2=0 = s =1 8=2

a teda singuldrny bod je nestabilng uzol.

za(t) = 2203 (1)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Sedlo (s; < 0, sy > 0) Trajektorie sa pohybuju rovnobeine s xo = sjx; (zaporna

smernica) a neskor pre ¢ — 0o st rovnobezné s xry = 1.

Priklad 7
dl’l
— =
dt !
dx
d_t2 = —2I2.

Az((l) _02), CHR: s5+5—-2=0 = s =15 =2,
Riesenie:

.1'1<t) = $10€t, .Tg(t) = .%'2()67215
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Obr. 2.6: Sedlo s; < 0, s5 > 0.

Tvar rieSenia pre vyhicenie t:
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Obr. 2.7: Nestabilny uzol s; =1, 5o = —2.

12)

Stred (51’2 = 4w = +1

(2.15)

Todre = cx1dxy

=

CXq

o)

drs
d$1
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Integraciou: 3 — cx? = k. Fazovy portrét trajektorie stred je elipsa.

TS,
&

Obr. 2.8: Stred

Stabilné ohnisko (512 = atiw; a =d/2 < 0; w = /|(d/2)? + ¢|)

L//' \_

Obr. 2.9: Stabilné, resp. nestabilné ohnisko

Pre komplexne zdruzené korene mdzeme stavové premenné vyjadrit v tvare:

t t + inwt
/( )= (01 coswt + co sinwt) (2.16)

Y
Y (t) = e [(acy + wey) coswt + (aecy — wey) sin wi]
Nestabilné ohnisko (s;, = a £ iw; a = d/2 > 0; w = +/(d/2)? + ¢), fazova trajektoria
je rozvijajuca Spirala.
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