Prednaska 5

Priama Ljapunova metdda

Ljapunova tedria stability: umoziuje studovat stabilitu systému bez toho, aby sa rieseili
pohybové DR.

A.M. Ljapunov predlozil 2 metoédy na vySetrovanie stability:

1. Prva Ljapunova metoda — posudzuje stabilitu NDS podla priblizného linearneho
modelu (stabilita v malom/nepriama Ljapunova metdda)

2. Druha Ljapunova metoda (priama Ljapunova metéda) — umoziuje posudzovat sta-
bilitu v malom a vo velkom pri linearnych a nelinearnych DS (s budenim a bez
budenia)

— tuspech metdédy spociva v najdeni vhodnej Ljapunovej funkcie a v stanoveni jej
definitnosti.

— Ljapunove funkcie st matematickym zobecnenim zakladného fyzikalneho principu:
pri pohybe DS v systéme klesé (ubtuida) z celkovej energie.

— Ak je rovnovazny stav systému asymptoticky stabilny — pri pohybe po trajektorii sa
akumulované energia systému s rasticim ¢asom zmensuje a svoju minimalnu hod-
notu dosiahne v rovnovaznom stave. Ljapunova metoda spociva v najdeni vhodnej
funkcie, ktora si predstavujeme ako zovSeobecnenu energiu.

— Definitnost Ljapunovej funkcie spolu s definitnostou jej ¢asovej derivacie pozdlz
rieSenia stavovej rovnice systému dava informéciu o stabilite systému.

Definicia 1 Ljapunovova funkcia je takd redlna funkcia V (), ktord spliia nasledujice
podmienky:

(a) V() je spojita a md spojité parcidlne derivdcie
(b) V(x) je pozitivne definitnd: V(x) > 0,2 # 0, V(0) =0

(¢) casovd derivicia V(x) pozdlZ riesenia daného NDS & = f(x) je negativne definitnd
(negativne semidefinitnd)
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Derivdcia V(x) podla casu pozdlZ rieSenia daného systému je definovand vztahom:

. _d B dV(zq, -, xp) _OVidzy | OV dxy oV dzx,
Viz) = %V(m) - dt T Oz, di + Oxy dt toet ox, dt
dv(z) oV oV oV
qt —a—xlf1+a—sc2f2+"'+8—%fn

Veta 1 (Ljapunove kritérium): Ak existuje k danému systému & = f(x) pozitivne defi-
nitnd Ljapunova funkcia (V(x) > 0,2 # 0,V (0) = 0) a jej derivdcia V() je negativne
semidefinitnd (resp. negativne definitnd) — je rovnovazny stav & = 0 Ljapunovsky stabilny
(resp. asymptoticky stabilny).

Ljapunove vety o stabilite su iba postacujice podmienky, t.j. ak nemdzeme k danému
systému najst vhodni Ljapunovu funkciu, neznamené to, ze systém je nestabilny — dé sa
konstatovat, Ze pokus o urcenie stability sa nevydaril.

5.1 Generovanie Ljapunovskej funkcie pre nelinearne
autondmne systémy

— zatial neexistuje jednoduché a spolahlivd metoda, ktord by ndm umoznila stanovit
vhodni Ljapunovu funkciu pre lubovolny nelinearny systém

— vol'ba Ljapunovej funkcie v tvare kvadratickej formy — vSeobecne zlyhava

— existuje viacero metod pre generovanie V() — zaujimavé su tie, ktoré sa daju vyuzit
pre praktické rieSenie

5.1.1 VoIba Ljapunovej funkcie na zaklade fyzikalnej analogie.

— pri nelinedrnych rovniciach nizsieho radu méZzeme néajst jednoduchu fyzikalnu interpre-
taciu Ljapunovej tedrie a podla nej navrhnat vhodna funkciu V (z).

— tato metdda sa Casto vyuziva v teoretickej mechanike, v robotike, ..., a pomocou nej sa
daju vysvetlovat suvislosti medzi Ljapunovskou teoriou stability a tedériou optiméalnych
systémov.

Priklad 9 UvaZujme mechanicky systém pruzina-hmota-timic, v ktorom direktivna sila
f(z) a timiaca sila g(&) su nelinedrne. Pre pohyb systému plati

i+ g(x) + f(z) =0, (5.1)
I(O) = T, ._'17(0) = Zij'g

U konzervativneho systému: tlmenie g() = 0 a celkovd energia je konstantnd.
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Ak riesime konzervativny systém vo fdzovej rovine

xr1 =2, To=1T = T1 = To

iy = —f(21) 5:2)

Pre f(x1) # 0 pri x1 # 0 md systém 1 rovnovdzny stav v pociatku siradnic (stred).
Trajektorie su uzavreté krivky:

@ _ f(z1)

dl‘l i)
Integrdciou dostaneme rovnicu trajektorie

i) d.I'Q = —f(.’lfl)dilfl

x5

5 1 f(x1)dz =c¢ (5.3)
Celkovd energia E(x1,xs) pohybujiiceho sa systému je dand kinetickou energiou z3/2 a
potencidlnou energiou [ f(x1)dz;.

E<$1,$2) = Ek + Ep = ?2 + /f(l‘l)dIl (54)

Trajektorie systému siu krivkami celkovej energie tohto konzervativneho systémus:
casovd zmena energie = 0, t.j.

dE(.Tl, .TQ)

o = Tatat f(w)in = x3 (#: + f(21)) = 0

Zo stavovych rovnic iy = — f (1)

Pre nekonzervativne systémy (s timenim g(x2)) kde g(xa)xe > 0 pre xo # 0

Ty = X9 N dry  —f(x1) + g(w2)

hiad 5.5
b=~ ) —gle) T dm " >
Casovd zmena energie systémau:
dE(xq1,x .
WL oy (i 4 F(00) = () (5:6)

Nakolko g(xo)xy > 0 pre xo # 0 je vidiet, Ze energia systému stdle klesd so zvacSugicim
sa casom rieSenia.

— wviest obrdzok riesenia mechanického systému vo fdzovej rovine!
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5.1.2 Priklad na NDS — zavesené inverzné tlmené kyvadlo

Tlmené kyvadlo — zavesené na tuhom zavese a moze sa pohybovat v celom rozsahu uhlov.

Matematické kyvadlo (II. Newtonov zékon):

P(t) = —glsinp(t) — %ﬂﬂ + %

m hmotnost koncovej zataze kyvadla
| dizka nehmotného zévesu

k koeficient trenia

g gravitacné zrychlenie

©(t) uhlova vychylka

F(t) vonkajsia sila na vstupe systému (napr. sily vyvolané vhodnym pohonom pripoje-
nym k zavesu kyvadla)

V rozbore tlohy predpokladame, ze F'(t) pozname a moéZzeme ju aj lubovolne ovladat a
nechat posobit na kyvadlo

n(t) = o0 al) = pl1); ult) =y = (0
Model:
(1) = 72 (1)
#a(t) = —glsinas () — %xg(t) T u(t) (5.7)

1. Ak u = 0, na systém nebudeme posobit. Nebudeny systém — tzv. autonémny systém.

Rovnovazny stav &; = 0 implikuje

8 =0, 258 =0 (zavesené dole)
7 =m 252 =0 (inverzné kyvadlo zavesené hore)

Rovnovazny stav (fyzikalny kontext):

— el je stabilny,

— e2 je nestabilny

— v el sa systém udrzi (redlne pozorovatelny)

— v €2 sa systém bez vonkajSiecho pdsobenia neudrzi.

Pre vySetrovanie stability uvazujme energiu systému
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e v dolnej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy mensia nez v akejkolvek inej
polohe;

e v hornej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy vacsia.

Uvazujme funkciu V()
L
V(xy,29) = M) + mgl(1 — cos zy),
ktorda méa globalne minimum v rovnovaznom stave (0,0). Nech x(t) je trajekto-

ria systému a budeme uvazovat, ako sa vyvija funkcia V' (z(t)) na tejto trajektorii
(pozdlz tejto trajektorie):

d oV dx
%V(Cﬂ(t)) = o dl
v, o
N 83019:1 axQIQ

= (may)tqy + (mgl sin z1) iy
Pretoze x(t) je trajektoria systému, musi splitovat rovnice (5.7), preto za jej ¢asovi
derivaciu dosadime z (5.7)

d kl
%V(w(t)) = (mlgsinxy)zy + (mx2)(—glsinz, — EIQ) = —klz; (5.8)

Vidime, ze z funkcie V(x(t)) ubtda (okrem x5 = 0), t.j. ked je rychlost kyvadla
=0.

Energia V' (x(t)) klesa a najmensia je v rovnovaznom stave (0, 0), ktory je stabilny.

. 'V dalsom sa budeme zaoberat ako je mozné zmenit neziaduce vlastnosti nelinear-
neho systému.

Ciel': Uloha je stabilizovat hornt polohu kyvadla pomocou statickej sta-
vovej spatnej vazby, t.j. na zaklade okamzitych ohdnot stavu chceme urcit hod-
notu akénej veli¢iny, ktord aplikujeme na kyvadlo tak, Ze ho udrzime asymptoticky
v hornej polohe (proti porucham a odchylkam).

Matematicky to znamend, Ze potrebujeme uré¢it funkciu u = a(x1, o) pre ktoru by
systém

a1 (t) = x2(t)
. . kl
To(t) = —glsinzy(t) — Exz(t) + a(xq, x2) (5.9)
y(t) = z1(¢)
mal jediny asymptoticky stabilny stav xy = 7, 2o = 0.
Pouzijeme Ljapunovsky navrh, ktory pozostava z nasledujtcich krokov:
— uréime funkciu, ktora bude Ljapunovskou funkciou pre cielovy systém v uzavretej

slucke
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— vypocitame riadenie, ktoré to zaisti.

Ako v prvom pripade (spodny rovnovazny stav) pouzijeme funkciu celkovej energie
kyvadla s tym, Ze jej potencidlnu zlozku budeme pocitat vzhladom k hornému
rovnovaznemu stavu, lebo ten chceme stabilizovat. Tato funkcia mé tvar:

1 1
V(zy,29) = meg + mgl(1l — cos(xy — 7)) = §ma:§ +mgl(1+cosxzy)  (5.10)

Casova derivacie Ljapunovskej funkcie (5.10):

d oV dx oV . ov .
/@ 0) = 5o = ot g

= (mx9)ds — (mglsinxy)iy
Nakol'ko podla predpokladu je x(t) trajektoriou systému, musi spliiovat rovnice
kyvadla (5.9) — za ¢asové derivacie dosadime z (5.9) do (5.10).

d
dt

Ly (@) = (mas) (a(ml,xg) ~glsina — %@) ~ (mglsinz1)zs

= may (a1, 15) — 29l sinzy) — klz;
Pontika sa vol'ba a(x,xs) = 2glsin xy, ktora vedie na

d

dtV( x(t)) = —klas. (5.11)

Opakujeme uvahu, Ze kyvadlo zaujme polohu, v ktorej je funkcia V(zy,x2) mini-
mélna. Takyto stav je iba jeden: 1 = 7w, x5 = 0.

Vypoditand spétna vizba umelo modifikuje gravitacné pole — ak dosadime za
a(xy,xe) = 2glsinx; do (5.9) dostavame:

1(t) = w5(t)
To(t) = glsinzy(t) — %Ig(t) (5.12)
y(t) = z(1),

¢o je vlastne popis kyvadla (prevrateného hore nohami). Gravita¢né pole posobi
opatnym smerom — povodne nestabilna poloha sa stala stabilnd. Je potrebné si
uvedomit, Ze a(x) je staticka spéatna vézba, t.j. dava informacie iba o polohe, rych-
lost nie je potrebné.
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5.2 Stabilita nelineArnych systémov — porovnanie

stabilita (vSeobecne): najdolezitejsia vlasnost regula¢nych obvodov (linearnych alebo
nelinearnych)

stabilita nelinearnych obvodov: §irsi pojem a odliSuje sa od stability linedrnych sys-
témov

stabilita linearnych systémov: je vlastnostou tychto systémov a nezéavisi na ich okam-
zitom stave, vstupnych signéloch, pociato¢nych podmienkach

stabilita LDS: definuje sa ako schopnost vratit sa do rovnovazneho stavu, ak skoncilo
posobenie signalu, ktory systém z toho stavu vyviedol

stabilita NDS: definicia stability pre LDS je nepostacujtica (napr. rovovaznych stavov
je v NDS viac — odpovedaju im singularne body)

5.2.1 Rozsah platnosti stability NDS

— LDS je stabilny /nestabilny pre akékolvek pociatoéné podmienky — za istych predpo-
kladov to plati aj pre nelinearny systém — hovorime o globalnej stabilite (o stabilite vo
velkom). Systém je globalne stabilny, ak je stabilny pre v8etky pociatotné podmienky.

— pri NDS sa ¢asto stretavame so stabilitou pri malych vychylkach v istom okoli rov-
novazneho stavu — lokadlna stabilita (stabilita v malom). NDS je stabilny lokalne, ak
je stabilny pre pociatoéné podmienky vo vnutri oblasti okolo rovnovazneho stavu. Ak
je systém stabilny globéalne, je automaticky stabilny aj lokalne (naopak to
neplati).

5.2.2 Ustalené stavy NDS

— LDS maju 1 ustaleny stav pre t — 0o alebo sa nestaluju vobec (teda st nestabilné)

— NDS disponuju na rozdiel od LDS viacerymi ustélenymi stavmi — dva typy ustalenych
stavov:

e rovnovazne ustalené stavy (kIudové stavy): nulové vzdialenosti v jednotlivych osiach

e periodické ustélené stavy (medzné cykly): kmity o konStantnej amplitude a frek-
vencii.
Ak vySetrujeme stabilitu NDS — nehovorime o stabilite systému, ale o stabilite jeho
rovnovaznych stavov, ktoré mozu byt stabilné alebo nestabilné.

NDS mé tolko rovnovaznych stavov,kolko existuje rieSeni stustav rovnic: @1 = 0; Ty =
0,---,&, = 0 (ziaden rovnovazny stav, jeden, dva, ..., nekonecne vela) — pozri signularne
body LDS (a zovSeobecnenie na NDS)
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Ak maju stavové trajektorie v okoli SB smer dovnutra (k SB), speje systém do stavu
kl'udu a tento rovnovazny stav je staiblny (ak stavové trajektorie opustaju singularne
body, rovnovazny stav je nestabilny). Pre NDS je to hodnotenie lokalnej stability, nakol'ko
NDS disponuje viacerymi rovnovaznymi stavmi

Dalsim typov ustalenych stavov NDS st periodické ustalené stavy — st to ustalené vlastné
kmity (autooscilacie) — v stavovej rovine s reprezentované uzavretymi trajektoriami
(medzné cykly)

Medzné cykly:
(a) stabilné — trajektorie smeruju z blizkeho okolia k MC
(b) nestabilné — trajektorie sa vzdiluju od MC
(c) polostabilné — trajektorie sa z vonkajsej strany priblizuja, zvnutra vzdialuji
)

(d) polonestabilné — naopak.

5.2.3 Ljapunova tedria stability (pre systémy so sustredenymi
parametrami)

1. Realny systém ;
Saolt) = flat),ult), 1 (513)

2. Uvahy o stabilite — voIny systém <= wu(t) = 0, potom (5.13) je autonémny, t.j.

d
%) = flz(t)] (5.14)

3. Rovnovazny stav «, vyhovuje rovnici f(x,) = 0, pretoze %mr = 0.

4. Rovnovazny stav ¢asto byva zac¢iatok SS f(0) = 0.
5. Definicia stability, ak rieSenie (5.14) existuje:

Definicia 2 Ak x, = 0 je rovnovdzny stav systému (5.14), hovorime, Ze x, = 0 je
stabilny rovnovdziny stav, ak rieSenie rovnice (5.14) x(t) = x(x(ty)), ktoré zacina v
nejakom stave x(ty), blizko rovnovdznemu stavu x, = 0 zostane blizko rovnovdzneho
stavu x,., alebo sa k nemu pribliZuje.

Definicia 3 (V Ljapunovskom zmysle:) Systém (5.14) je stabilng v LJ. zmysle
v rovnovdznom stave x, = 0, ak pre kaZdé redlne c¢islo € > 0 existuje 6(¢) > 0 take,
Ze kazdé riesenie x(t) = x(x(ty)) systému (5.14), ktoré zacina v nejakom & okoli
rovnovdzneho stavu x, = 0, kde |x(to)| < 6, bude v € okoli rovn. stavu x, = 0:

lx(xz(to))] <€, pre Vit>ty

29



