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Prednaska 1

1.1 Struc¢né zopakovanie pojmov z LDS

Uvazujme linedrny t-invariantny DS n-tého radu (LDS):

(t) = Ax(t) + Bu(t); x(to) = o

y(t) = Cx(t)
pricom x(t) € R", u(t) € R, y(t) € R™.
Rovnovazny stav x, € R" je stav neriadeného systému (wu(t) = 0 pre Vt), (t) |g—e, =0
Rovnovazny stav LDS je urceny rieSenim linedrnej homogénnej ststavy rovnic

Az, =0 <— x,=0

7 matematického hladiska je rovnovazny stav @, singularnym bodom rieSenia stavovych
rovnic.

Ustalenym stavom (pracovnym bodom) x, € R" budeme nazyvat stav systému pri
konstantnom riadeni
u(t) = Ugonst #0, pre Vit

Ustalené stavy LDS:
Ty = _A_lBukonst;

za predpokladu, ze matica A je regularna.
Nelinearny t-invariantny DS (n-tého radu)

NDS:

kde f[-], h[-] st dané nelinearne vektorové funkcie.

Rovnovazny stav NDS:



Ustaleny stav NDS:

0= f [w'ra ukonst]

Yy, = h [wra ukonst] .

1.2 Vlastnosti nelinedArnych dynamickych systémov

Nelinedrne systémy maju odlisné vlastnosti ako LDS, t.j.:
e neplati princip superpozicie

Princip superpozicie: ak na vstup systému privedieme linearnu kombinéciu vstup-
nych signalov; na vystupe dostaneme ti ¢sti linearnu kombinéaciu vystupnych sig-
nélov.

e rovnovazne stavy existuju aj mimo zaciatok siradnic

e pociatoéné podmienky maju vplyv na dosiahnutie rovnovaznych stavov autoném-
nych systémov

e vznik autooscilacii (samobudenych kmitov)

e neexistuje jednotna metodika na rieSenie NS

1.3 Klasifikacia nelinearit

NS obsahuju okrem linearnej ¢asti aj ¢ast nelinearnu.
1. Statické nelinearity: v(t) = flu(t); signu/(t)]

(a) linearizovatelné SN: v kazdom bode sa da jednoznaéne nahradit nelinearna
charakteristika doty¢nicou ku charakteristike, napr. v(t) = au®(t), v(t) =
3
au®(t).

(b) typické SN: nahrada nie je mozna, napr. relé, hysterézia, pasmo necitlivosti.
vid. (Modrlak, Nelinearne systémy).
2. Dynamické nelinearity — systém NDR n-tého radu

THD — 0.0, ), )
P1

(0 + 3/ ()" 4" () + o (V5D + 29(0) = ult)
P2

my" (t) + coy' (t) + cry(t) + oy (t) = F coswt



P3 (rovnica matematického kyvadla)

y"(t) + a1y (t) + agsiny(t) = u(t)

P4 (rovnica servomechanizmu s podstatnou nelinearitou)

y'(t) + ary/(t) — aoy(t)y'(t)signy(t) = u(t)

NDR n-tého radu je mozné rozlozit na n DR prvého radu. Rozklad na kanonickyj
tvar je podstatou metddy stavového priestoru, ktora sa pouziva pri posudzovani
stability rovnovaznych stavov (je ich viac ako 1) pomocou prvej (nepriamej)
Ljapunovej metody.

Pozn. Ak NS obsahuje typické nelinearity, funkcia f obsahuje nespojitosti opisané
pomocou funkcie sign; nemozno pouzit metddu linearizdcie a metdda fazovej roviny
musi byt pre ne upravena.

Priklad 1 Prepiste do substitucného kanonického tvaru NDS v P1.

y(t) = 1 (t)

T1(t) = 22(t) = fi(w1, 22, T3, 1)

o(t) = x3(t) = f2($1,$27$3, )

#5(t) = =3(a(1)) w3(t) — wa(t) /w3 (t) — 221 (t) + u(t)

= f3($17$27173, )

Uloha 1 Priklad P1 reprezentovany dynamickou nelinearitou namodelujte pri de-
finovanom vstupe u(t) v jazyku MATLAB a v prostredi Simulink.

1.4 Metody rieSenia NS

Stabilita NS: pri LDS existoval 1 rovnovazny stav, avSsak pri NDS moze existovat aj
viacero rovnovaznych stavov, z ktorych niektoré si stabilné a niektoré nestabilné. Ulohou

je uréit, ktoré to su.

Pracovnym rezimom NS st netlmené kmity (medzné cykly). Su to rovnovazne peri-
odické stavy, t.j. existuji bez toho, aby sme na vstup priviedli budiaci signél.

Medzi met6dy pre analyzu a syntézu NS patria:

1. metéda linearizacie: dloha sa transformuje na rieSenie LS, ktoré st aproximéciou

NS.

. metoda fazového priestoru: aplikacne pouzitelnd pre systému 2. radu (graficko-
analytické znazornenie fazového portrétu, algoritmické rieSenie fazového portrétu)

. Ljapunova metoda stability



4. metéda harmonickej rovnovahy: pre NS s typickymi nelinearitami, uréuju sa para-
metre medzného cyklu (amplituda, faza)

5. metdda Popova — kritérium stability (pre systémy so statickou a dynamickou neli-
nearitou).

1.4.1 Metoéda linearizacie

Vyuzivame v nasledovnych pripadoch:
1. ak sa v NS vyskytuji pomerne malé zmeny premennych

2. ak charakteristiky nelinearit st v okoli pracovného bodu spojité a diferencovatelné,
t.j. mdzeme tieto systémy linearizovat,

3. takto ziskané linearizované systémy potom vySetrujeme metédami znamymi z tebrie

LS,

4. metdda linearizicie sa nehodi pre systémy s typickymi nelinearitams.

Urcenie parametrov linearizovaného systému

1. Nech je systém opisany vtahom
y(t) = f(x1,x9,...,2,), f je nelinedrna funkcia. (1.1)
y vystup systému (alebo jeho n-ta derivécia)
x; vstupné premenna (alebo jej derivacia)
f nelinedrna funkcia, obsahuje statické aj dynamické nelinearity

2. Line4rna nahrada (1.1)

Y(t) = Ag+ AXi(t) + ApXo(t) + - + A X (t) = F(X1, Xo, ..., X)) (1.3)

I

kde f(X1, Xs,...,X,) je hodnota v PB.
e nihradu robime v okoli pracovného bodu (X1, Xs, ..., X},)

e pre malé zmeny premennych x;, koeficienty A; dobre aproximuji pdvodny
systém:

e odéitanim (1.2) of (1.3) ziskame:

y_Y:Al(xl_Xl)++An(wn_Xn)

14
Ay = AjAxy + -+ A Axy, (1.4)

hodnota funkcie v PB: Y = f(z1,29,...,2,).
odchylka od PB: Ax; = z; — X;.



3. Ak funkciu (1.1) je mozné analyticky vyjadrit a v okoli PB je spojita a pre Vz
diferencovatelna, moézeme ju zapisat do Taylorovho radu:

= f( X1, Xg,..., X = X;)=—
Yy .f( 1, A2y ) n)+Z(xz z)awl + )
=1 zi=X;
pricom zanedbanim vyssich ¢lenov ziskavame
Ay = Ax;—— 1.5
4. Porovnanim (1.4) a (1.5) ziskavame:
of of
A -X et Ap(m, — X)) = 5 - X n— Xn),
1(7 1)+ + Az ) prs (7 1)+ + . (x )
z ¢oho vyplyva:
0
A= f(ajZ :) , i=1,2,... n.
dz; zi=X;
a teda 9 9
8561 8562

i=1

1.4.2 Ljapunova metéda vySetrovania stability

Metoda sa da pouzit ak plati:
1. nelinearita sa d4 opisat jednoznacCne analytickou funkciou,

2. ak su v okoli pracovného bodu parcidlne derivéicie funkcie spojité, konecné, t.j. ak
je mozny rozvoj do Taylorovho radu,

3. ak za PB zvolime rovnovazny stav NS — podla 1. Ljapunovho kritéria sa
da posudit stabilita tohto systému v okoli pracovného bodu na zéklade prislusne;j
aproximacie vo vsetkych pripadoch, ked korene charakteristickej rovnice linearnej
aproximéacie maju nenulovi redlnu zlozku.

Zaver: zo stability 1. priblizenia je mozné usudzovat stabilitu pévodného NS.

e ak vSetky korene CHR 1. priblizenia lezia v Tavej polrovine — pévodny systém je
stabilny,

e ak 1 koren 1. pribliZenia je v pravej polrovine — 1. pribliZzenie aj povodny NS bol
nestabilny,

e ak jeden z korenov CHR lezi na imaginarnej osi a ostatné lezia vlavo — o stabilite
sa neda rozhodnut.



Priklad 2 (Vypocet rovnovdZnych stavov NS)

Urcte rovnovdzne stavy systému
E(t) +0.52(t) + 3z(t) + 2%(t) = 0
v rovine (x1,xs).
RieSenie:
Stavovy opis NDS v SKT:

1 (t) = xo(t)

#9(t) = =311 (t) — 0.625(t) — (21(2))? } SKT &(t) = f(=(t),1).

Rovnovdzny stav: je definovany ako bod, kde ma NDS nulové derivdcie, t.j. &(t) =0

NDS md vdcsi pocet rovnovdznych stavov rozneho charakteru — vypocitaji sa rieSenim
nelinedrnych algebraickyjch rovnic f(x(t),t) = 0-

Pre rovnovdzne stavy plati:

zo(t) = 0;  —3x1(t) — 0.625(t) — (z1(1))> =0

Rovnovdzne stavy v rovine (1, x2) si body:
RS, =10,0], RS, =[-3,0].

Priklad 3 Pomocou nepriameho Ljapunovho kritéria vysetrite stabilitu rovnovdzZnych

stavov NDS
10

/0 - (0:1- F WOF) 0+ 00 + (0 =0

Riesenie:
Po zavedent substiticie prepis do SKT:
o SKT:

RSl = [0,0], RSQ = [—1,0]



e Charakteristickd rovnica 1. pribliZzenia (pre DR 2-hého radu):

2 Of A
a$2 xz:Xi axl ml:Xi
" af of
_ - - =K
()= 53/ ()= (0

A =—-1-2X;, Ay;=0.1- 1022
p*— (0.1 -10X3)p — (-1 -2X;) =0

e (X1,X2)=[0,00 = p*’—0lp+1=0 = p2=05=+i
rovnovdzny stav (singuldrny bod [0,0]) odpovedd nestabilnému ohnisku
(X1, X5)=[-1,00 = p*—01lp—1=0 = p; =105 py=-09.

rovnovdzny stav (singuldrny bod [—1,0]) je typu sedlo, asymptoty sedla maji smer-
nicu 1.05 a —0.9. Pri korenoch py, pa nevieme posudit stabilitu!

1.5 Zaver

e Niektoré NS sa daju vySetrovat s dostato¢nou presnostou ako linearne, ak sa ich
spravanie neodliSuje od linearnej aproximacie, t.j. je dodrzany pohyb v blizkosti PB
alebo rovnovaznych stavov,

e vyskytuju sa situacie, ked linearizovany model je neadekvatny — linearizacia je ne-
pripustné (rozne typy oscilacii nevybudené vonkajsim periodickym signalom; sub-
harmonické kmity; skokova rezonancia; chaotické javy); mnohé z tychto javov st
neziadiuce a su vyvolané parazitnymi nelinearitami v regulatoroch + regulova-
nych procesoch (napr. trenie, nasytenie, relé)

e iné javy su ziaduce — ak nelinearity tmyselne zavadzame (dvojpolohova regula-
cia,...)

1.5.1 Dovody pre vyuzitie nelinedrneho riadenia
e pohyb vo velkych pracovnych rozsahoch (neplatia podmienky linearizacie okolo PB,
line4rne riadenie ma z1é vlastnoti — zla kvalita),

e riadenie systémov s nelinearitami, ktoré sa nedaju linearizovat (trenie, nasytenie,
hysterézia): vyvolavaju oscilacie a velké regulacné odchylky,

e jednoduchost niektorych NS — velké mnozstvo regul. procesov sa da riadit jednodu-
chymi a lacnymi prostriedkami (napr. nespojita regulacia tlaku/teploty /prietoku)

e v reguldtoroch pouzivame prvky "relé-ového typu",



e robustny navrh s ohladom na zmeny parametrov: pomalé zmeny parametrov v ¢ase
(napr starnutie prvkov), rychle zmeny (uchopenie zataze u manipulatorov),

e ak linearizicia rozvojom do TR u NS v syntéze nelinedrneho riadenia vykazuje
zhorSené regula¢né pochody (nestabilné spravanie), pouZziva sa presné exaktnd line-
arizacia.

V nelinearnych regula¢nych obvodoch sa vyskytuja:
e trvalé kmity o stilej amplitude (autooscildcie)

e jav ferorezonancie (v elektrickych RO s nelinearnou indukénostou L). Typicky pri-
klad z mechaniky: mechanicky systém s nelineanou charakteristikou pruziny:

my” (t) + by (t) + ay(t)cy®(t) = F coswt.



Prednaska 2

Linearizacia a stabilita v malom

Uvazujme autonémny nelinearny ¢asovo-invariantny systém:

Ty = filwy, oo, 2p)
Ty = f2($1,$2, T ,xn)
(2.1)
T=fx) =
in = fn(xlvx% te ,$n).

Nelinearny systém definovany rovnicou (2.1) ma dva typy ustélenych stavov:

e rovnovazny stav — definovany vo fazovom priesotre izolovanymi singularnymi
bodmi (kl'udové stavy)

e mnozinou singularnych bodov, ktoré vytvaraju uzavreté trajektorie — medzné
cykly

V rovnovéznom stave su ¢asové zmeny vSetkych stavovych veli¢in rovné nule, t.j. singu-
larne body ‘z, vo fazovom priestore musia splnat podmienku:

fl(i‘xlsai Tsy - ai Ins) =0
fZ(ix'lsuiIst"' 7ixns) =0 . .

&= f(i®,) =0, i=12,..., P(pocet ricseni) (2.2)
fn(ixlsai Losy - ai xns) =0

Podmienka (2.2) moéze mat u nelinedrnych systémov viac rieseni, t.j. vo fazovom priestore
jej vyhovuje P singularnych bodov.

Pozn. Tak ako singularne body (rovnovazne stavy), tak aj medzné cykly mozu byt stabilné
(nestabilné) podla toho, & sa zastupujici bod v stavovom priestore pre t — oo k tomto
bodu blizi alebo sa od neho vzdialuje.

Stabilitu v malom okoli singuldrnych bodov mozeme vySetrovat linearizaciou nelinear-
neho systému v singularnych bodoch. Pre kazdy singularny bod ziskame nahradny
line4drny systém a potom kontrolujeme jeho stabilitu.



Linearizaciu vykoname rozvojom do TR v okoli singularnych bodov

Ae=x—x, x,=ax, i=12...,P

d _ (%4 _ ofh _ . (91 _
dt(l’l —Tq)= (3361) . (r1 — xg1) + (8@) B (g — xg2) + -+ + (8:1:”) 5 (Tp — Tgn)
d . _ (9% N of2 _ . (9

gt = (52)]| s (32)] @mmeor (52)] @ra
d _(0fa ~ Ofn _ s (9 _
E(xn — Tgp) = ((’3—1:1) B (v — g1) + (8:52) B (xg — Tgo) + -+ + (8%) . (Tn — Tn)

(2.3)

Sustava (2.3) zapisané v maticovom tvare:

Az = J(x,)(x —xs) =

kde J(zs) je Jakobiho matica dana

ofh  Ofr ofr
3£B1 8%2 a&vn
Of2 Ofs of2
)= |0 T o
Ofn  Ofn Ofn
oz Oxo Oxn

J(xs) Az = AAx,

Néahradny linearny systém v danom singularnom bode méa maticu systému A = J(x,) a
jeho stabilitu vySetrujeme metédami, ktoré pozname z linearnych systémov.

7 analyzy systémov v stavovom priestore je zndme, Ze charakteristickd rovnica je dana

ako
det [sT — A] = det [sI — J(x,)] = 8"+ an_18" "+~ +ais+ag, njerad systému.

Priklad 4 UvaZujme nelinedrny systém

= f1(1’17$2)

Tg = —2x9 + 11 — 37% = f2($17$2)

i‘lzﬂjg

Uloha.
1. Ndjdite singuldrne body.
2. Ndjdite ndhradné linedrne systémy v tgchto bodoch.
3. Rozhodnite o stabilite v okoli singuldrnych bodowv.

Riesenie.
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1. Singuldrne body vyhovuju rovnosti:

0=ay= fi(w1,12) — 22=0;
0—2$2+$1—$%:f2($1,$2) — IL’1(1—ZL'1):0 — :c1:0\/x1:1.

Dostali sme dva singuldrne body

ofi Of
ol ey 0 1

5o Do 1 -2z, -2

(a)
I

Charakteristickd rovnica s> + 2s — 1 = 0 md korene

S12 =

—24++v4+4
%Z—li\/ﬁ

Singuldrny bod ‘x, = {8} je nestabilny a jeho ndhradny linedrny systém md

rovnicu

. 1 o o 0 1 A.Z'l
Az = J(x,)Ax = AjAx = [1 _2} |:Al'2:|

(b)

Qwszm = J(x,)

Il
—
L o
[
|
[N)
| I |

det [sI — J (*x,)] = [s -1 } =s"4+25+1
8172 =-1

: 1] . ‘ . .
Singuldrny bod *x, = {O} je stabilng a jeho ndhradny linedrny systém md

TOUNICU

. 2 - o 0 1 AZL’l
Az = J(Pxs)Ax = AyAx = [_1 _2] {ij

Analyza nelinearnych systémov je v mnohych smeroch zovseobecnenim analyzy linearnych
systémov. Skor ako pristipime k rozboru singuldrnych bodov nelinedrnych systémov,
uvedieme najprv zakladné vlastnosti singuldrnych bodov linearnych systémov.
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Ciel: trajektorie vo fazovej rovine (pre linearny systém)

1. Stavovy model zlinearizovaného (linearneho) systému 2. radu mozeme zapisat do

tvaru:
Ty = Ty 1 0 1| |z
_ = S =
To = cxy + dxgy To c d| |z
. 01
T=Ax, A= L d]
kde
c— 3f2(9€17$2) d— af2(9€17332)
8901 z. 8.%'2 zs

Charakteristicka rovnica je:

det [sI — A] = det {_SC s_—ld} =5 —ds—c,

pri¢om vlastné ¢isla (korene charakteristickej rovnice) su

d+ V& +4c d d\’
3172:—2 :éj: <§> +c
Fazova trajektoria okolo singularneho bodu zavisi na korenioch charakteristickej
rovnice linearizovaného systému, t.j. na koeficientoch ¢, d. Za predpokladu, Ze korene
CHR s a s st realne (rozne) mozeme riesenie linearneho dynamického systému
a xy vyjadrit ako:

x1(t) = Cexp(sit) + Cyexp(sat)

z9(t) = 51C1 exp(s1t) + 5205 exp(sat),

C1, Cs st konstanty, ktoré zavisia na PP.

Rovnica fazovej trajektorie mé tvar:

dzy 570 exp(sit) + 5305 exp(sat)

dr, 5104 exp(sit) + s2Cs exp(sat)

2. Parametre linearneho systému a im odpovedajtce korene (typ singularneho bodu)

d* + 4c ‘ c ‘ d korene ‘ typ SB
>0 <0 <0 51 <0, s2<0 uzol stabilny
>0 <0 >0 51>0, s3>0 uzol nestabilny
>0 >0 <=>0 s1 >0, s83<0 sedlo
<0 <0 =0 512 = Tiw stred
<0 |<0| <0 |sjp=atiw,a=d/2<0,w=+/[(d/2)?>+c|| ohnisko stabilné
<0 | <0| >0 |sipg=atiw,a=d/2>0,w=+/[(d/2)?+ c| | ohnisko nestabilné

12



2.1 Priebehy fazovych trajektorii

Stabilny uzol (s; < 05 s2 < 05 |sa| > |s1])

Predpokladajme, ze PP v rovnici fazovej trajektorie (1) sa volia tak, ze plati

d%’g
C1 = 07 - = 82,
dl’l
teda fazova trajektoria je priamka xo = soxy.
dl’g
=0, — =s,
dl’l

teda fazova trajektoria je priamka xo = syx;. Pre takto zvolené konstantny su fazové
trajektorie priamky so zapornymi smernicami sy, Ss.

Obr. 2.1: Stabilny uzol s; # s < 0.

Priklad 5
dml —
T
diy . (2.4)
a
Riesenie:

.Z'1<t) = {L'loe_t, {L'Q(t) = $20€_2t

13



Zjavne z1(t) — 0 a x9(t) — 0 pre t — oo, t.3. SB = [0,0].

Tvar riesenia pre vylicenie t:

Ve
e
e

//[[
e

Ve
e
e

C
¥ e

/
/
iz

Obr. 2.2: Stabilny uzol s; = —1, s = —2.

Vsimnime si, Ze

A:<_1 O)’ CHR: s5+3s+2=0 = s =-1,85=-2

0 -2
a teda singuldrny bod je stabilny uzol.
Stabilny uzol (s; = s2 < 0) — nasobny koren
Stavové premenné:

(1)

ZEQ(t)

y(t) = ¢y exp(sit) + cot exp(syt)
y'(t) = s1c1 exp(sit) + coexp(sit) + sicat exp(sit)

Rovnica fazovej trajektorie ma tvar

dry  sicyexp(sit) + 2s7co exp(sit) + sicaot exp(sit) . dxsy
dry  spciexp(sit) + cyexp(sit) + sicot exp(sit) dry

a teda
Tg = 5121

14
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(2.8)



Xy = 81X

N

Obr. 2.3: Stabilny uzol s; = s5 < 0.

Pre t — oo a lub. PP je rovnica fazovej trajektorie

. dxy
lim — = sy,
t—oo dxy

t.j. pre t — oo sa kazda trajektoria tangencialne blizi k priamke zo = syx; a vo velke
vzdialenosti od SB = [0, 0] je s fiou rovnobezna.

Nestabilny uzol (s; > 0, s > 0, s1 # $2)

sz

Xy = 8%

>
X, =8,X, w

Obr. 2.4: Nestabilny uzol s; > 0, s9 > 0.

Féazovy portrét nestabilného uzla obsahuje 2 priamky xo = s121 a x5 = sox; s kladnymi

15



smernicami $; a Sg. Pre t — oo st trajektorie rovnobezné s priamkou zo = sox7.

Priklad 6

del

— =2
dt !
dzx
P

L} LR ) [ ) [
b1 f 4
W\ 177
A {11 /
SN \ AL/ ///
AN v
AN M4 /
\{\}\1\\\\\\‘ M/ /////,f/
of g\é\?:.\\_\._\ f/éfi?f;
S AR S e
AN
///%':// y i \ \;\
o0 LS ) f | \\\\ \\\
,/// /f ! AR \\~
//,///f f} h \\\\ \
2SR ER R R R R R RN

Obr. 2.5: Nestabilny uzol s = 1, s = 2.

A:(é (2)) CHR: s2-354+2=0 = s =1 8=2

a teda singuldrny bod je nestabilng uzol.

za(t) = 2203 (1)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Sedlo (s; < 0, sy > 0) Trajektorie sa pohybuju rovnobeine s xo = sjx; (zaporna

smernica) a neskor pre ¢ — 0o st rovnobezné s xry = 1.

Priklad 7
dl’l
— =
dt !
dx
d_t2 = —2I2.

Az((l) _02), CHR: s5+5—-2=0 = s =15 =2,
Riesenie:

.1'1<t) = $10€t, .Tg(t) = .%'2()67215
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Obr. 2.6: Sedlo s; < 0, s5 > 0.

Tvar rieSenia pre vyhicenie t:

)
a
5=
2$1 2$1
Il
/fnﬂ A% ~
: H\\\\ ./ \\“\ /f ”/////«N/////
S0 NN
A RN
3 gt \\\\\ ///4//4/4///“
S paaaa@ g D S
I T B
S rv:VJvJ;”vv::vv”:v/ - A\A\M\M\A\“
5 et s
RY e N N P -
>~ o
TN\
SN\
- /r”r//r// ///: :\\\\ \\\\»M\
Py |

4
2
ok
2
4

Obr. 2.7: Nestabilny uzol s; =1, 5o = —2.

12)

Stred (51’2 = 4w = +1

(2.15)

Todre = cx1dxy

=

CXq

o)

drs
d$1
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Integraciou: 3 — cx? = k. Fazovy portrét trajektorie stred je elipsa.

TS,
&

Obr. 2.8: Stred

Stabilné ohnisko (512 = atiw; a =d/2 < 0; w = /|(d/2)? + ¢|)

L//' \_

Obr. 2.9: Stabilné, resp. nestabilné ohnisko

Pre komplexne zdruzené korene mdzeme stavové premenné vyjadrit v tvare:

t t + inwt
/( )= (01 coswt + co sinwt) (2.16)

Y
Y (t) = e [(acy + wey) coswt + (aecy — wey) sin wi]
Nestabilné ohnisko (s;, = a £ iw; a = d/2 > 0; w = +/(d/2)? + ¢), fazova trajektoria
je rozvijajuca Spirala.
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Prednaska 3

Priklad 8 UwvazZujme nelinedrny autonomny systém
y"(t) + 3y (1) +4y°(t) — y(t) = 0.

Uloha. Ndjdite singuldrne body a rozhodnite o stabilite v okoli singuldrnych bodov. Na-
kreslite vysledny fdzovy portrét nelinedrneho systému — urobte zdver tykajici sa globdlnej
stability.

Riesene:

1. Stavové rovnice (SKT):

2. Singuldrne body:

Linearizdcia v okoli singuldrnych bodowv:

oL o4 0 1
Jakobiho matica  J(xs) = % % = [1 —1222(8) _3]
Ox1  Ox2 1
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(a) Pre singuldrny bod 'z, = [8} je charakteristickd rovnica linearizovaného systému,

J(lws)zﬁ 1} = det[sI—J(lxs)}:det{s -1

— 2 _
-3 -1 s+3}_3 +as -1,

teda pdly siu

_ —-3+£0+4
-

s1 = 0.3028, s = —3.3028.

51,2

Singuldrny bod *x, = [8} je nestabilnyg a podla korenov charakteristickej rovnice je

jeho fazovy portrét sedlo.

(b) Pre singuldrny bod *x, = {0(')5] je charakteristickd rovnica linearizovaného systému

0 1 s -1
J (2$5) = [_2 _3] = det [sI— J (1335)] = det [2 5—1—3] = 5?4+ 35+ 2,

teda poly si sy = —1, sy = —2. Singuldrny bod *x, = [ 05} je stabilny a podla

korenov charakteristickej rovnice je jeho trajektoria stabilny uzol.
c¢) Pre singuldrny bod >z, = —U9 plati rovnaky zdver ako pre singuldrny bod *x,.
0

Fdzové trajektorie: aby sa dalo rozhodnit o globdlnej stabilite, je nutné zakreslit fazové
trajektorie v celej fazovej rovine

% g
X2 -2X1 \. Y= _2“

Y= X, \ A= 43K
\ L=-X

A\Y;t—0,302X1

Obr. 3.1: Fazovy portrér nelinearneho systému
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Prednaska 4
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Prednaska 5

Priama Ljapunova metdda

Ljapunova tedria stability: umoziuje studovat stabilitu systému bez toho, aby sa rieseili
pohybové DR.

A.M. Ljapunov predlozil 2 metoédy na vySetrovanie stability:

1. Prva Ljapunova metoda — posudzuje stabilitu NDS podla priblizného linearneho
modelu (stabilita v malom/nepriama Ljapunova metdda)

2. Druha Ljapunova metoda (priama Ljapunova metéda) — umoziuje posudzovat sta-
bilitu v malom a vo velkom pri linearnych a nelinearnych DS (s budenim a bez
budenia)

— tuspech metdédy spociva v najdeni vhodnej Ljapunovej funkcie a v stanoveni jej
definitnosti.

— Ljapunove funkcie st matematickym zobecnenim zakladného fyzikalneho principu:
pri pohybe DS v systéme klesé (ubtuida) z celkovej energie.

— Ak je rovnovazny stav systému asymptoticky stabilny — pri pohybe po trajektorii sa
akumulované energia systému s rasticim ¢asom zmensuje a svoju minimalnu hod-
notu dosiahne v rovnovaznom stave. Ljapunova metoda spociva v najdeni vhodnej
funkcie, ktora si predstavujeme ako zovSeobecnenu energiu.

— Definitnost Ljapunovej funkcie spolu s definitnostou jej ¢asovej derivacie pozdlz
rieSenia stavovej rovnice systému dava informéciu o stabilite systému.

Definicia 1 Ljapunovova funkcia je takd redlna funkcia V (), ktord spliia nasledujice
podmienky:

(a) V() je spojita a md spojité parcidlne derivdcie
(b) V(x) je pozitivne definitnd: V(x) > 0,2 # 0, V(0) =0

(¢) casovd derivicia V(x) pozdlZ riesenia daného NDS & = f(x) je negativne definitnd
(negativne semidefinitnd)
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Derivdcia V(x) podla casu pozdlZ rieSenia daného systému je definovand vztahom:

. _d B dV(zq, -, xp) _OVidzy | OV dxy oV dzx,
Viz) = %V(m) - dt T Oz, di + Oxy dt toet ox, dt
dv(z) oV oV oV
qt —a—xlf1+a—sc2f2+"'+8—%fn

Veta 1 (Ljapunove kritérium): Ak existuje k danému systému & = f(x) pozitivne defi-
nitnd Ljapunova funkcia (V(x) > 0,2 # 0,V (0) = 0) a jej derivdcia V() je negativne
semidefinitnd (resp. negativne definitnd) — je rovnovazny stav & = 0 Ljapunovsky stabilny
(resp. asymptoticky stabilny).

Ljapunove vety o stabilite su iba postacujice podmienky, t.j. ak nemdzeme k danému
systému najst vhodni Ljapunovu funkciu, neznamené to, ze systém je nestabilny — dé sa
konstatovat, Ze pokus o urcenie stability sa nevydaril.

5.1 Generovanie Ljapunovskej funkcie pre nelinearne
autondmne systémy

— zatial neexistuje jednoduché a spolahlivd metoda, ktord by ndm umoznila stanovit
vhodni Ljapunovu funkciu pre lubovolny nelinearny systém

— vol'ba Ljapunovej funkcie v tvare kvadratickej formy — vSeobecne zlyhava

— existuje viacero metod pre generovanie V() — zaujimavé su tie, ktoré sa daju vyuzit
pre praktické rieSenie

5.1.1 VoIba Ljapunovej funkcie na zaklade fyzikalnej analogie.

— pri nelinedrnych rovniciach nizsieho radu méZzeme néajst jednoduchu fyzikalnu interpre-
taciu Ljapunovej tedrie a podla nej navrhnat vhodna funkciu V (z).

— tato metdda sa Casto vyuziva v teoretickej mechanike, v robotike, ..., a pomocou nej sa
daju vysvetlovat suvislosti medzi Ljapunovskou teoriou stability a tedériou optiméalnych
systémov.

Priklad 9 UvaZujme mechanicky systém pruzina-hmota-timic, v ktorom direktivna sila
f(z) a timiaca sila g(&) su nelinedrne. Pre pohyb systému plati

i+ g(x) + f(z) =0, (5.1)
I(O) = T, ._'17(0) = Zij'g

U konzervativneho systému: tlmenie g() = 0 a celkovd energia je konstantnd.
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Ak riesime konzervativny systém vo fdzovej rovine

xr1 =2, To=1T = T1 = To

iy = —f(21) 5:2)

Pre f(x1) # 0 pri x1 # 0 md systém 1 rovnovdzny stav v pociatku siradnic (stred).
Trajektorie su uzavreté krivky:

@ _ f(z1)

dl‘l i)
Integrdciou dostaneme rovnicu trajektorie

i) d.I'Q = —f(.’lfl)dilfl

x5

5 1 f(x1)dz =c¢ (5.3)
Celkovd energia E(x1,xs) pohybujiiceho sa systému je dand kinetickou energiou z3/2 a
potencidlnou energiou [ f(x1)dz;.

E<$1,$2) = Ek + Ep = ?2 + /f(l‘l)dIl (54)

Trajektorie systému siu krivkami celkovej energie tohto konzervativneho systémus:
casovd zmena energie = 0, t.j.

dE(.Tl, .TQ)

o = Tatat f(w)in = x3 (#: + f(21)) = 0

Zo stavovych rovnic iy = — f (1)

Pre nekonzervativne systémy (s timenim g(x2)) kde g(xa)xe > 0 pre xo # 0

Ty = X9 N dry  —f(x1) + g(w2)

hiad 5.5
b=~ ) —gle) T dm " >
Casovd zmena energie systémau:
dE(xq1,x .
WL oy (i 4 F(00) = () (5:6)

Nakolko g(xo)xy > 0 pre xo # 0 je vidiet, Ze energia systému stdle klesd so zvacSugicim
sa casom rieSenia.

— wviest obrdzok riesenia mechanického systému vo fdzovej rovine!
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5.1.2 Priklad na NDS — zavesené inverzné tlmené kyvadlo

Tlmené kyvadlo — zavesené na tuhom zavese a moze sa pohybovat v celom rozsahu uhlov.

Matematické kyvadlo (II. Newtonov zékon):

P(t) = —glsinp(t) — %ﬂﬂ + %

m hmotnost koncovej zataze kyvadla
| dizka nehmotného zévesu

k koeficient trenia

g gravitacné zrychlenie

©(t) uhlova vychylka

F(t) vonkajsia sila na vstupe systému (napr. sily vyvolané vhodnym pohonom pripoje-
nym k zavesu kyvadla)

V rozbore tlohy predpokladame, ze F'(t) pozname a moéZzeme ju aj lubovolne ovladat a
nechat posobit na kyvadlo

n(t) = o0 al) = pl1); ult) =y = (0
Model:
(1) = 72 (1)
#a(t) = —glsinas () — %xg(t) T u(t) (5.7)

1. Ak u = 0, na systém nebudeme posobit. Nebudeny systém — tzv. autonémny systém.

Rovnovazny stav &; = 0 implikuje

8 =0, 258 =0 (zavesené dole)
7 =m 252 =0 (inverzné kyvadlo zavesené hore)

Rovnovazny stav (fyzikalny kontext):

— el je stabilny,

— e2 je nestabilny

— v el sa systém udrzi (redlne pozorovatelny)

— v €2 sa systém bez vonkajSiecho pdsobenia neudrzi.

Pre vySetrovanie stability uvazujme energiu systému
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e v dolnej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy mensia nez v akejkolvek inej
polohe;

e v hornej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy vacsia.

Uvazujme funkciu V()
L
V(xy,29) = M) + mgl(1 — cos zy),
ktorda méa globalne minimum v rovnovaznom stave (0,0). Nech x(t) je trajekto-

ria systému a budeme uvazovat, ako sa vyvija funkcia V' (z(t)) na tejto trajektorii
(pozdlz tejto trajektorie):

d oV dx
%V(Cﬂ(t)) = o dl
v, o
N 83019:1 axQIQ

= (may)tqy + (mgl sin z1) iy
Pretoze x(t) je trajektoria systému, musi splitovat rovnice (5.7), preto za jej ¢asovi
derivaciu dosadime z (5.7)

d kl
%V(w(t)) = (mlgsinxy)zy + (mx2)(—glsinz, — EIQ) = —klz; (5.8)

Vidime, ze z funkcie V(x(t)) ubtda (okrem x5 = 0), t.j. ked je rychlost kyvadla
=0.

Energia V' (x(t)) klesa a najmensia je v rovnovaznom stave (0, 0), ktory je stabilny.

. 'V dalsom sa budeme zaoberat ako je mozné zmenit neziaduce vlastnosti nelinear-
neho systému.

Ciel': Uloha je stabilizovat hornt polohu kyvadla pomocou statickej sta-
vovej spatnej vazby, t.j. na zaklade okamzitych ohdnot stavu chceme urcit hod-
notu akénej veli¢iny, ktord aplikujeme na kyvadlo tak, Ze ho udrzime asymptoticky
v hornej polohe (proti porucham a odchylkam).

Matematicky to znamend, Ze potrebujeme uré¢it funkciu u = a(x1, o) pre ktoru by
systém

a1 (t) = x2(t)
. . kl
To(t) = —glsinzy(t) — Exz(t) + a(xq, x2) (5.9)
y(t) = z1(¢)
mal jediny asymptoticky stabilny stav xy = 7, 2o = 0.
Pouzijeme Ljapunovsky navrh, ktory pozostava z nasledujtcich krokov:
— uréime funkciu, ktora bude Ljapunovskou funkciou pre cielovy systém v uzavretej

slucke
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— vypocitame riadenie, ktoré to zaisti.

Ako v prvom pripade (spodny rovnovazny stav) pouzijeme funkciu celkovej energie
kyvadla s tym, Ze jej potencidlnu zlozku budeme pocitat vzhladom k hornému
rovnovaznemu stavu, lebo ten chceme stabilizovat. Tato funkcia mé tvar:

1 1
V(zy,29) = meg + mgl(1l — cos(xy — 7)) = §ma:§ +mgl(1+cosxzy)  (5.10)

Casova derivacie Ljapunovskej funkcie (5.10):

d oV dx oV . ov .
/@ 0) = 5o = ot g

= (mx9)ds — (mglsinxy)iy
Nakol'ko podla predpokladu je x(t) trajektoriou systému, musi spliiovat rovnice
kyvadla (5.9) — za ¢asové derivacie dosadime z (5.9) do (5.10).

d
dt

Ly (@) = (mas) (a(ml,xg) ~glsina — %@) ~ (mglsinz1)zs

= may (a1, 15) — 29l sinzy) — klz;
Pontika sa vol'ba a(x,xs) = 2glsin xy, ktora vedie na

d

dtV( x(t)) = —klas. (5.11)

Opakujeme uvahu, Ze kyvadlo zaujme polohu, v ktorej je funkcia V(zy,x2) mini-
mélna. Takyto stav je iba jeden: 1 = 7w, x5 = 0.

Vypoditand spétna vizba umelo modifikuje gravitacné pole — ak dosadime za
a(xy,xe) = 2glsinx; do (5.9) dostavame:

1(t) = w5(t)
To(t) = glsinzy(t) — %Ig(t) (5.12)
y(t) = z(1),

¢o je vlastne popis kyvadla (prevrateného hore nohami). Gravita¢né pole posobi
opatnym smerom — povodne nestabilna poloha sa stala stabilnd. Je potrebné si
uvedomit, Ze a(x) je staticka spéatna vézba, t.j. dava informacie iba o polohe, rych-
lost nie je potrebné.
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5.2 Stabilita nelineArnych systémov — porovnanie

stabilita (vSeobecne): najdolezitejsia vlasnost regula¢nych obvodov (linearnych alebo
nelinearnych)

stabilita nelinearnych obvodov: §irsi pojem a odliSuje sa od stability linedrnych sys-
témov

stabilita linearnych systémov: je vlastnostou tychto systémov a nezéavisi na ich okam-
zitom stave, vstupnych signéloch, pociato¢nych podmienkach

stabilita LDS: definuje sa ako schopnost vratit sa do rovnovazneho stavu, ak skoncilo
posobenie signalu, ktory systém z toho stavu vyviedol

stabilita NDS: definicia stability pre LDS je nepostacujtica (napr. rovovaznych stavov
je v NDS viac — odpovedaju im singularne body)

5.2.1 Rozsah platnosti stability NDS

— LDS je stabilny /nestabilny pre akékolvek pociatoéné podmienky — za istych predpo-
kladov to plati aj pre nelinearny systém — hovorime o globalnej stabilite (o stabilite vo
velkom). Systém je globalne stabilny, ak je stabilny pre v8etky pociatotné podmienky.

— pri NDS sa ¢asto stretavame so stabilitou pri malych vychylkach v istom okoli rov-
novazneho stavu — lokadlna stabilita (stabilita v malom). NDS je stabilny lokalne, ak
je stabilny pre pociatoéné podmienky vo vnutri oblasti okolo rovnovazneho stavu. Ak
je systém stabilny globéalne, je automaticky stabilny aj lokalne (naopak to
neplati).

5.2.2 Ustalené stavy NDS

— LDS maju 1 ustaleny stav pre t — 0o alebo sa nestaluju vobec (teda st nestabilné)

— NDS disponuju na rozdiel od LDS viacerymi ustélenymi stavmi — dva typy ustalenych
stavov:

e rovnovazne ustalené stavy (kIudové stavy): nulové vzdialenosti v jednotlivych osiach

e periodické ustélené stavy (medzné cykly): kmity o konStantnej amplitude a frek-
vencii.
Ak vySetrujeme stabilitu NDS — nehovorime o stabilite systému, ale o stabilite jeho
rovnovaznych stavov, ktoré mozu byt stabilné alebo nestabilné.

NDS mé tolko rovnovaznych stavov,kolko existuje rieSeni stustav rovnic: @1 = 0; Ty =
0,---,&, = 0 (ziaden rovnovazny stav, jeden, dva, ..., nekonecne vela) — pozri signularne
body LDS (a zovSeobecnenie na NDS)
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Ak maju stavové trajektorie v okoli SB smer dovnutra (k SB), speje systém do stavu
kl'udu a tento rovnovazny stav je staiblny (ak stavové trajektorie opustaju singularne
body, rovnovazny stav je nestabilny). Pre NDS je to hodnotenie lokalnej stability, nakol'ko
NDS disponuje viacerymi rovnovaznymi stavmi

Dalsim typov ustalenych stavov NDS st periodické ustalené stavy — st to ustalené vlastné
kmity (autooscilacie) — v stavovej rovine s reprezentované uzavretymi trajektoriami
(medzné cykly)

Medzné cykly:
(a) stabilné — trajektorie smeruju z blizkeho okolia k MC
(b) nestabilné — trajektorie sa vzdiluju od MC
(c) polostabilné — trajektorie sa z vonkajsej strany priblizuja, zvnutra vzdialuji
)

(d) polonestabilné — naopak.

5.2.3 Ljapunova tedria stability (pre systémy so sustredenymi
parametrami)

1. Realny systém ;
Saolt) = flat),ult), 1 (513)

2. Uvahy o stabilite — voIny systém <= wu(t) = 0, potom (5.13) je autonémny, t.j.

d
%) = flz(t)] (5.14)

3. Rovnovazny stav «, vyhovuje rovnici f(x,) = 0, pretoze %mr = 0.

4. Rovnovazny stav ¢asto byva zac¢iatok SS f(0) = 0.
5. Definicia stability, ak rieSenie (5.14) existuje:

Definicia 2 Ak x, = 0 je rovnovdzny stav systému (5.14), hovorime, Ze x, = 0 je
stabilny rovnovdziny stav, ak rieSenie rovnice (5.14) x(t) = x(x(ty)), ktoré zacina v
nejakom stave x(ty), blizko rovnovdznemu stavu x, = 0 zostane blizko rovnovdzneho
stavu x,., alebo sa k nemu pribliZuje.

Definicia 3 (V Ljapunovskom zmysle:) Systém (5.14) je stabilng v LJ. zmysle
v rovnovdznom stave x, = 0, ak pre kaZdé redlne c¢islo € > 0 existuje 6(¢) > 0 take,
Ze kazdé riesenie x(t) = x(x(ty)) systému (5.14), ktoré zacina v nejakom & okoli
rovnovdzneho stavu x, = 0, kde |x(to)| < 6, bude v € okoli rovn. stavu x, = 0:

lx(xz(to))] <€, pre Vit>ty
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Prednaska 6

Metody syntézy nelinearnych systémov

Ulohou syntézy je navrhnif k linearnemu/nelinedrnemu systému vhodny line-
arny /nelinearny regulator, ktory zaisti splnenie ciela syntézy, t.j. splnenie poziadavky
na pozadované chovanie URO.

Ak je cielom stabilné spravanie + vhodné dynamika pri velkych rychlostiach a pracovnych
rozsahoch je nutné nelinearne riadenie.

Stabiliza¢ny problém: tlohou je najst pre definovany NDS

z(t) = f(t,z,u)

taky zékon riadenia u, aby pri Tubovolnej poc¢iatocnej podmienke xq € 2 smeroval stav
x(t) do pozadovaného rovnovazneho stavu (a dosiahol ho v konecnom case).

Priklady na stabiliza¢né tlohy: regulacia teploty v peci na konstantnu teplotu, regulacia
hladiny v nadobéach, regulacia letu lietadla v konstantnej vygke.

Problém sledovania: Je zadany systém

xz(t) = f(t,z,u
(t) = f(t.2.u) o)

y(t) = h(z(t))
a regerenc¢nd trajektoria vystupu

w(t) = Yef(t). (6:2)

Ulohou je najst také riadenie u(t), aby pri pohybe z Tubovolného pociatoéného stavu v
oblasti 2 konvergovala regula¢na odchylka

e(t)=w(t) —y(t) =0

a stav zostal ohraniceny.

Priklad na sledovanie: robotické systémy (bud je referencné trajektoria znama alebo sa
da vypocitat).
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Ulohy sledovania st obtiaznejsie ako tlohy stabilizacie, pretoze pr sledovani musi ria-
diaci systém udrziavat nielen stabilny stav systému, ale tiez udrziavat vystup systému na
referen¢nej trajektorii.

Postup pri navrhu riadenia (dodrzat pri zadani)
Pri navrhu riadenia dodrziavame nasledovné kroky:
1. fyzikdlny systém modelujeme pomocou systému DR

2. §pecifikujeme pozadované spravanie, volba snimacov, akénych ¢lenov — modeluju sa
ich vlastnosti

3. navrhneme podla zvolenej metdédy vhodni riadiacu Struktiru a parametre riadenia

4. analyzujeme spravanie vysledného systému (URO) — simulaciou na PC. Ak vlast-
nosti riadenia nevyhovuj, navrat k bodu 3 — zmena metédy pre névrh riadenia.

5. implementécia riadiaceho systému (&islicové riadenie).
Pozn. Navrh riadiaceho systému pre NS musi zaistit:
e stabilitu (globalnu)
e pre typické trajektorie musi byt zaistend vyhovujtca rychlost a presnost odozvy.
e vysledny systém musi byt:

— robustny (necitlivy na poruchy, Sum, malé zmeny parametrov, vplyv nemode-
lovatelnej dynamiky)

— dostupny cenovo

6.1 Linearizacia nelineArnych systémov

- fyzikalne systémy st nelinearne — riadenie je naro¢né

— snaha NDS — linearizovat, nakol'ko metody riadenia linearnych systémov st podrobne
rozpracované — umozinuji jednoduchy navrh riadiaceho systému

1. linearizéicia v jednom pracovnom bode
2. linearizacia vo viacerych pracovnych bodoch

3. exaktné (spatnovédzobna) linearizacia

6.1.1 Linearizicia v jednom pracovnom bode

— existuje mnoZstvo pripadov, ked NDS moZzeme linearizovat v pracovnom bode avSak
linedrna aproximaécia déva iba lokalny popis chovania systému a zanedbéva vSetky Spe-
cidlne javy, ktoré NDS maji. Ak to vieme tolerovat — mozeme vyuzit vSetky zname
metody riadenia LDS.
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6.1.2 Linearizacia vo viacerych pracovnych bodoch

= gain scheduling (programové zosilnenie)

— volime viacero pracovnych bodov, ktoré dostatocne pokryvaji pracovnu oblast a v ich
blizkosti systém linearizujeme.

— pre kazdu linearizaciu navrhneme vhodny linearny regulator

— globélny nelinearny regulator ziskame prepinanim prislusnych regulétorov (riadenie letu
lietadla).

6.1.3 Exaktna linearizacia

— najv8eobecnejsi sposob linearizécie (spatnovizobna linearizécia)

— princip metody spociva v snahe vykompenzovat nelinearizty systému inymi nelineari-
tami a pretransformovat ho na linedrny systém.

— kompenzacia nelinearit moze byt ¢iasto€na alebo tplna, vykonat ju m6zme bud glo-
balne v celom stavovom priestore alebo lokalne v urcitej oblasti.

Priklad 10 Linedrny matematicky model spdatnovizobniyjch systémov moZeme ziskat
exaktnou linearizdciou pomocou nelinedrnej spdtnej vazby. Zdkladnda myslienka spociva
v kompenzdcii nelinedrnej (spojitej) funkcie riadeného systému

&= f(x)+g(x)u (6.3)
nelinedrnou spitnou vizbou
u =g (z)[f(x)+ Az]. (6.4)
Za podmienky, Ze g~ (x) existuje.
Po dosadeni (6.4) do (6.3):
& = f(z) +g(x)g”" (z) [f(z) + Az] = Az (6.5)

Rovnica (6.5) opisuje dynoamiku linedrneho systému. Volbou konstdnt matice A mozno
ziskat poZadovani dynamiku exaktne linearizovaného systému.

Priklad 11 Vytvorte linedrny model systému:

1.'1 = T2
By =22 — a5+ u
pomocou exakinej linearizdcie.

1. Linearizujica spdtnd véizba:

U = —xf + scg — ai1r] — ATa.
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2. Model linearizovaného systému:

Ty = @To . 0 1
) T = xr = Ax
To = —A1T1 — AT a1 —az

3. CHR linearizovaného systému:

_ S 1] _ o
|sI —Al=0 = 4 stan —° + ass + a;
4. Vlastné cisla CHR:
a a
)\172 = —52 :i: f — a1

6.2 Zakladné metdédy syntézy riadenia

— neexistuje rovnako ako pre analyzu ani syntézu riadenia univerzilna metoéda pre navrh
vhodného regulétora.

6.2.1 Linearny/linearizovany systém s nelinearnym riadenim

e pre riadenie linedrneho systému (LDS — ziskany linearizaciou s vyhovujtcou pres-
nostou v pozZadovanej pracovnej oblasti — popis je tvoreny LDR)

e volime PID-regulator alebo stavovy regulator. (parazitné nelinearity v snimacoch,
akénych ¢lenoch sa snazime pri prvom navhru kompenzovat alebo zanedbat). Ak sa
to neda — syntézu vykoname aj s parazitnymi nelinearitami (metéda harmonickej
linearizacie a ekvivalentnych prenosov)

e stabilitu riadiacej Struktiry =zaistime pomocou Ljapunovej tedrie stability
(Popoveho kritéria)

e dynamické vlastnosti vysledného navrhu overime simuléciou (spojito pracujice re-
gulatory s parazitujicimi nelinearitami)

— uplyv nasijtenia akényjch clenov: obmedzenie vystupu akéného ¢lena vedie na
zhorSenie prechodovych dejov a tiez ku nestabilite pri vacsich poruchéach.
Ak ma regulator "I"zlozku — po dosiahnuti hranice obmedzenia sa nezviacsuje
vstup na DS, ale integrator pracuje d'alej (integruje) — vplyvom obmedzenia
ak¢nej veli¢iny je reakcia regulatora na zmenu polarity e opozdena — "WIN-
DUP"

— nespojito pracujice requldtory - pouzivaju sa vtedy, ak nie je spojitd akéna
veli¢ina z konstrukéného /ekonomického hladiska vyhodna.

Navrh jednoduchych nespojito pracujucich reguldtorov mézeme vykonat metédou
ekvivalentnych prenosov alebo simulaciou.
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6.2.2 Nelinearny DS s lineArnym alebo nelineArnym riadenim
— ak sme nevykonali linearizaciou NDS, mézeme navrhunit ku NDS vhodny regulator
pomocou

(a) Ljapunovej teorie (priamej)

(b) simulaciou

Implementdcia riadenia nelinedrnych systémov: zlozitejsie algoritmy riadenia NDS si vy-
zaduju diskrétnu implementéaciou. Kedze priamy navrh diskrétnych algoritmov je ¢asovo
naro¢ny, postupujeme nasledovne:

1. navrh riadenia v spojitej oblasti
2. diskrétna realizécia s malou T,
Metody analyzy a syntézy DS

e priama Ljapunova metoda (A+S)

metoda fazovej roviny (A)

metoda harmonickej rovnovahy (S)
e spitnovizobna linearizacia (S)
Priklad 12 Navrhnite riadenie u(t) pomocou priamej Ljapunovej metddy pre nelinedrny

systém

St'l (t) = l’g(t)

at) = 23(t) — a3(0) + ult) (6.7)

tak, aby rovnovdiny stav (0,0) bol stabilng.

1. Podla LM treba ndgst pre systém (6.7) Ljapunovu funkciu, ktord musi byt kladne
definitnd a jej derivdcia pozdlZ trajektorie systému musi byZ zdporne definitnd.

2. Zvolme funkciu V(x) = x2(t) + 23(t) 2a kandiddta na Ljapunovu funkciu systému
(6.7). Funkcia vyhovuje podmienkam:

— je spojitd a jej parcidlne derivdcie siu spojité v okoli rovnovdineho stavu
— je kladne definitnd, V(0,0) =0, V(z1,z2) > 0.
~ jej derivdcia pozdlZ (6.7) je

: ov ov
V(x) = 5 2 + 8_:1:2(96% — x5+ u)
= 219 + 21 (2 — 23 4 u) (6.8)

2 4
= 2(x1m9 + o] — T + ToU)

Podstatou ndvrhu stabilizujiceho riadenia pomocou priamej LM je ndjst funkciu, ktord
pri navrhunutom riadent spliia podmienky Ljapunovej funkcie — vo vijraze (6.8) treba volit
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u(t) tak, aby V(x) bola zdporne definitnd funkcia — Struktiru zdkona riadenia volime tak,
aby sa éleny (129 + x2x3) vykrdtili

— ak zvolime ul = —x? — xy, V(x) splia podmienky Ljapunovej funkcie, lebo V(t) =
—223 < 0.

—volbou zdkona riadenia vieme ovplyvnit kvalitu prechodovijch dejov a nie len stabilitu
rovnovazneho stavu.

Volbou

U2:—$%—$1—$2
ziskame vyssiu kvalitu prechodoviyjch dejov.

— cielom tyjchto metdd je pre dany NDS navrhnit funkciu, ktord by mohla byt Ljapunovou
funkciou (generovanie Ljapunovijch funckii — metéda variabilného gradientu).
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Prednaska 7

Teoéria optimalneho riadenia.
Dynamicka optimalizacia

Optimalizaény problém: vznika pri vybere z viacerych variant rieSenia — hladanie
najlepsieho variantu

Optimalne rieSenie: mozné rieSenie, pre ktoré neexistuju lepSie riesenia

Matematicka formulacia optimalizacného problému: matematicky model prob-
lému + kritérium optimality — vyber najlepSieho riesenia

Teoéria optimalizacie: rieSenie optimaliza¢nych problémov (urcenie struktury a hodnot
parametrov riadiaceho systému tak, aby sa dosiahla najlepsia kvalita riadenia)

Dynamicka optimalizacia: cielom je optimalny priebeh prechodovych javov regulova-
nej veli¢iny pri zmene riadiacich alebo poruchovych veli¢in

Staticka optimalizacia: cielom je dosiahnutie optimélnych hodnot veli¢in v ustalenom
stave, ktoré zabezpecia najlepsi technologicky a ekonomicky vysledok riadenia (ma-
ximalna energetickd tc¢innost, kvalita vyroby, minimalne straty).

MATEMATICKY MODEL SITUACIE

/\

STATICKY MODEL =~ «—— DYNAMICKY MODEL
Staticka optimalizacia Dynamicka optimalizacia

TEORIA OPTIMALIZACIE

MATEMATICKE VARIACNY POCET
PROGRAMOVANIE (Potrjaginov princip, dynamické
(nelinearne, linearne) programovanie)
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7.1 Klasifikadcia optimaliza¢nych problémov

— Aloka¢né problémy — optimalne rozdelenie zdrojov a urcenie optimalneho vyrobného
programu (maximalizacia zisku)

— Problémy planovania — planovanie investicii do vyrobnych zariadeni, planovanie
vyroby (na zaklade dopytu, produkcie, vyrobnych a skladovych nékladov), napr. maxi-
malizovat celkové vyrobné naklady volbou optimalnej produkcie

- PROBLEMY OR DYNAMICKYCH SYSTEMOYV (obsah predmetu)

— Problémy aproximéacie - aproximécia funkcie na danom intervale inou funkciou.
Ciel: minimalizovat chybu aproximécie v zmysle ur¢itého kritéria

- Konfliktné situacie (hry) — situécie s protikladnymi zdujmami tcastnikov

7.2 Moderna tedria riadenia

7.2.1 Historické obdobia TAR

— 1868: Maxwell, matematicka analyza SV riadiacich systémov
~1900-1960: klasické obdobie (frekvencéné m.)

— 1960: moderné obdobie (¢asova oblast)

7.2.2 Optimalita v prirodnych systémoch

— dosiahnutie optimality je zakladnou vlastnostou pohybu v prirodnych systémoch

— Princip optimality (Johann Bernoulli — 1696 — tloha o brachystochrone)

— Princip casovej optimality v optike (P. de Fermat — 17. st — minimum-time principle)
— Eulerove prace (1744)

— Hamilton: systém sa pohybuje tak, Ze sa minimalizuje ¢asovy integral rozdielu medzi
jeho kinetickou a potencialnou energiou (principy mazima)

— Einstein (1900): vzhladom na 4D ¢asopriestor sa pri pohybu systému ¢as maximalizuje

7.2.3 Zakladné prace modernej TAR

R. Bellman (1957) — dynamické programovanie

L. S. Pontrjagin (1958) — princip maxima, ¢asovo-optimalne problémy — riadenie je
reléového typu

Kalman a kol. (1960) — zaciatok Modern control:

37



1. Ljapunova teéria pre NS v ¢asovej oblasti
2. OR systémov, rovnice pre navrh LQ regulétora

3. Optimélna filtracia + tedria odhad, rovnice pre navrh diskrétneho Kalmanovho
filtra

7.3 Problém optimAlneho riadenia dynamického sys-
tému

e modely objektov, ktoré chceme optimalizovat — dynamické systémy

e uvazujme tlohu riadenia DS:

kde

x(t) stav systému
u(t) riadiaci vektor
y(t) vystupny vektor

e veli¢iny v systéme nemdzu nadobudat Tubovolnych hodnét, st nejakym sposobom
obmedzené:
u(t) eUCR?
" n (OB)
z(t) e XCR
e obvykle pozname poéiatocny stav DS: x(ty) = xo. Ulohou je riadit systém tak, aby
na konci intervalu riadenia [to, t1] bol systém v stave x(t1) = @1
e Prechod z x(ty) — «(t1) moze byt uskutocneny rozne — aby sme mohli vybrat

optimalne riadenie, je nutné zvolit kritérium kvality riadenia, ktoré ohodnoti
rieSenie ulohy, t.j. kazdému rieSeniu priradi realne ¢islo (vyberieme najlepsie)

e kritérim kvality riadenia v tlohach dynamickej optimalizacie:

t1
J(to, 2(to), 11, 2(t), u(t)) = h(z(tr)) + /g(w(t),U(t)yt)dt,
to
kde h, g su skalarne funkcie.
e Uloha OR spociva v uréeni takého riadenia w(t) systému (DS), aby boli splnené

obmedzenia (OB) a bol dosiahnuty koncovy stav x(¢;) a kritérium akosti riadenia
bolo minimélne. Takéto riadenie nazveme optiméalnym riadenim w*(t)
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Modifikacie.

e koniec trajektorie — Cas ¢; a stav (t;) moze byt evne zadany — tiloha s pevnym

koncom trajektorie

e ak nie je uréeny koncovy ¢as t; — tloha s volnym koncovym ¢asom

e koncovy stav x(t;) moze byt neurceny — tloha s volnym koncom trajektorie

Zaver.

Regulac¢né dloha: tiloha najdenia extrému funkcionalu pri re§pektovani obmedzeni danymi

stavovou rovnicou systému (DS) a obmedzujicimi podmienkami (OB).

7.4 Lagrangeova, Mayerova a Boltzova tloha

— 3 zakladné typy tloh
1. Lagrangeova tloha

— spoc¢iva v minimalizacii funkcionalu

t1

Hial) = [ glale).d0). 0
s obmedzenim
f(x(t), z(t) = 0.

Ulohu riesime zavedenim rozsireného funkcionalu

2. Mayerova tloha — spoc¢iva v minimalizécii funkcionalu

Jo(x(t)) = gi(m(t), )]} = gi(2(t1), t1) — g1(2(to), to)
s obmedzenim (7.2)

3. Boltzova uloha — spociva v minimalizacii funkcionalu

hw@wammmwg+/mﬂm¢www

s obmedzenim (7.2)

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

Na zaklade skor definovanych pojmov mézu byt formulované 2 varianty tlohy optiméalneho

riadenia pri zndmom stave systému:

1. Problém programového OR — pri zndmom pociato¢nom stave systému

u(t) = u*[t, x|
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2. Problém spiatného OR — pri zndmom okamzitom stave systému

u(t) = w'lt, z(t)]

Zaver.

Na rozdiel od POR w*(t,x¢), ktory pre dany pociatoény stav &y = x(fy) modze byt
stanovené dopredu (a ulozené do OP pocitaca) ako dana funkcia ¢asu, je SOR u*(t, z(t))
generované v realnom ¢ase v zavislosti na skutoénom okamzitom stave systému.

— z hl'adiska realizovatel'nosti je v obidvoch variantach délezitda podmienka
obmedzenia na vektor riadenia u(t) € R?

— problémy OR bez reSpektovania obmedzenia mézu byt rieSené metdédami klasického
variacného poctu

— problém POR pri respektovani obmedzenia mézu byt rieSené principom minima (ma-
xima) Pontrjagina, ktory moze byt interpretovany ako zobecnenie nutnych podmienok
optimality vo forme Hamiltonovskych kanonickym rovnic.

— problémy SOR — systém Riccatiho diferencialnych rovnic.
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