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Prednaska 1

1.1 Struc¢né zopakovanie pojmov z LDS

Uvazujme linedrny t-invariantny DS n-tého radu (LDS):
x(t) = Ax(t) + Bu(t); x(to) = xo
y(t) = Cu(1)

pricom x(t) € R", u(t) € R", y(t) € R™.

Rovnovazny stav x, € R" je stav neriadeného systému (u(t) = 0 pre V), &(t) |g=sz, =0
Rovnovazny stav LDS je urceny rieSenim linearnej homogénnej siistavy rovnic

Az, =0 = x,=0
Z matematického hladiska je rovnovazny stav x, singularnym bodom rieSenia stavovych
rovnic.

Ustalenym stavom (pracovnym bodom) x, € R" budeme nazyvat stav systému pri
konstantnom riadeni
u(t) = Ugonst # 0, pre Vit

Ustalené stavy LDS:
Ly = _A_lBuk:onst7

za predpokladu, 7ze matica A je regularna.
Nelinearny t¢-invariantny DS (n-tého radu)
NDS:
z(t) = flze),u@)]; =) =0

kde f[], h[-] st dané nelinearne vektorové funkcie.

Rovnovazny stav NDS:



Ustaleny stav NDS:

0= .f [117«, ukonst}

Yy, = h [wra ukonst] .

1.2 Vlastnosti nelinearnych dynamickych systémov

Nelinedrne systémy maju odlisné vlastnosti ako LDS, t.j.:
e neplati princip superpozicie

Princip superpozicie: ak na vstup systému privedieme linedrnu kombinéaciu vstup-
nych signalov; na vystupe dostaneme ti istd linedirnu kombinaciu vystupnych sig-
nalov.

e rovnovazne stavy existuji aj mimo zaciatok suradnic

e pociatoéné podmienky maji vplyv na dosiahnutie rovnovaznych stavov autoném-
nych systémov

e vznik autooscilacii (samobudenych kmitov)

¢ neexistuje jednotni metodika na rieSenie NS

1.3 Klasifikacia nelinearit

NS obsahujti okrem linearnej Casti aj Cast nelinearnu.
1. Statické nelinearity: v(t) = flu(t); signu’'(t)]

(a) linearizovateIné SN: v kazdom bode sa déa jednozna¢ne nahradit nelineérna
charakteristika doty¢nicou ku charakteristike, napr. v(t) = au?(t), v(t) =
3
au(t).

(b) typické SN: nahrada nie je mozné, napr. relé, hysterézia, pasmo necitlivosti.
vid. (Modrlak, Nelinearne systémy).
2. Dynamické nelinearity — systém NDR n-tého radu

TIO — Fly(0) 0,y 0000
P1

(0 + 3 (/0 1)+ OV + 20(8) = ult)
P2

my" (t) + coy/ (t) + cry(t) + coy®(t) = F coswt



P3 (rovnica matematického kyvadla)
y'(t) + ary'(t) + aosiny(t) = u(t)
P4 (rovnica servomechanizmu s podstatnou nelinearitou)

y'(t) + ary'(t) — aoy(t)y'(t)signy(t) = u(t)

NDR n-tého rddu je mozné rozlozit na n DR prvého radu. Rozklad na kanonicky
tvar je podstatou metddy stavového priestoru, ktora sa pouziva pri posudzovani
stability rovnovaznych stavov (je ich viac ako 1) pomocou prvej (nepriamej)
Ljapunovej metody.

Pozn. Ak NS obsahuje typické nelinearity, funkcia f obsahuje nespojitosti opisané
pomocou funkcie sign; nemozno pouzit metodu linearizdcie a metdoda fazovej roviny
musi byt pre ne upravena.

Priklad 1 Prepiste do substitucného kanonického tvaru NDS v P1.

—3(wo(t))2w3(t) — 2o (t)\/23(t) — 221 (t) + u(t)

f3($1,$271337u)

Uloha 1 Priklad P1 reprezentovany dynamickou nelinearitou namodelujte pri de-
finovanom vstupe u(t) v jazyku MATLAB a v prostredi Simulink.

1.4 Metddy rieSenia NS

Stabilita NS: pri LDS existoval 1 rovnovazny stav, avSak pri NDS moze existovat aj
viacero rovnovaznych stavov, z ktorych niektoré st stabilné a niektoré nestabilné. Ulohou
je urcit, ktoré to su.

Pracovnym rezimom NS st netlmené kmity (medzné cykly). Su to rovnovazne peri-
odické stavy, t.j. existuju bez toho, aby sme na vstup priviedli budiaci signal.

Medzi metoédy pre analyzu a syntézu NS patria:

1. metoda linearizacie: tloha sa transformuje na rieSenie LS, ktoré st aproximéciou

NS.

2. metoda fazového priestoru: aplika¢ne pouzitelna pre systému 2. radu (graficko-
analytické znazornenie fazového portrétu, algoritmické riesenie fazového portrétu)

3. Ljapunova metoda stability



4. metoéda harmonickej rovnovahy: pre NS s typickymi nelinearitami, ur¢uju sa para-
metre medzného cyklu (amplitiuda, faza)

5. metoda Popova — kritérium stability (pre systémy so statickou a dynamickou neli-
nearitou).

1.4.1 Metoda linearizacie

Vyuzivame v nasledovnych pripadoch:
1. ak sa v NS vyskytuji pomerne malé zmeny premennych

2. ak charakteristiky nelinearit si v okoli pracovného bodu spojité a diferencovatelné,
t.j. moézeme tieto systémy linearizovat,

3. takto ziskané linearizované systémy potom vysetrujeme metdédami zndmymi z teodrie

LS,

4. metodda linearizacie sa nehodi pre systémy s typickymi nelinearitami.

Urcenie parametrov linearizovaného systému

1. Nech je systém opisany vtahom
y(t) = f(x1,22,...,2,), [ je nelinedrna funkcia. (1.1)
y vystup systému (alebo jeho n-ta derivacia)
x; vstupna premennd (alebo jej derivacia)
f nelinedrna funkcia, obsahuje statické aj dynamické nelinearity
2. Linearna nahrada
y(t) = Ao+ Az (t) + Asxo(t) + - - + Apzn(t) (1.2)
Y(t) = Ao+ AXi(t)+ A Xo(t) + -+ A X0 (t) = F( X1, Xo, ..., X,)(1.3)
kde f(Xi, X, ..., X,) je hodnota v PB.
e nihradu robime v okoli pracovného bodu (X, Xo, ..., X,)

e pre malé zmeny premennych x;, koeficienty A; dobre aproximuju povodny
systém:

e odcitanim ([1.2)) of (1.3)) ziskame:

1.4
Ay = AlAzy + -+ A Az, (1.4)

hodnota funkcie v PB: Y = f(zq,29,...,2,).
odchylka od PB: Az, = x; — X;.



3. Ak funkciu (1.1) je mozné analyticky vyjadrit a v okoli PB je spojitd a pre Vz
diferencovatelna, mozeme ju zapisat do Taylorovho radu:

= f(X1, X ..
Yy f( 1, A2, - + Z aZEZ + )
pricom zanedbanim vyssich ¢lenov ziskavame
Azx; 1.
=2 A o (L)
a;i:XZ-
4. Porovnanim (1.4)) a (1.5)) ziskavame:
of of
A - X An n_Xn:_ - X n Xna
1(7 )+ + A ) B (71 1)+ + . (x )
z ¢oho vyplyva:
0
Ai: f( X@) ) 221727 T
axi z;=X;
a teda 5 5
Iz, 1 O
=Y - ) AKX,
i=1

1.4.2 Ljapunova metéda vySetrovania stability

Metoda sa da pouzit ak plati:
1. nelinearita sa da opisat jednoznac¢ne analytickou funkciou,

2. ak st v okoli pracovného bodu parcidlne derivacie funkcie spojité, konecné, t.j. ak
je mozny rozvoj do Taylorovho radu,

3. ak za PB zvolime rovnovazny stav NS — podla 1. Ljapunovho kritéria sa
da posudit stabilita tohto systému v okoli pracovného bodu na zaklade prislusnej
aproximacie vo véetkych pripadoch, ked korene charakteristickej rovnice lineérnej
aproximécie maji nenulovi realnu zlozku.

Zdver: zo stability 1. pribliZzenia je mozné usudzovat stabilitu povodného NS.

e ak vSetky korene CHR 1. pribliZenia lezia v Tavej polrovine — povodny systém je
stabilny,

e ak 1 koren 1. pribliZenia je v pravej polrovine — 1. priblizenie aj povodny NS bol
nestabilny,

e ak jeden z korenov CHR leZi na imaginédrnej osi a ostatné lezia vlavo — o stabilite
sa neda rozhodnnut.



Priklad 2 (Vigpocet rovnovdzZnych stavov NS)

Urcte rovnovazne stavy systému
i(t) + 0.53(t) + 3z(t) + 2%(t) = 0
v rovine (x1,T3).
Riesenie:
Stavovyj opis NDS v SKT:

21(t) = wa(t)

F9(t) = =311 (1) — 0.629(t) — (21(1))? } SKT a(t) = f(x(t).1).

Rovnovadzny stav: je definovany ako bod, kde mda NDS nulové derivdcie, t.j. &(t) =0

NDS md vacsi pocet rovnovdaznych stavov rozneho charakteru — vypocitaji sa riesenim
nelinedrnych algebraickych rovnic f(x(t),t) = 0-

Pre rovnovdazne stavy plati:

To(t) = 0;  —3x1(t) — 0.629(t) — (21(t))* =0

Rovnovdzne stavy v rovine (x1,x2) s body:
RSl = [0,0], RS2 = [—370]

Priklad 3 Pomocou nepriameho Ljapunovho kritéria vysSetrite stabilitu rovnovdzZnych
stavov NDS

70 - (01 = 3 0P ) 0+ 500 + 570 =0

RiesSenie:
Po zavedeni substiticie prepis do SKT:
o SKT:

y(t) = (1)
Yt da(t) = 2ao(t)

y'(t): aa(t) = (0.1 - Emg(t)> To(t) — 21 (t) — 22(t) = f(21, T2).

e Pre rovnovdzne stavy plati:

Al =) =0 > o) =0 A (0.1—%%@)) ea(t) = (H)—22(t) = 0,

t.j.,
RSl = [0,0], RSQ = [—1,0]



o Charakteristickd rovnica 1. pribliZenia (pre DR 2-hého radu):

2 _ ﬁ — 8_f =0
axQ ;=X axl i =X;
gy Oy OF o

Ay =—-1-2X;, Ay=0.1-1023
P> — (0.1 —10X)p — (-1 —-2X;) =0

o (X1,Xo)=1[0,0] = p?—0lp+1=0 = po=05%i
rovnovdzny stav (singuldrny bod [0,0]) odpovedd nestabilnému ohnisku
(X1,X2)=[-1,0) = p*—01p—1=0 = p; =1.05 py=-0.9.

rovnovazny stav (singuldrny bod [—1,0]) je typu sedlo, asymptoty sedla magji smer-
nicu 1.05 a —0.9. Pri korernioch p1, po nevieme posiudit stabilitu!

1.5 Zaver

e Niektoré NS sa daju vySetrovat s dostatocnou presnostou ako linearne, ak sa ich
spravanie neodlisuje od linedrnej aproximacie, t.j. je dodrzany pohyb v blizkosti PB
alebo rovnovaznych stavov,

e vyskytuju sa situacie, ked linearizovany model je neadekvatny — linearizacia je ne-
pripustna (rézne typy oscilacii nevybudené vonkajsim periodickym signélom; sub-
harmonické kmity; skokova rezonancia; chaotické javy); mnohé z tychto javov sa
neziadice a st vyvolané parazitnymi nelinearitami v regulatoroch + regulova-
nych procesoch (napr. trenie, nasytenie, relé)

e in¢ javy su ziadice — ak nelinearity umyselne zavadzame (dvojpolohova regulé-
cia,...)

1.5.1 Dovody pre vyuzitie nelinedrneho riadenia
e pohyb vo velkych pracovnych rozsahoch (neplatia podmienky linearizacie okolo PB,
linedrne riadenie méa zlé vlastnoti — zla kvalita),

e riadenie systémov s nelinearitami, ktoré sa nedaju linearizovat (trenie, nasytenie,
hysterézia): vyvolavaju oscilacie a velké regulacné odchylky,

e jednoduchost niektorych NS — velké mnozZstvo regul. procesov sa da riadit jednodu-
chymi a lacnymi prostriedkami (napr. nespojita reguléacia tlaku/teploty /prietoku)

e v regulatoroch pouzivame prvky "relé-ového typu",



e robustny navrh s ohfadom na zmeny parametrov: pomalé zmeny parametrov v case
(napr starnutie prvkov), rychle zmeny (uchopenie zataze u manipulatorov),

e ak linearizacia rozvojom do TR u NS v syntéze nelinearneho riadenia vykazuje
zhorSené regulacné pochody (nestabilné spravanie), pouZziva sa presna ezaktnd line-
arizacia.

V nelinearnych regulaénych obvodoch sa vyskytuju:
e trvalé kmity o stélej amplittde (autooscildcie)

e jav ferorezonancie (v elektrickych RO s nelinearnou indukénostou L). Typicky pri-
klad z mechaniky: mechanicky systém s nelinednou charakteristikou pruziny:

my” (t) + by (t) + ay(t)cy*(t) = F coswt.



Prednaska 2

Linearizacia a stabilita v malom

Uvazujme autonémny nelinearny casovo-invariantny systém:

L.Ul — fl(xthv e 73377,)
ij = fz(Q;l,.TQ, e 7xn>
(2.1)
z=fx) =
j;n - fn(xlax% e 7‘rn>-

Nelinearny systém definovany rovnicou (2.1)) ma dva typy ustélenych stavov:

e rovnovazny stav — definovany vo fazovom priesotre izolovanymi singularnymi
bodmi (kludové stavy)

e mnozinou singularnych bodov, ktoré vytvaraji uzavreté trajektorie — medzné
cykly

V rovnovaznom stave st ¢asové zmeny vsetkych stavovych veli¢in rovné nule, t.j. singu-
larne body "z vo fazovom priestore musia splhat podmienku:

fl(ixlsui x287 Tt 7i xns) - 0
fQ(ixlsai:L‘Qsa"' 7ixns) =0 . .

z=Ff (Z:BS) =0, i=1,2,..., P(pocet rieseni) (2.2)
fn(ixISJi Togy - 7i xns) — 0

Podmienka (2.2)) méze mat u nelinearnych systémov viac rieSeni, t.j. vo fazovom priestore
jej vyhovuje P singularnych bodov.

Pozn. Tak ako singularne body (rovnovéazne stavy), tak aj medzné cykly moézu byt stabilné
(nestabilné) podla toho, & sa zastupujici bod v stavovom priestore pre t — oo k tomto
bodu bliZi alebo sa od neho vzdialuje.

Stabilitu v malom okoli singularnych bodov mézeme vySetrovat linearizaciou nelinear-
neho systému v singularnych bodoch. Pre kazdy singularny bod ziskame nahradny
lineadrny systém a potom kontrolujeme jeho stabilitu.



Linearizaciu vykoname rozvojom do TR v okoli singularnych bodov

Ae=x—z, =z ,=ax, i=12,...,P
d ~(Of: B dfi B dfi
== (52)] - (G2)] @ e (G2)] amm
d _ (9% _ of Of2
d _ (9 _ Ofn _ coiq (Ohn
(2.3)

Sustava (2.3|) zapisané v maticovom tvare:
At = J(x)(x — x5) = J(x;) Ax = AAx,

kde J(x;) je Jakobiho matica dana

on oh ... o1
81’1 8:22 8xn
ofr 0fr .. Of2
Ty = | o T o
Ofn Ofn ., Ofn
o0z Oz Oxn

Néhradny linedrny systém v danom singularnom bode mé maticu systému A = J(x,) a
jeho stabilitu vySetrujeme metédami, ktoré poznédme z linedrnych systémov.

Z analyzy systémov v stavovom priestore je znédme, Ze charakteristickd rovnica je dana
ako

det [sI — A] = det[sI — J(x,)] = s" + ap_ 15" '+ +a1s+ag, njerad systému.

Priklad 4 UvazZujyme nelinedrny systém

Ty = T2 = fi(z1, 22)
T = —2x9+ 11 — IE% = fa(w1, 22)
Uloha.
1. Ndjdite singuldrne body.
2. Ndjdite ndhradné linedrne systémy v tychto bodoch.
3. Rozhodnite o stabilite v okoli singuldrnych bodowv.

Riesenze.
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1. Singuldarne body vyhovuju rovnosti:

0=2xzo = fi(z1,22) — 12=0;
0—2zy+ 21 — 27 = folwy,29) — x(l—21)=0 — 2=0Vaz =1

Dostali sme dva singuldrne body

nf] el

S -1

det [sI — J(*x,)] = [_1 549

}:524—25—1

Charakteristickd rovnica s*> +2s — 1 = 0 md korene

—2++v4+4
%Z-li\/ﬁ

512 =

. . 1 0] . o . Lo . .

Singuldrny bod ‘x, = 0l Je nestabilny a jeho ndhradny linedrny systém md
TOUNLCU

. 1 o . 0 1 A.ﬁlﬁl
Az =J(x)Ax = A Az = [1 _2} [AxQ]

" 1 0 1
N )

s -1

det [sI — J(Px,)] = [1 549

1
I
»
[\

_|_

[\

»

_|_

—

512 = —1

. 1] . . : .
Singuldrny bod *x, = [O} je stabilny a jeho ndhradny linedrny systém md

TOUNICU

. 2 . . 0 1 Axl
A = J(*zs)Ax = AyAx = [_1 _2} {AmJ

Analyza nelinearnych systémov je v mnohych smeroch zovseobecnenim analyzy linedrnych

systémov. Skor ako pristipime k rozboru singularnych bodov nelinearnych systémov,
uvedieme najprv zakladné vlastnosti singularnych bodov linedrnych systémov.
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Ciel: trajektorie vo fazovej rovine (pre linearny systém)

1. Stavovy model zlinearizovaného (linedrneho) systému 2. rdadu mozeme zapisat do

tvaru:
T1 = T iy 0 1] [2
To = cx1 + dxg To c d| |z
. 0 1
T =Ax, A= [c d}
kde
_ Ofa(w1, 1) _ Ofa(w1, 1)
c= LT 4= 22\t L)
a:Ijl s 8:62 -
Charakteristicka rovnica je:
S —1 9
det [sI — A] = det =s" —ds—c,
—c s—d

pricom vlastné ¢isla (korene charakteristickej rovnice) st

d+VP+4c d 4\’

Slg=———=—+% -] +c
’ 2 2 2

Fazova trajektoria okolo singularneho bodu zévisi na korenioch charakteristickej

rovnice linearizovaného systému, t.j. na koeficientoch ¢, d. Za predpokladu, Ze korene

CHR s a sy st redlne (rozne) mozeme riesenie linedrneho dynamického systému z4

a To vyjadrit ako:

x1(t) = Cyexp(sit) + Cyexp(sat)

x5(t) = 51C1 exp(sit) + 520 exp(sat),

C1, C5 su konstanty, ktoré zavisia na PP.

Rovnica fazovej trajektorie ma tvar:

dzy  s7Cexp(sit) 4 5505 exp(sat)

dzy 5107 exp(sit) + s2C5 exp(sat)

2. Parametre linearneho systému a im odpovedajuce korene (typ singuldrneho bodu)

d? + 4c \ c \ d \ korene \ typ SB
>0 <0 <0 51 <0, s9<0 uzol stabilny
>0 <0 >0 $1 >0, s9>0 uzol nestabilny
>0 >0 <=>0 $1 >0, s9<0 sedlo
<0 <0 =0 512 = Fiw stred
<0 |<0| <0 |sig=azxiw,a=d/2<0,w=+/|(d/2)?>+c|| ohnisko stabilné
<0 |<0| >0 |sja=aztiw,a=d/2>0,w=+/|(d/2)?+ c| | ohnisko nestabilné
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2.1 Priebehy fazovych trajektorii

Stabilny uzol (s; < 05 so < 05 |sa] > |s1])

Predpokladajme, ze PP v rovnici fazovej trajektorie sa volia tak, ze plati

teda fazova trajektoria je priamka xo = syx;. Pre takto zvolené konStantny su fazové
trajektorie priamky so zapornymi smernicami s, So.

Obr. 2.1: Stabilny uzol s; # sy < 0.

Priklad 5
dl’l
—_ = _'Tl
dt
di ) (2.4)
— = -2
dt 2
Riesenie:

ZL’l(t) = $106_t, Ig(t) = $20€_2t
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Zjavne x1(t) — 0 a x2(t) — 0 pre t — oo, t.j. SB =10,0].

Tvar riesenta pre vylicenie t:

2
(1) = a0 (x;f?) . %(t):x_%o) ”
1 \AAAVVYY L LYY YT
ALY H!j/ /
N\
ANAARRRE RS 999774
2 A\ \\\'* ‘;f///////
RN i e
NN 1 L
g RO T
;/;j//;/ ARARNNNNS
A A /1 NN
A 2 ‘ik \\\\\\\\\
;///// //f ff fff & ** *\‘\\\\\\\;
/7 I WH\\\\\
AN EEEEEERERRN

Obr. 2.2: Stabilny uzol s; = —1, sy = —2.

Vsimnime si, Ze

A:(_l 0)’ CHR: s5+35+2=0 = s;=-1,8=-2,

0 -2
a teda singuldrny bod je stabilny uzol.
Stabilny uzol (s; = s2 < 0) — nasobny koren
Stavové premenné:

1(t)

i) (t)

y(t) = c1 exp(sit) + cot exp(sit)
y'(t) = s1c1 exp(sit) + coexp(sit) + s1¢ot exp(sit)

Rovnica fazovej trajektoérie ma tvar

dry s2cy exp(sit) + 2s3cy exp(sit) + sycot exp(syt) . dzs
dr,  siciexp(sit) 4 coexp(sit) + sicot exp(sit) dr,

a teda
T2 = 5171
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\ X, = 8,X,

Obr. 2.3: Stabilny uzol s; = s5 < 0.

Pre t — oo a Tub. PP je rovnica fazovej trajektorie

t.j. pre t — oo sa kazda trajektoria tangencidlne blizi k priamke zo, = syx; a vo velke
vzdialenosti od SB = [0, 0] je s ou rovnobezna.

Nestabilny uzol (s; > 0, s, > 0, $1 # $9)

Xy = 8%

Xy = 81Xy

Obr. 2.4: Nestabilny uzol s; > 0, ss > 0.

Féazovy portrét nestabilného uzla obsahuje 2 priamky zo = s121 a x5 = soxq s kladnymi
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smernicami s; a sg. Pre t — oo st trajektorie rovnobezné s priamkou xo = sox7.

Priklad 6

d(IIl
dt
dzs ) (2.9)
— = 2x,.
dt 2
il NAMANNYY G f LS
NN Vi {14/
\\\\ \h H‘j 1/ /
SO 77
? \‘\\\\\\\\\\ & f 111
SO S A A
S\
== 7] \\\\\\Q\?\\i‘i
'y »Q///;%\\\:\ S
Y, 'EEERARY \ \
Wit W*\\ \\\\i\\
ALV yry A\
/ // //ff H\\\\\\:
A o SRR ERRRRNY
Obr. 2.5: Nestabilny uzol s; = 1, s5 = 2.
10 2
A= 0 2)° CHR: s3;—-35+2=0 = s =1,s5 =2, (2.10)
a teda singuldrny bod je nestabilny uzol.
T20 o
nalt) = 22243(1) (2.11)
T10
Sedlo (s; < 0, sy > 0) Trajektorie sa pohybuji rovnobezne s xy = s;x; (zaporna
smernica) a neskor pre t — 0o st rovnobezné s xy = Soy.
Priklad 7
dl’l
- = xl
dt
Ay , (2.12)
—= = —2x,.
dt 2
1 0 9
A= 0 —2)° CHR: s3;+4s5—2=0 = s1=1, 5 =-2 (2.13)

Riesenie:
2t

xl(t) = Q?loet, Z’Q(t) = .’11’2067
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A

D\’
/‘

Obr. 2.6: Sedlo s; < 0, s9 > 0.

Tvar riesenia pre vylicenie t:

x1( T73T
.’L’g(t) = T ( 1( )) — l‘%[lfg(t) = l‘%ol‘go — .’L’Q(t) = 13 20 (214)
10 .’L'l(t)
4L
21
ok
2L
41
2 1 6 1 2
Obr. 2.7: Nestabilny uzol s; =1, s = —2.
Stred (s12 = tiw = +iy/|c|)
dry cxy
— = — = Zydxy = cx1dm:; (2.15)
dl’l )
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Integraciou: 23 — cx? = k. Fazovy portrét trajektorie stred je elipsa.

Y.
&

Obr. 2.8: Stred

Stabilné ohnisko (s12 = atiw; a =d/2 < 0; w = /|(d/2)? + ¢|)

Lﬂ/’ N

Obr. 2.9: Stabilné, resp. nestabilné ohnisko

Pre komplexne zdruZzené korene mozeme stavové premenné vyjadrit v tvare:

y(t) = (c coswt + ¢y sin wt) (216)
) (t) =9/ (t) = e [(ae; + wey) coswt + (acy — wey) sin wi] ’

Nestabilné ohnisko (512 = a tiw; a =d/2 > 0; w = /(d/2)? + ¢), fazova trajektoria
je rozvijajica Spirala.
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Prednaska 3

Priklad 8 UvazZujme nelinedrny autonomny systém
y'(t) + 3y (1) + 49°(t) — y(t) = 0.

Uloha. Ndjdite singuldrne body a rozhodnite o stabilite v okoli singuldrnych bodov. Na-
kreslite vyslednyj fazovyj portrét nelinedrneho systému — urobte zdver tykajici sa globdlnej

stability.
Riesenze:

1. Stavové rovnice (SKT):

2. Singuldrne body:

Linearizdcia v okoli singuldrnych bodov:

il 01
Jakobiho matica  J(x,) = |7 R | = { ) ]
e B 1 —12z7(t) —3
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(a) Pre singuldrny bod 'z, = {8} je charakteristickd rovnica linearizovaného systému

1 0 1 1 S —1 2
J(Q:S):[l 3 = det[sI—J(mS)]:det 1 s+3| =% +3s — 1,
teda poly siu
—-3+v9+4
S12 = ————(F—
2
s1 = 0.3028, s = —3.3028.
Singuldrny bod 'z, = lg je mestabilnyg a podla koreriov charakteristickej rovnice je

jeho fazovyj portrét sedlo.

(b) Pre singuldrny bod *x, = {0'51 je charakteristickd rovnica linearizovaného systému

0

0 1 s -1
J (21‘5) = {_2 _3} = det [sI— J (lxs)] = det [2 8+3} = s>+ 35+ 2,

teda poly si s, = —1, sy = —2. Singuldrny bod *x, = {065} je stabilnyg a podla

korenov charakteristickej rovnice je jeho trajektoria stabilny uzol.
(c) Pre singuldrny bod 3z, = {_8'5} plati rovnaky zdver ako pre singuldrny bod .

Fdzové trajektorie: aby sa dalo rozhodnut o globdlnej stabilite, je nutné zakreslit fazové
trajektorie v celej fdzovej rovine

%4 -
6e-2xq o\ Y= =24
Y= =X, \ Xy.= 43Xy
x -
N Ly
~00 \\‘\:’ —a_ 140 o ;
. \\ 1
\ =X

A\l(,,-—-o,:loz Xq

Obr. 3.1: Féazovy portrér nelinearneho systému
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Prednaska 4
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Prednaska 5

Priama Ljapunova metoda

Ljapunova tedria stability: umoziuje studovat stabilitu systému bez toho, aby sa rieseili
pohybové DR.

A.M. Ljapunov predlozil 2 metédy na vySetrovanie stability:

1. Prva Ljapunova metdéda — posudzuje stabilitu NDS podla priblizného linedrneho
modelu (stabilita v malom /nepriama Ljapunova metoda)

2. Druhé Ljapunova metoda (priama Ljapunova metdda) — umoziuje posudzovat sta-
bilitu v malom a vo velkom pri linedrnych a nelinearnych DS (s budenim a bez
budenia)

— tuspech metédy spociva v najdeni vhodnej Ljapunovej funkcie a v stanoveni jej
definitnosti.

— Ljapunove funkcie sit matematickym zobecnenim zakladného fyzikalneho principu:
pri pohybe DS v systéme klesa (ubtda) z celkovej energie.

— Ak je rovnovazny stav systému asymptoticky stabilny — pri pohybe po trajektorii sa
akumulovana energia systému s rasticim ¢asom zmensuje a svoju minimalnu hod-
notu dosiahne v rovnovaznom stave. Ljapunova metéda spociva v najdeni vhodne;j
funkcie, ktoru si predstavujeme ako zovSeobecnent energiu.

— Definitnost Ljapunovej funkcie spolu s definitnostou jej ¢asovej derivacie pozdlz
rieSenia stavovej rovnice systému dava informéaciu o stabilite systému.

Definicia 1 Ljapunovova funkcia je takd redlna funkcia V(x), ktord spliia nasledugice
podmienky:

(a) V(x) je spojitd a md spojité parcidlne derivdcie
(b) V(x) je pozitivne definitnd: V(x) > 0,2 # 0, V(0) =0

(¢) casovd derivdcia V(x) pozdlZ riesenia daného NDS & = f(x) je negativne definitnd
(negativne semidefinitnd)
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Derivdcia V(x) podla casu pozdlZ rieSenia daného systému je definovand vztahom:

. _d _dV(xy, - m,)  OVidzy | OV das oV dz,
Viz) = ZV(x) = dt T om dt o dt T o, dt
dV(z) oV . oV v
i —a—xlf1+8—x2f2+"'+a—%fn

Veta 1 (Ljapunove kritérium): Ak existuje k danému systému & = f(x) pozitivne defi-
nitnd Ljapunova funkcia (V () > 0,2 # 0,V (0) = 0) a jej derivicia V(x) je negativne
semidefinitnd (resp. negativne definitnd) — je rovnovdzny stav x = 0 Ljapunovsky stabilny
(resp. asymptoticky stabilny).

Ljapunove vety o stabilite st iba postacujice podmienky, t.j. ak nemozeme k danému
systému néjst vhodnu Ljapunovu funkciu, neznamené to, Ze systém je nestabilny — d& sa
konstatovat, ze pokus o urcenie stability sa nevydaril.

5.1 Generovanie Ljapunovskej funkcie pre nelineirne
autonémne systémy

— zatial neexistuje jednoduché a spolahlivd metoda, ktord by nam umoznila stanovit
vhodnu Ljapunovu funkciu pre lubovolny nelinearny systém

— volI'ba Ljapunovej funkcie v tvare kvadratickej formy — vSeobecne zlyhava

— existuje viacero metod pre generovanie V(z) — zaujimavé su tie, ktoré sa dajia vyuzit
pre praktické riesenie

5.1.1 VolIba Ljapunovej funkcie na zaklade fyzikalnej analogie.

— pri nelinearnych rovniciach nizsieho radu moézeme najst jednoduchu fyzikalnu interpre-
taciu Ljapunovej tedrie a podla nej navrhnat vhodna funkciu V(z).

— tato metoda sa Casto vyuziva v teoretickej mechanike, v robotike, ..., a pomocou nej sa
daju vysvetlovat suvislosti medzi Ljapunovskou teoriou stability a tedériou optimalnych
systémov.

Priklad 9 UvazZuyme mechanicky systém pruzina-hmota-timic, v ktorom direktivna sila
f(z) a timiaca sila g(&) su nelinedrne. Pre pohyb systému plati

Z+g(z)+ f(x) =0, (5.1)
ZE(O) = 2o, I(O) = Z).’JO

U konzervativneho systému: tlmenie g(2) = 0 a celkovd energia je konstantnd.
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Ak riesime konzervativny systém vo fdzovej rovine

T =, To =T = T1 = To

iy = — () (5:2)

Pre f(z1) # 0 pri xy # 0 md systém 1 rovnovdiny stav v pociatku suradnic (stred).
Trajektorie su uzavreté krivky:

dry  f(x1)

d[L‘l )
Integrdciou dostaneme rovnicu trajektorie

) dl‘g = —f(l'l)dl'l

x_% + /f(xl)dajl =c (5.3)

Celkovd energia E(xy,x3) pohybujiiceho sa systému je dand kinetickou energiou x3/2 a
potencidlnou energiou [ f(x1)dz;.

E(SL’l,.IQ) == Ek + Ep == ?2 + /f($1)dl’1 (54)

Trajektorie systému su krivkami celkovej energie tohto konzervativneho systému:
casova zmena energie = 0, t.J.

dE(.CEl, ZL‘Q)

dt :J,’Qi‘g—i‘f(l'l)j?l = T9 ($2+f($1)> =0

Zo stavouvych rovnic iy = —f(x1)

Pre nekonzervativne systémy (s tlmenim g(xs)) kde g(xa)xe > 0 pre xo # 0

Ty = —f(z1) — g(x2) dxy 2
Casovd zmena energie systému:
dE(xq, x )
L) (i 4 f(00) = () (56)

Nakolko g(x2)xs > 0 pre xo # 0 je vidiet, Ze energia systému stdle klesd so zvicSujicim
sa Casom riesenia.

— uviest obrdzok riesenia mechanického systému vo fazovej rovine!
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5.1.2 Priklad na NDS — zavesené inverzné tlmené kyvadlo

Tlmené kyvadlo — zavesené na tuhom zavese a moze sa pohybovat v celom rozsahu uhlov.

Matematické kyvadlo (II. Newtonov zakon):

kL F(t)

P(t) = —glsinp(t) — E(p(t) + —

m hmotnost koncovej zataze kyvadla
[ dlzka nehmotného zévesu

k koeficient trenia

g gravitacné zrychlenie

©(t) uhlova vychylka

F(t) vonkajsia sila na vstupe systému (napr. sily vyvolané vhodnym pohonom pripoje-
nym k zévesu kyvadla)

V rozbore tulohy predpokladame, ze F'(t) pozname a mozeme ju aj Tubovolne ovladat a
nechat posobit na kyvadlo

n() = o0 w0 =90 u) =" y= )
Model:
a1 (t) = wa(t)
Fa(t) = —glsinay () — gxg(t) +u(t) (5.7)

1. Ak u = 0, na systém nebudeme posobit. Nebudeny systém — tzv. autonémny systém.

Rovnovazny stav @; = 0 implikuje

o8 =0, 258 =0 (zavesené dole)
v =nm, 22 =0 (inverzné kyvadlo zavesené hore)

Rovnovazny stav (fyzikalny kontext):

— el je stabilny,

— €2 je nestabilny

— v el sa systém udrzi (redlne pozorovatelny)

— v e2 sa systém bez vonkajsiecho pdsobenia neudrzi.

Pre vysetrovanie stability uvazujme energiu systému
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e v dolnej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy mensia nez v akejkol'vek inej
polohe;

e v hornej polohe (rychlost = 0) je energia vzdy vacsia.
Uvazujme funkciu V()
|-
V(xy, x0) = 3™MTs + mgl(1 — cosxy),

ktora ma globalne minimum v rovnovaznom stave (0,0). Nech x(t) je trajekto-
ria systému a budeme uvazovat, ako sa vyvija funkcia V(x(t)) na tejto trajektorii
(pozdlz tejto trajektorie):

d oV dx

— ) = — =~

7" @) =505
v, v,
- On ! 0xs 2

= (maq)iqe + (mglsinxy)iy

Pretoze x(t) je trajektoria systému, musi splhovat rovnice (5.7)), preto za jej ¢asovi
derivaciu dosadime z (5.7))
d , , kl 9
%V(m(t)) = (mlgsinzy)xs + (mag)(—glsinx; — —x9) = —klz; (5.8)
m
Vidime, Ze z funkcie V(x(t)) ubtida (okrem xo = 0), t.j. ked je rychlost kyvadla
= 0.

Energia V(x(t)) klesa a najmensia je v rovnovaznom stave (0, 0), ktory je stabilny.

. 'V dalsom sa budeme zaoberat ako je mozné zmenit neziadice vlastnosti nelinear-
neho systému.

Ciel': Uloha je stabilizovat hornt polohu kyvadla pomocou statickej sta-
vovej spatnej vizby, t.j. na zaklade okamzitych ohdndét stavu chceme uré¢it hod-
notu akénej veli¢iny, ktort aplikujeme na kyvadlo tak, ze ho udrzime asymptoticky
v hornej polohe (proti porucham a odchylkam).

Matematicky to znamené, ze potrebujeme ur¢it funkciu u = a(xy, z5) pre ktora by
systém

.’ﬂl(t) = Jfg(t)
To(t) = —glsinxy(t) — %a@(t) + a(xy, z2) (5.9)
y(t) = z1(2)

mal jediny asymptoticky stabilny stav z; = 7, x5 = 0.
PouZijeme Ljapunovsky navrh, ktory pozostava z nasledujtcich krokov:
— urc¢ime funkciu, ktora bude Ljapunovskou funkciou pre cielovy systém v uzavretej

slucke
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— vypocitame riadenie, ktoré to zaisti.

Ako v prvom pripade (spodny rovnovazny stav) pouzijeme funkciu celkovej energie
kyvadla s tym, Ze jej potencialnu zlozku budeme pocitat vzhladom k hornému
rovnovaznemu stavu, lebo ten chceme stabilizovat. Této funkcia ma tvar:

1 1
V(zy,29) = gmxg + mgl(1 — cos(zy — 7)) = §mx§ +mgl(1 +coszy)  (5.10)

Casova derivécie Ljapunovskej funkcie (5.10)):

dt T 0w dt 0m T 0ry?

= (maxg)te — (mglsinz)d;

Nakolko podla predpokladu je x(t) trajektoriou systému, musi spliiovat rovnice
kyvadla (5.9) — za ¢asové derivacie dosadime z ([5.9)) do ([5.10)).

%V(m(t)) = (ma2) <a(a:1,a:2) — glsinx — ﬂxz) — (mglsinxy)xs
m

= maxy (a2, T2) — 29l sinzy) — klxs

Pontika sa volba «a(xy, z5) = 2glsin z1, ktora vedie na

d 2
—V(@(t)) = —kiz3, (5.11)

Opakujeme tvahu, ze kyvadlo zaujme polohu, v ktorej je funkcia V(xy,z5) mini-
malna. Takyto stav je iba jeden: x1 = m, x5 = 0.

Vypocitana spétna vézba umelo modifikuje gravitacné pole — ak dosadime za
a(zy,x9) = 2glsinz; do (5.9)) dostavame:

To(t) = glsinxy(t) — %$2<t> (5.12)
y(t) = x1(2),

¢o je vlastne popis kyvadla (prevrateného hore nohami). Gravitaéné pole posobi
opacnym smerom — povodne nestabilna poloha sa stala stabilna. Je potrebné si
uvedomit, ze a(x) je statickd spatna vizba, t.j. dava informécie iba o polohe, rych-
lost nie je potrebna.
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5.2 Stabilita nelinedrnych systémov — porovnanie

stabilita (v8eobecne): najdolezitejsia vlasnost regula¢nych obvodov (linearnych alebo
nelinearnych)

stabilita nelinearnych obvodov: §irsi pojem a odlisuje sa od stability linearnych sys-
témov

stabilita linearnych systémov: je vlastnostou tychto systémov a nezavisi na ich okam-
zitom stave, vstupnych signaloch, pociatoé¢nych podmienkach

stabilita LDS: definuje sa ako schopnost vratit sa do rovnovazneho stavu, ak skoncilo
posobenie signélu, ktory systém z toho stavu vyviedol

stabilita NDS: definicia stability pre LDS je nepostac¢ujica (napr. rovovaznych stavov
je v NDS viac — odpovedaji im singularne body)

5.2.1 Rozsah platnosti stability NDS

— LDS je stabilny /nestabilny pre akékolvek pociatoéné podmienky — za istych predpo-
kladov to plati aj pre nelinearny systém — hovorime o globalnej stabilite (o stabilite vo
velkom). Systém je globélne stabilny, ak je stabilny pre vSetky poé¢iatoéné podmienky.

— pri NDS sa casto stretavame so stabilitou pri malych vychylkach v istom okoli rov-
novazneho stavu — lokadlna stabilita (stabilita v malom). NDS je stabilny lokalne, ak
je stabilny pre pociato¢né podmienky vo vnutri oblasti okolo rovnovazneho stavu. Ak
je systém stabilny globéalne, je automaticky stabilny aj lokdlne (naopak to
neplati).

5.2.2 Ustalené stavy NDS

— LDS maju 1 ustaleny stav pre ¢ — oo alebo sa nestaluju vobec (teda st nestabilné)

— NDS disponuji na rozdiel od LDS viacerymi ustalenymi stavmi — dva typy ustalenych
stavov:

e rovnovazne ustéilené stavy (kl'udové stavy): nulové vzdialenosti v jednotlivych osiach

e periodické ustéalené stavy (medzné cykly): kmity o konstantnej amplitude a frek-
vencii.
Ak vySetrujeme stabilitu NDS — nehovorime o stabilite systému, ale o stabilite jeho
rovnovaznych stavov, ktoré mozu byt stabilné alebo nestabilné.

NDS ma tolko rovnovaznych stavov,kolko existuje rieSeni sustav rovnic: &1 = 0; g =
0,---,&, = 0 (ziaden rovnovazny stav, jeden, dva, ..., nekonecne vela) — pozri signularne
body LDS (a zovseobecnenie na NDS)
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Ak maju stavové trajektorie v okoli SB smer dovnitra (k SB), speje systém do stavu
kl'udu a tento rovnovazny stav je staiblny (ak stavové trajektorie opustaju singuldrne
body, rovnovazny stav je nestabilny). Pre NDS je to hodnotenie lokélnej stability, nakol'ko
NDS disponuje viacerymi rovnovaznymi stavmi

Dalsim typov ustalenych stavov NDS sii periodické ustalené stavy — st to ustalené vlastné
kmity (autooscilacie) — v stavovej rovine su reprezentované uzavretymi trajektoriami
(medzné cykly)

Medzné cykly:
(a) stabilné — trajektorie smeruju z blizkeho okolia k MC
(b) nestabilné — trajektorie sa vzdilujia od MC
(c) polostabilné — trajektorie sa z vonkajsej strany priblizuji, zvnutra vzdial uju
)

(d) polonestabilné — naopak.

5.2.3 Ljapunova teoria stability (pre systémy so sustredenymi
parametrami)

1. Reélny systém

d
%w(t) = flz(t), u(t),t] (5.13)

2. Uvahy o stabilite — volny systém <= wu(t) = 0, potom (5.13) je autonémny, t.j.

d
() = fla(t) (5.14)

3. Rovnovazny stav @, vyhovuje rovnici f(x,) = 0, pretoze %mr = 0.

4. Rovnovazny stav Casto byva zaciatok SS f(0) = 0.
5. Definicia stability, ak rieSenie ((5.14)) existuje:

Definicia 2 Ak x, = 0 je rovnovdzny stav systému , hovorime, Ze x, =0 je
stabilng rovnovdzny stav, ak riesenie rovnice (5.14) x(t) = x(x(to)), ktoré zacina v
nejakom stave x(to), blizko rovnovdinemu stavu x, = 0 zostane blizko rovnovdzneho
stavu x,, alebo sa k nemu pribliZuje.

Definicia 3 (V Ljapunovskom zmysle:) Systém je stabilng v LJ. zmysle
v rovnovdznom stave x, = 0, ak pre kazZdé redlne ¢islo € > 0 existuje §(e) > 0 také,
Ze kazdé riegenie x(t) = z(x(ty)) systému (5.14), ktoré zacina v nejakom & okoli
rovnovdzneho stavu x, = 0, kde |x(ty)| < J, bude v € okoli rovn. stavu x, = 0:

lx(x(ty))| <€, pre Vt>tp

29



Prednaska 6

Metody syntézy nelinearnych systémov

Ulohou syntézy je navrhniat k lineArnemu/nelinedrnemu systému vhodny line-
arny /nelinearny regulator, ktory zaisti splnenie ciela syntézy, t.j. splnenie poziadavky
na pozadované chovanie URO.

Ak je cielom stabilné spravanie + vhodna dynamika pri velkych rychlostiach a pracovnych
rozsahoch je nutné nelineérne riadenie.

Stabilizac¢ny problém: tlohou je najst pre definovany NDS

z(t) = f(t,z,u)

taky zakon riadenia w, aby pri [ubovolnej pociato¢nej podmienke xy € (2 smeroval stav
x(t) do pozadovaného rovnovazneho stavu (a dosiahol ho v koneénom ¢ase).

Priklady na stabiliza¢né tlohy: regulécia teploty v peci na konstantnu teplotu, regulacia
hladiny v nadobéch, regulacia letu lietadla v konstantnej vyske.

Problém sledovania: Je zadany systém

z(t) = f(t,z,u)

y(t) = hiz(t)) (6.1

a regerencné trajektoria vystupu

w(t) = Y, (). (6.2)

Ulohou je najst také riadenie u(t), aby pri pohybe z Tubovolného pociatoéného stavu v
oblasti €2 konvergovala regula¢na odchylka

e(t)=w(t)—y(t)—0

a stav zostal ohraniceny.

Priklad na sledovanie: robotické systémy (bud je referen¢na trajektoria znama alebo sa
da vypocitat).
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Ulohy sledovania st obtiaznejsie ako tlohy stabilizacie, pretoze pr sledovani musi ria-
diaci systém udrziavat nielen stabilny stav systému, ale tiez udrziavat vystup systému na
referencnej trajektorii.

Postup pri navrhu riadenia (dodrzat pri zadani)
Pri navrhu riadenia dodrziavame nasledovné kroky:
1. fyzikdlny systém modelujeme pomocou systému DR

2. Specifikujeme pozadované spravanie, volba snimacov, akénych ¢lenov — modeluju sa
ich vlastnosti

3. navrhneme podla zvolenej metdédy vhodnu riadiacu $trukturu a parametre riadenia

4. analyzujeme spravanie vysledného systému (URO) — simuléciou na PC. Ak vlast-
nosti riadenia nevyhovuji, navrat k bodu 3 — zmena metoédy pre navrh riadenia.

5. implementécia riadiaceho systému (¢islicové riadenie).
Pozn. Néavrh riadiaceho systému pre NS musi zaistit:
e stabilitu (globélnu)
e pre typické trajektorie musi byt zaistena vyhovujica rychlost a presnost odozvy.
e vysledny systém musi byt:

— robustny (necitlivy na poruchy, Sum, malé zmeny parametrov, vplyv nemode-
lovatelnej dynamiky)

— dostupny cenovo

6.1 Linearizacia nelineArnych systémov

- fyzikalne systémy st nelinearne — riadenie je narocné

— snaha NDS — linearizovat, nakol'ko metddy riadenia linearnych systémov st podrobne
rozpracované — umoznuju jednoduchy navrh riadiaceho systému

1. linearizacia v jednom pracovnom bode
2. linearizacia vo viacerych pracovnych bodoch

3. exaktné (spédtnovézobna) linearizéacia

6.1.1 Linearizacia v jednom pracovnom bode

— existuje mnozstvo pripadov, ked NDS moéZeme linearizovat v pracovnom bode avsak
linedrna aproximécia dava iba lokalny popis chovania systému a zanedbéava vSetky $pe-
cidlne javy, ktoré NDS maju. Ak to vieme tolerovat — mozeme vyuzit vSetky zname
metody riadenia LDS.
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6.1.2 Linearizacia vo viacerych pracovnych bodoch

= gain scheduling (programové zosilnenie)

— volime viacero pracovnych bodov, ktoré dostato¢ne pokryvaju pracovnu oblast a v ich
blizkosti systém linearizujeme.

— pre kazdu linearizéciu navrhneme vhodny linedrny regulétor

— globalny nelinearny regulator ziskame prepinanim prislusnych regulatorov (riadenie letu
lietadla).

6.1.3 Exaktna linearizacia

— najvSeobecnejsi spdsob linearizacie (spatnovizobna linearizacia)

— princip metody spociva v snahe vykompenzovat nelinearizty systému inymi nelineari-
tami a pretransformovat ho na linearny systém.

— kompenzéacia nelinearit moze byt ¢iasto¢na alebo aplna, vykonat ju moézme bud glo-
balne v celom stavovom priestore alebo lokdlne v urcitej oblasti.
Priklad 10 Linedrny matematicky model spdatnovizobnyjch systémov maézZeme ziskat

exaktnou linearizdciou pomocou nelinedrnej spdatnej vazby. Zdkladnd myslienka spociva
v kompenzdcii nelinedrnej (spojitej) funkcie riadeného systému

&= f(z)+g(x)u (6.3)
nelinedrnou spdatnou vizbou
u=g~(z) [f(x) + Aa]. (6.4)
Za podmienky, Ze g~'(x) existuje.
Po dosadent do (6.3):
&= f(z) +g(x)g (=) [f(z) + Az] = Az (6.5)

Rovnica (6.5) opisuje dynoamiku linedrneho systému. Volbou konStdint matice A mozno
ziskat poZadovani dynamiku exaktne linearizovaného systému.

Priklad 11 Vytvorte linedrny model systému:

Z).’Jl = X9 (6 6)

By =27 — a5 +u
pomocou exaktnej linearizdcie.

1. Linearizujica spatnd vdzba:

U= —a:f + m% — 11 — a9Ts.
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2. Model linearizovaného systému:

T1 = Ty ) 0 1
) T = r = Ax
Tog = —QA1T1 — A9T2 a; —az

3. CHR linearizovaného systému:

|sI —Al=0 = s = 5%+ ays + a;
a; S+ ao
4. Vlastné cisla CHR:
2
A = —_—— —_——
1,2 5 1@

6.2 Zakladné metédy syntézy riadenia

— neexistuje rovnako ako pre analyzu ani syntézu riadenia univerzalna metéda pre navrh
vhodného regulatora.

6.2.1 Linearny/linearizovany systém s nelinearnym riadenim

e pre riadenie linearneho systému (LDS — ziskany linearizéciou s vyhovujticou pres-
nostou v poZadovanej pracovnej oblasti — popis je tvoreny LDR)

e volime PID-regulator alebo stavovy regulator. (parazitné nelinearity v snimacoch,
akénych ¢lenoch sa snazime pri prvom navhru kompenzovat alebo zanedbat). Ak sa
to neda — syntézu vykoname aj s parazitnymi nelinearitami (metéda harmonickej
linearizacie a ekvivalentnych prenosov)

e stabilitu riadiacej Struktury zaistime pomocou Ljapunovej teoérie stability
(Popoveho kritéria)

e dynamické vlastnosti vysledného navrhu overime simulaciou (spojito pracujtce re-
gulatory s parazitujticimi nelinearitami)

— wplyv nasytenia akcnijch c¢lenov: obmedzenie vystupu akéného ¢lena vedie na
zhorSenie prechodovych dejov a tiez ku nestabilite pri vacsich poruchéch.
Ak mé regulator "I"zlozku — po dosiahnuti hranice obmedzenia sa nezvicsuje
vstup na DS, ale integrator pracuje dalej (integruje) — vplyvom obmedzenia
ak¢nej veli¢iny je reakcia regulatora na zmenu polarity e opozdend — "WIN-
DUP"

— nespojito pracujice reguldtory - pouzivaju sa vtedy, ak nie je spojita akéna
veli¢ina z konstrukéného /ekonomického hladiska vyhodna.

Navrh jednoduchych nespojito pracujtcich regulatorov mézeme vykonat metédou
ekvivalentnych prenosov alebo simulaciou.
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6.2.2 Nelinearny DS s linearnym alebo nelineArnym riadenim
— ak sme nevykonali linearizaciou NDS, mézeme navrhunit ku NDS vhodny regulator
pomocou

(a) Ljapunovej teorie (priamej)

(b) simulaciou

Implementdcia riadenia nelinedrnych systémov: zlozitejsie algoritmy riadenia NDS si vy-
zaduju diskrétnu implementéciou. Kedze priamy navrh diskrétnych algoritmov je ¢asovo
naro¢ny, postupujeme nasledovne:

1. néavrh riadenia v spojitej oblasti

2. diskrétna realizacia s malou T,
Metody analyzy a syntézy DS

e priama Ljapunova metoda (A+S)

e metoda fazovej roviny (A)

e metdda harmonickej rovnovahy (S)

e spitnovizobnéa linearizacia (S)
Priklad 12 Navrhnite riadenie u(t) pomocou priamej Ljapunovej metddy pre nelinedrny
systém

a1 (t) = @2(t)

do(t) = 23 (t) — 25(t) + u(t) (6.7)

tak, aby rovnovazny stav (0,0) bol stabilng.
1. Podla LM treba ndjst pre systém (6.7) Ljapunovu funkciu, ktord musi byt kladne
definitnd a jej derivdcia pozdlZ trajektorie systému musi byZ zaporne definitnd.
2. Zvolme funkciu V(z) = 23(t) + 23(t) za kandiddta na Ljapunovu funkciu systému
(6.7). Funkcia vyhovuje podmienkam:
— je spojitd a jej parcidlne derivdcie su spojité v okoli rovnovdzZneho stavu
- je kladne definitnd, V(0,0) =0, V(xy,x2) > 0.
~ jej derivdcia pozdlz (6.7) je
. ov ov
V(x) = 52 2 + a—xz(mf — 25+ u)
= 2m1m9 + 229(2% — 25 + 1)

_ 2 4
= 2(z120 + Tox] — x5 + Tou)

(6.8)

Podstatou ndvrhu stabilizujiiceho riadenia pomocou priamej LM je najst funkciu, ktord
pri navrhunutom riadent spliia podmienky Ljapunovej funkcie — vo vijraze (6.8|) treba volit
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u(t) tak, aby V(x) bola zdporne definitnd funkcia — struktiru zdkona riadenia volime tak,
aby sa cleny (x1z9 + w22?) vykrdtili

— ak wolime ul = —z? — 1, V() spliia podmienky Ljapunovej funkcie, lebo V(t) =
—Zxé < 0.

—wvolbou zdkona riadenia vieme ovplyvnit kvalitu prechodovijch dejov a nie len stabilitu
rovnovdazneho stavu.

Volbou

u2:—x%—x1—a:2
ziskame vyssiu kvalitu prechodovych dejov.

— cielom tijchto metdd je pre dany NDS navrhnit funkciu, ktord by mohla byt Ljapunovou
funkciou (generovanie Ljapunovych funckii — metdda variabilného gradientu).
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