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Diskréetni systémy rizeni

- takove systémy, v nichz alespon jedna veli¢ina systému fizeni matvar
posloupnosti diskrétnich hodnot (impulsi, ¢isel), napt. z davodu, Zze nemize byt
merena spojite

- ngjcastéji dano pouzitim pocitace jako reguldtoru v systému automatického fizeni
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volba vzorkovaci periody
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88 | charakteristice regulované soustavy
ow (€ podleShannon-Kotélnikovova teorému T < p/w,
= § provedeme-li rozklad vzorkovaného signdu na
29 Iv(jw) |“ jednotlive harmonické Fourierovarozvoje,
> Ea dostaneme amplitudove spektrum podle obrazku,
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f) dobazavéru pohonu,
(nema smydl, aby vzorkovaci perioda byla kratSi nez doba, 3
za kterou se staci vykonat pozadované nastaveni ak¢niho organu)



Privedeme-li na vstup tvarovace nultého radu diskrétni jednotkovy impuls
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pak navystupu tvarovace je pravouhla schodova funkce
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Z-transformace
a) Priméa Z-transformace (origind ® obraz)
¥

FQ=z{f(KT)}=8 f(KDZK=fO)+fM)z1+ 2Nz 2?+L
k=0
(i) lzeurcit jako soucet geometricke rady
(i) pomoci operatoroveho slovniku Z-transformace

b) Zpétna Z-transformace (obraz ® original)
(k) =2 YF (@)= &F (.25 "z,
Zi s

kde C je uzaviena kiivka
Urcuje se:
(i) z operatorového slovniku Z-transformace
(ii) delenim polynomu ¢itatele polynomem jmenovatele
(iii) pomoci reziduove vety
f(k) =2 YF(2}= & res{F(2.2Y
poly F(z).z 1



vyraz z¢<1 nema zadné poly kromé piipadu k=0, pro k=0 matedy vyraz F(z).z<?!
jeden pol navic, proto predchozi vztah vétsinou rozdélujeme na 2 pripady:

: é resi@u pro k=0
f(kT) =Py F@0 1 ;

I q res{ F(z).zk'l} pro k31

f poly F(2)

pro jednoduchy pal z, funkce Y(2) plati

Jes {Y(2)} = fim (z- 25)Y(2)

§ pro m-nasobny poal z, funkce Y(2) je
1 d m-1

— ' é - m )
s Y@=y am e mie (2 %) Y



Operatorovy slovnik Z-transformace

f(t) F(s) F(2)
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. d(kT)t
i, pro k=0 !
d1) f(kT)=d(kT)=i 1
ad 1) (KT)=d{kT) %O, pro k!0

»

0T 2T 3T kT

F(2=fO)+f(T)z1+f@T) 7%+ f@Nz3+L=1

soucet nekoneCné geometrické rady s kvocientem q do
a prvnim Clenem a,

il, pro k30 h(KT)!
f(kT)=h(kT)=ji 17
ad 2) (KT) =h(kT) %O, pro k<O | | |

0T 2T 3T KT

F(2)=1+z'+7%+73+L= - = =
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ad 3)

8

ad 5)

ad 6)

f(KT) =KT f(KT) 4

»

F(Z):O+TZ-1+2TZ_2+3TZ-3+4T2'4+L: 3T

2T
:T(Z'1+22'2+3z'3+4z'4+|_):TG(Z)
T
G(2) délime zaintegrujeme ¢len po ¢lenu ol ‘
%:Z-2+22_3+3Z'4+4z'5+|_ 0 1 3T KT
Z
G(2) 1 2 -3 _-4 N |
) dz=-z"-z2°-72°"-7"-L= =
Z 1- 27t z-1
po derivaci dostaneme
G(z) _dege-10 1 7 Tz
(): 8 = 5 P G(2)-= 5 b F(2)= ,
z dzéz-1lg (z-1) (z- 1) 2- 1)
f(KT)=a""
F(2)=1+a'z1+a’"z%+a¥ z3+L= 1T =
l-a z~ z-a
f(KT)=e 2T
F()=1+e @ z7lig2aT 72, g3aT 73, = 1T : Z
1-e?'z° z-¢€



ViIastnosti Z-transformace

1. Véta o linearité

Z{a f,(KT)+b f,(kT)} =aF,(2) +bF,(2)

2. Véty o posunuti (pro celo¢iselné m> 0)

§ T obecné

T=1sec

kladné

Z{f[(k+DT]} =zF(2)- zf(0)
Z{f[(k+ 2T} =2°F(2)- z° f(0)- zf(T)

Z{t[(k+m)T}=2"F(2)- %ilf (iT)z™!
=0

posunuti
Z{f(k+D} =zF(2)- zf(0)

Z{f(k+2)}=2z°F(2)- z* £(0)- zf (1)

Z{f(k+m)}=2z"F(2)- %ilf (i)z™'
=0

zaporné

Z{fl(k- DT} =2 F(2)- f(-T)

Z{f[(k- QT =2 °F(2)+Z 1 (-T) + £ (- 2T)

Z{f[(k- m)T[} = z'mF(z)+én f(-iT)Z ™
i=1

posunuti
Z{f(k- D=z F(2)- (-1

Z{f(k- Q}=7°F(@)+7H (- D+ (-2

Z{ f (k- m)}:z'mF(z)+én f(-i)z-m

=1 12




3. Véta o pocatecni hodnotée
f(0) = lim f (KT) = lim F(2)
k® 0 ® ¥
4. VVéta o koneCné hodnoté

F¥) = lim £ (KT) = lim 2 TF(2)
k® ¥ ®1 Z

5. Véta o souctu vzorkU

¥
ka:_of(kT):IZ|®mlF(z)

6. Véta o obrazu konvoluce

|k | i
zia flk-i)T] »g[nT]g: F(2)°G(2)
li=0

13



1kaz.
Sy

Z{f[(k+m)T]} = é fl(k+mT]z = f(MT)+ {[@+m)T]|z 1+ [+ m)T]|z 2 +L=/.2"2 "
k=0

Zm{ f(mT)Z ™+ f[A+m)T]z &M + f[2+m)T]z @™ + |_}:
=2"{F@- Q- 1Mz f@N)z - L- f[m-T]z ™D}

mé ng—l . -il‘“I m ng—l . m- i
=z eF(9- a f(T)z y=z2"F(2- g f(iT)z
e =0 G i=0

Z{ (k- m)T]}:é fl(k- mT]z X = f(mT)+ f[@- mT]z 1+ f[2- mT]z 2 +L=

k=0

=7 m{f(- mT)z™+ f[@- mT]z™ 1+ f[(2- m)T]zm'2+L+i(O)+ f(T)yz' 1+ f(2T)z'2+9:
5 m " m | ~

=Z"eF(@+a f(-IT)Zg=2"F()+q f(-iT)z"" F(2)

e I=1 u i=1

14



Priklad Z1. Ur¢ete z-obraz diskrétni funkce vzniklé vzorkovanim funkce f(t)

se vzorkovaci periodou T=0,1 sec.
L aplaceiiv obraz prislusné spojité funkce je F(s) = :
s(s+3)

reseni:
Z operatorového slovniku dostaneme original spojite funkce f (t) = 3 (1- e 3t)

ak nému z-pbraz diskrétni funkce f(kKT) vzniklé vzorkovanim f(t) je
5 fl- e 3z — 0,43z
; v . Podosazeni T=0,1 dostaneme F(z) =
(z- 1)(z- 0,74)

F(2) :C_S(z_ 1)(2_ e'ST)

2
Priklad Z2. Urcete origindl f(KT) k z-obrazu F(z)= 22 +42°1
2°-2°+432-1

reseni: [ad (ii) d&lenim polynomu gitatele polynomem jmenovatel €]

(222+4z-1):( 2- 22+ 3z- 1)=2z1+6z2%-7z3- 177%4..
22-27+6- 271 - ~ —
6z-7+2z1 ﬂ
6z- 6+18z'- 622 — A —
-1-1671+ 672 f(0)=0, f(T)=2, f(2T)=6, f(3T)=- 1,
-1+ z1- 3z2+2z8 f(4T)=-17, ...

-17z1+ 9z2- 73
15



PFiklad Z3. Urcete origindl f(kT) k z-obrazu F(2) = %o 08

(z- 1)(z- 0,5)
reseni: [ad (i) rozklad na parcidni zlomky a ze slovniku Z-transformace]
z- 08 A B
F(z) = ’ = +
&= Dz-08 " z-1" z- 05
é z-08 U 1- 0,8 0,2
A= -1 ’ . = —=""=04
éz )&-g@-aﬁiﬂ 1-05 05
é z-08 U 05-08_ -03
B=Az-05 ’ ' =— —=—"—=0,6
g(z )(Z 1)(z- O,S)HZ:O’5 05-1 -05
F(2) = 0,4 N 0,6
z-1 z-05

ze dovniku Z-transformace dostaneme

f(KT)=0,4+0,6.051 pro k3 1,
f(0)=0

16



2z-1
(z- 1)(z+0,5)

Pfiklad Z4. Urcete origind f(KT) k z-obrazu F(z) =

feSeni:  F(z) = 2z-1 A, B B
T(z-1)(z+08P -1 7+05 (7408
A:g(z-l) 2z-1 l'J 21 _ 1 _4
& (z- 1)(z+0,5)° Uz—l - (1+05?2 225 9
e > 2z-1 0 2(-05)-1_-1-1_-2 _4
B :AZ+O,5 /) = o — —
’ S( )(z-l)(z+0,5)232:_0’5 -05-1 -15 -15 3
_1idé >, 2z-1 Wi _;deZZ 100 ~
=—1——az+05 g =
& ﬂ%dzg( ) (z- 1)(z+05)7 % o5 tdz€z- 18, 05
11 -1 0 12z- 2- 2z+10 -1 _ 4
=i2—+(2z- 1) ’ = ’ .
i z-1 (- Whyos 1 (217 ?;Z:_OS 225 9
b Pt l .41 L4

9z-1 9z+05 3(z+o5)
ze dovniku Z-transformace dostaneme
f(kT)—f'- g( O,5)k'1+g'(k- 1(- 052 pro k21,

f(0)=0 Y



Priklad Z4'. Urgete origindl f(kT) k z-obrazu 27-1
F(2) =
(z- 1)(z+05)°

jiny zplsob resent:
B 22-1 B 22-1 22-1
F(z) = 3 >
(z- )(z+05) (z- (22 +z+0 25) 28 +22- 0,752- 0,25

(2z- 1):(+ 2-0,752-0,25)=2z?%- 3z3+4574...
2z+2-15z1- 05 72
-3+15z1+05 z?2
-3- 371 422572 +1,3373
-457z1 -175z2 - 13373

z definice F(2) = f(0) +f(T) z1+f(2T) z2+f(3T) 23 +f(4T) z4+ ... dostavame
£(0)=0, f(T)=0, f(2T)=2, f(3T)=- 3, f(4T)=45, ... ,

to je ve shod¢ s vysledkem z predchoziho reSeni
f (KT) —f'— g( O,5)k'1+g(k- 1)(- 05)2 pro k31, f(0)=0,

4 4

napr. f(21) = - <. 0,5)%1 8+a4+24

+ 2= =2
3 18
18

4 2_4 4
+§(2-1)( 0,5)% =97 18

18



Diferencni rovnice

prvni diference (doprednd), prvni diference (zpétna)
Df (KT)= f[(k+2)T]- f(KT) Nf(KT)=f(kT)- f[(k- DT]

druha diference
Of f (KT) =Df[(k +1)T] - Df (KT) ={f[(k+2)T]- f[(k+DT}- {f[(k+DT]- f(KT)}=
= f[(k+2)T]- 2f[(k+DT]+ f (KT)
N2 f(kT)=Nf(kT)- Nf[(k- DT] = f(KT)- 2f[(k- DT]+ f[(k- 2)T]
treti diference
D f(KT) =D f[(k+DT]- D? f(KT) =
={Df[(k+2)T]- Df[(k+D)T]}- {DF[(k+DT]- Df (KT)} =
=Df[(k+2)T]- 2Df[(k +1)T]+Df (KT) =
= f[(k+3)T]- f[(k+2)T]- Af[(k+2)T]- f[(k+DT]}+ f[(k+DT]- f(KT)=
= f[(k +3)T]- 3f[(k+2T]+3f[(k+DT]- f(KT)
K3 (KT)=R2f (kT)- N2 f[(k- DT] = f(KT)- 3f[(k- DT]+3f[(k- 2T]- f[(k- IT]

n-ta diference

el g

D'f (KT)=D" 1 f[(k +1)T]- D" 1f (KT) =§ (- )™ g'?gf[(kﬂ)T]
=0, e g
R F (kT) =R (kT) - R E[(k- DT] =& (- )™ &2 f[(k - )T] 19



linearni diferencéni rovnice n-tého radu

a) diferencni tvar (z doprednych a zpétnych diferenci):

a,0'y(KT) +L +a,; Dy(KT) +a, y(KT) = b,, Du(KT) + L + by DU(KT) + by u(KT) (1)
a,N"y(KT) +L +a;Ny(kT) +ay y(KT) = b,, N"u(kT) + L+ b; Nu(kT) + by u(kT) (2)

kde u(K) ... zndma vstupni diskrétni funkce
y(K) ... hledana vystupni diskrétni funkce

Jestlize za diference dosadime podle piredchozich vztaht, dostaneme

b) rekurentni tvar diferencni rovnice (dosazenim vztaht pro diference do (1) a(2)):
a, YI(k + MT]+L+a; y[(k +D)T] +ag y(KT) =, u[ (K + m)T] + L +by u(k +T] + by u(kT)(3)
ag Y(KT) +a& y[(k- DT]+L+a, yi(k- nT] =bpu(kT) + by u[(k - DT]+ L+ by, u[(k - m)T](4)

Poznamka:
K reSeni diferencnich rovnic musi byt dany poc¢atecni podminky,
napt. u vztahu (1) pro y(0), Dy(0), ..., D 1y(0) , u(0), Du(0), ... , D™ 1u(0),
uvztahu (3) pro y(0), y(T), ... , yl[(n- 1)T], u(0), u(T), ... , u[(m- 1)T]
Zapis (3) je castejsi v matematicke literature, diferencni rovnice ve tvaru (4)
v technickych aplikacich, protoze pocatecni podminky y(- T), y(- 2T),..., y(- nT),
u(- T), u(- 2T),...u(- mT) jsou vé&t&inou nulové 20



Reseni diferencnich rovnic

(i) rekurentnim zplsobem
feSeni je v otevirenémtvaru,
hodnotu y(kT) nelze urcit bez znalosti predchazejicich hodnot

(i) klasickym zpUsobem
reSeni = reSeni homogenni rovnice + reSeni partikularni Casti,
- k homogenni rovnici (prava stranaje rovnanule):
a, Yi(k+nmT]+a, yi(k+n-DT]+L +a y[(K+D)T]+ay y(kT) =0
uré¢ime prisdusnou charakteristickou rovnici
a,z"+a, 2" +L+a z+a,; =0
a) jsou-li z, z,, ... , z,jgi navzgem rizné koreny (realné nebo komplexni),
pak reSeni homogenni rovnice je
_ KT KT KT
Yhom(KT)=Cy 71" +Cy 2" +L+C), 7,
b) je-li jeden koren (napt. z,) p-nasobny a ostatni jednoduché, je
Yhom(kT) = (Cl +C2k + ---+Cpk p-l)sz +Cp+1 Zl2<T + I—+Cn Zrif-rp+1
C) pro vétsi pocet nasobnych korent ziskame tvar y,,(KT) zobecnénim b)
[Konstanty C,, C,, ... , C, urcime z pocatecnich podminek]

VI - 21
- partikularni reSeni ® viz literatura



(iii) pomoci Z-transformace

Diferen¢ni rovnice

an YI(k+nT]+ L +& y{(k+1)T]+ag y(KT) =bpul(k + mT]+ L +bu[(K+DT] +byu(KT)
+ pocatecni podminky pro y(0), y(T), ..., Y[(n- 1)T], u(0), u(T), ..., u[(m- 1)T]

G MK+ T+ =bp ul(k+m)T]+...\ 7L dif 1.} | a,2"Y(2)+...=b,, Z"U(2) +...

WOz, WO E—— Ulohav Z-obraze
ulohav originau

rekurentni reSeni (neni uzavrené) reSeni v Z-obraze
nebo klasické reseni (nesnadné) (snadngjsi)

y(KT)
vysledek v originae

Z {Y(2)} Y(2)
vysledek v Z-obraze

22



Priklad D1.

reseni (i):

Redte numericky diferencni rovnici (T=1)

y(k+2) + 3y(k+1) + 2y(K) =u(k+2) - 3u(k+1) + 2u(k)

pro vstupni funkci  u(k) =h(K)

a pocatecni podminky y(0) =0, y(1) =2

Rovnici upravime tak, aby naleveé stran¢ byla vystupni funkce
S ,,hgvétsim posunutim’

y(k+2) =u(k+2) - 3u(k+1) +2u(k) - 3y(k+1) - 2y(Kk)

y(0)=0

y(1)=2

k=0:y(2)=u(2) - 3u(1)+2u(0)- 3y(1)- 2y(0)=1- 3+2- 6- 0=-6
kK=1:y(3)=u(3)- 3u(2) +2u(1)- 3y(2)- 2y(1)=1- 3+2+18- 4=14
k=2:y(4)=u(4)- 3u(3) +2u(2) - 3y(3)- 2y(2)=1- 3+2- 42+12=-30

23



Priklad D2. Urcete uzaviené reSeni diferenéni rovnice
y(k+2) + 3y(k+1) + 2y(k) =0
pro pocatecni podminky y(0) =0, y(1) =2

reseni (ii): charakteristickarovnice;
Z2+3z2+2=0pb (z+1)(z+2)=0b Zz=-1,2,=-2
y(K) =C, 2+ C, 2= C, (- 1)+ C, (- 2)¥

Integracni konstanty C, , C, dostaneme z pocatecnich podminek
y(0)=0=C, +C,
y(1)=2=-C,;-2C,

2=-C,b C,=-2b C,=2

b feSeni homogenni rovnice je
y(K) =2 (- 1)*- 2(-2)*=2[ (- 1)*- (- 2)"]

y(2)=2[1- 4]=-6
y(3)=2[-1-(-8)] =14
y(4)=2[1- 16] =-30

24



Priklad D3. UZitim Z-transformace rete diferenéni rovnici

reseni (iii):

y(k+2) - 2y(k+1) +y(K) = u(k)

| 12K k30
ro vstupni funkci u(k) =7’
Pro VSEHP (k) 10, k<0
apocatecni podminky y(0) =0, y(1)=2

Z-obraz levé strany se rovna Z-obrazu prave strany

Z{y(k+2) - 2y(k+1) +y(K)} =Z{ u(K)}

podle véty o kladném posunuti

Y(2)- 2y(0)- zy(1)- 2[zY(2) - zy(0)] +Y(9=U(2)

Y(2)[2- 2z+1]- 2z2=U(2) (22- 9
2 _z _z(2z-

Y(2)(z- 1)° - 22—2_—2 b Y(Z)_(z- 2z 17

original ziskdme napr. délenim polynomi citatele ajmenovatele Y(2):

(222 - 32): (23 - 47° +52- 2): 271 +5272+107 3 +197 ‘L ,

atedy y(0)=0, y(1)=2, y(2)=5, y(3) =10, y(4) =19, ...

Poznamka: ReSeni v otevieném tvaru bylo mozné ziskat ze zadani

25
| jednoduSgji postupem pouzitym v prikladu D1.



Vnejsi popis dynamickych vlastnosti
diskrétnich systému

u(kT) y(KT)

»  diskrétni systém

() linearni diferenc€ni rovnice
napr. v rekurentnim tvaru z dopirednych diferenci spolu s poc¢atecnimi podminkami
an Yi(k+n)T]+L+& V(kK+)T]+ a9 y(kT) =bpu[(k + mT]+ L +by u[(k +DT] + by u(kT)
y(0), y(T), ..., YI(n- 1)T], u(0), u(T), ..., yl(m )T]
b anYi(k+mT]=bnul(k+mT]+L +bul(k+1)T]+byu(kT)-
-8y Y{(K+n-DT]- L- & y[(k+D)T]- ag y(KT)
kazdy ¢len podélime koeficientem a,,, abychom dostali vztah pro y[(k+n)T],
postupné dosazujeme k=0,1, ...

musi pritom platit m£ n
(jinak by soucasna hodnota vystupu y zavisela na budouci hodnoté vstupu u) i



(i) Z-prenos
- pomeér Z-obrazu diskrétni vystupni veliciny k Z-obrazu diskrétni
vstupni veliciny pr nulovych pocatecnich podminkach

_Z{y(kT)} _Y(2)
z{u(kT)} U(2)

G(2)

Jestlize rekurentni tvar diferencni rovnice z doprednych diferenci
transformujeme podle véty o linearité a véty o kladném posunuti a dosadime
nulové pocatecni hodnoty, dostaneme:

2,2"Y(2) + 812" Y(2) + L +ay2Y(2) +agY(2) =
=1 2"U (2) +1,. 12" U (2) + L+ 2U (2) + U (2)
b Y(2) 82" + 812" L+ L+ 2+ 8] U (2) [y 2™ + by 2™ T4 L+ bz 4y

b l6(2)= YD 2 bnz" +by 2" T+ L+ bz + by
U2 a,z"+a, 2"+ +az+a,

v diferencni rovnici ze zpétnych diferenci |ze obdobné odvodit

G(2) = Y(2) _bp+bz i+ 4z "
U(2) ag+az'+L+a,z"
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(i) diskretni impulsni funkce/charakteristika
- analyticke vyjadreni/graf odezvy na jednotkovy impuls

d(kT)
i, pro k=0 :

d(KT) ={
(kT) :O pro k1O

0T 2T 3T kT
_Y(@ _Z{y(kT)} _ Z{y(KT)} _ Z{y(KT)} _
CD=00 " Zukry T Zdwmy T 1 2{y(kT}

P y(kT)°|g(kT) =2 {G(2)}

(iv) diskrétni prechodova funkce/charakteristika
- analytické vyjadreni/graf odezvy na jednotkovy skok

(T)
il, pro k30 !
h(kT)_|O pro k<O ‘ ‘ ‘ .
21T 3T kKT
Y(2) _ Z{y(KT)} _ Z{y(kT)} _ Z{y(kT)}
UGz ZzZ{ukm)} zhkn}  z
Z-1

G(2) =

b y(kT)° |hkT)=2"1 2 G(z)% 28




Vztah mezi diskrétni impulsni a diskrétni prechodovou funkci

h(KT)=2" 11 2 G(Z)%p H(z)—ﬁG(z)ID G(z)—TH(z)

¥ ¥ ¥
a h(kT)z ¥ =—= é o(kN)Z b (z- 1) & h(kT)Z* = 2 & g(KT)Z ¥ b
k=0 z-1y5 k=0 k=0

é h(kT)Z- K - a h(kT)z ¥ = é g(kT)ZE K
k=0 k=0 k=0
h(0)z+h(T)+h(2T)zZ 1 +h(E@T)z % +...- { h(0) + h(T)z' * +h(2T)Z % +h(3T)Z ° +...}:

=g(0)z+g(T)+g(@N)z +g@BT)z % +...

A g(0)=h(0) A
v g(T) =h(T) - h(0)
z*: g(2T) =h(2T) - h(T) > sestenim téchto rovnic dostaneme
z?: g(3T) =h(3T) - h(2T)
K
s h(kT)=Q g(iT)

g(KT) =h(KT) - h{(k- DT] 20
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(v) frekven€ni prenos diskrétniho systému
- podil Fourierova obrazu vystupni funkce ku Fourierovu obrazu vstupni funkce
Y(jwT)

CUWT) =5 Gw)

- Ziskame jg ze Z-pienosu zamenou| z=eVT|= coswT +j sinwT, tj.

. Y
prowT | <0,2p > opise jednotkovou

G(jwWT) =[G(2)], o kruznici v komplexni roving proti smeru
=€ otaseni hodinovych rugicek (zasinav (1,0))

- frekvencni prenos diskrétniho systému je komplexni periodicka funkce
bezrozmérne frekvence wT s periodou 2p

G(jwT) =G[ J(WT + 2kp)]

(vi) frekvencni charakteristika diskrétniho systému

- graf hodnot frekvenéniho prenosu diskrétniho systému pro frekvence z rozsahu
wT1<0,2p>

30



Blokova algebra diskrétnich obvod

U(kT) . G(Z) Y(kT) . G(z) = % p Y(Z) — G(Z)U (Z)

@ YO uknTegT] JevkD)
Y(z):Z{K{L'l{e(s)}}}wz):G(z)U(z)

operace vzorkovani spojitého signdlu s periodou T

() w0 JeukN Gy ] 1,

Y(2) = ZV{ L HG(9)}} U (2) = G(2)U (2)
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© U Ge L. Yo,
Y(2) = Z{V{L { G(s9)U ()} = GU (2)
......... ¢ YKT)
T s
(d) u(t) < u(kT) G,(9) G,(9) ; y(t) .

Y(2) = ZV{ L YG(5) G ()}l U (2) = GG, (2)U (2)

@ G | [ G | D

Y(2) = Z{V{ L HG.(5) G, (5)U ()} = G,G,U (2)

T T s
(f) u® <u(kT) G.(9 X(t) {X(kT) G(9 |~ y©

Y(2) = Z{V{ L HG,(9)}ff X (2) =
= 2(v{L Yo obe{v{L{aeu@ =6, e@uE =




antiparalelni (zpétnovazebni) zapojeni

W(t) ?e(t) PRl s 9 i y(t)

e(t) =w()- yt) P E(2) =W(2)- Y(2) [plynezvéty o linearité]

Y(2) =G(2) E(2) =G(2)[W(2) - Y(2)] = G()W(2) - G(2)Y(2)
b Y(2)[1+G(2)] =G(9)W(2)

Y(2) _ G(2)

P GwlD =\ T i e
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W(t) %e(t) T{ e(KT) G- I{ (9 ; y(®)

Y(2) = Gg(2) Gg (2) E(2) = Gg(2) Gg (DIW(2) - Y(2)]
P Gs(2)Gr(2)W(2)- Gs(2)GRr(DY(2)
P Y(2)[L+Gs(2) Gr (2] = Gs(2) Gr (IW(2)

b |G (Z): Y(Z) — GS(Z)GR(Z)
27 W(2) T 1+Gs(2) Gr (2




Priklad BA1. Ur&ete pienos zapojeni vzorkovac-tvarovac-spojita soustava.

T i
U U N T ) —

Y(2) = Z{V{LH{Gr(9) Gs(9I U (2) = G:Gs(2)U (2

Tvarova¢ nultého radu ma prenos
- T B e
G (9) L{ T J L +L [ < <
V Laplaceove transformaci znamena nasobeni obrazu vyrazem e s posunuti
originduo - T.
V Z-transformaci posunuti o - T znamena podle véty o posunuti nasobeni Z-obrazu
vyrazem z L.

| I

i -Ts
P GrGs(@)= D=2 T Gyl —z‘Gs(Z)g Z}e -
I
1Gs(u_ -1,1Gs(2)i] -1Gs(2)i
Z%SS% ZISS%(]_Z)% % 35



. Stabilita linearnich diskrétnich obvodu

Obecné vyjadreni stability:
Regulacni obvod je stabilni, jestlize po jeho vychyleni z rovnovazného stavu
poruchou se regulovana veli¢inay ustali na pavodni hodnoté nebo na nove
hodnoté pri vychyleni fidici velicinou w (tj. pii zméné zadané hodnoty
regulovane veli¢iny). n

spojité requlaéni obvody: t'gg y(t) = Yo

b reSeni (i) :\yho\r(n (t) +\yp%t (t)
prechodna cast ustalena cast 1+Gy(s) =0

koteny charakteristické rovnice a,s" +L+as+a, =0 jsou: 0
1. redné, navzdiem rizné Ynom(t) = €2 +c,e?' +L+c e™' =g ¢ &%’

o =1
2. reélny m-nésobny kofens: y, () = (Ckl +o t+o tP+ L+ tT 1) e%!
3. komplexng sdruzené atjb:  Ypom (t) = € (c, sinbt + ¢, ,; cosbt)
4. kombinace 1,2,3
lim y,,om(t) =0 P obvod je stabilni, jsou-li reané casti vsech koreni
® ¥ ~ |charakteristicke rovnice zaporne 36
t'gg Ypart (1) = t'gg Y(1) = Yo *nutna a postalujici podminka stability




diskrétni regulacni obvody:

b reSeni Y(KT) = Yhom (KT) +Ypart (KT)
prechodna cast ustalena cast
koteny charakteristické rovnice a, z" +a,. ;2" ' +L +a, z+a, =0 jsou:
(1. 2, Z, ... , Z, Navzdem rizne (reané nebo komplexni), pak
Yoom(KT) =Crz1" +C, 23" +L+C 2"
2. je-li jeden koren (napr. z;) p-nasobny a ostatni jednoduché, je
Ynom(KT) = (Cy + Cok + ...+ C kP ) AT+ 25T +L+C 2Ky

3. kombinace 1,2
[Konstanty C,, C,, ... ur¢ime z pocatecnich podminek]

lim yyom(KT) =0 b |obvod je stabilni, je-li spinéno |z < 1,i=1,2, ..., n
k® ¥

lim KT) = lim y(kT) =
k®¥ypart( ) k®¥y( )= Yo

nutnd a postacujici podminka stability diskrétniho systému
[Diskrétni systém je stabilni, jestlize koreny charakteristické rovnice
lezi uvniti jednotkové kruznice v komplexni roving z] 37



L aplacetv obraz spojite funkce f (t):

b Laplaceiv obraz diskrétni funkce f (KT):

Z-obraz diskrétni funkce f (KT):

¥
L{f (1)} = Of () e St
0
¥
(KT =g f(kT)e T
k=0

Z{ f (KT)} = 5 f(KT)zZ ¥

_ k=0

Z-transformace je Laplaceova transformace diskrétni funkce pro novou promennou

z=¢%
P szilnz
T

b pro koreny charakteristické rovnice spojiteho a diskrétniho systému plati vztah

Zi - esT
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V ztah podminky stability pro linearni spojité systémy alinearni diskrétni systémy:

poloha koreni charakter. | poloha korenu charakter. | regulacni pochod
rovnicev roving ,, s* rovnicev roving ,, Z v ¢asoveé oblasti
U spojiteho systému u diskrétniho systemu
1 v levé poloroving v levé poloroving stabilni
2 Vv prave poloroving vné jednotkoveé kruznice nestabilni
3 komplexn¢ sdruzené  |komplexné sdruzené uvniti| kmitavy tlumeny
v levé poloroving jednotkove kruznice
4 komplexn¢ sdruzené na jednotkove kruznici | namezi stability
naimaginarni ose
5 komplexn¢ sdruzené komplexné sdruzené a na Kmitavy
Vv prave poloroving zaporne realné ose vné netlumeny
jednotkové kruznice
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Gy ()

Charakteristickarovnice 1+ Gy(s) =0, prenosiizeni G, (s) =
1+Gy(s)
Priklady:
1 0.2} 300 |
S) = p = - =-2
le( ) (S+1)(S+2) Sl 1’52 001'23L 200 |
1 0.05 100t

G,,,(S) = p = =2

ZW( ) (S' 1)(5' 2) Sl :L SZ 8 10 0.5 1 15 2.5
YR SR V- 482 _-1_jV63  ox

W T o2 rern | 12 28 16~ 16 o A

fHEL e \17 M 30\ 40 5 0
- L

G, (S P =+

aw(S) 8s2 1 2 ) 5 N \/ \/ \/ v \
Ge,,(S) =

5W( ) 852 - s+ 2 5 A

2 . 2.5
pslz_-(-l)i\/(-l) -482_1 /63 j S AN AT R
| 2.8 16~ 16 V \
® 40



Kritéria stability

(i) K urceni stability 1ze pouzit (obdobné jako u spojitych systémii) algebraicka a
frekvencni kritéria stability v jgich diskrétni verzi.

(ii) Jinou moznosti je n¢jakou transformaci prevést komplexni rovinu ,,Z* na
komplexni rovinu ,,s* avyuzit kritéria stability pro spojité systemy.

Transformace ; — ST, o= iln - hejsou prilis vhodneé pro prakticke pouziti.

. . o . .
Proto se ¢astéji vyuzivatzv. bilinearni transformace definovana vztanem
: ] z+1 , : ,
Z= W—Jri , resp. inverznim vztanhem w = 1 ktera podobné¢ jako predchozi
W - -
transformace zobrazi jednotkovou kruznici v komplexni roviné ,,z‘ naimaginarni
osu v komplexni roviné ,w* avnittek jednotkové kruznice v komplexni roviné ,,z*

nalevou polorovinu komplexni roviny ,w". m

A

Im? _w+l

13 Z —_—
,,Z W - 1 HW

. —=
\/ Re w2l Re
2-1 41
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Priklad: Rozhodnéte o stabilité obvodu s prenosem fizeni
Y(z Gqh(z 7°- 7+2
6= - G2

W (2) 1+GO(Z) 32°- 2°+2z-1

FeSeni: Charakteristick&rovniceje 3z°- z22+2z2-1=0 , *)
pouzijeme bilinearni transformaci

A +15° aeW+10 av+1o
- 1p  Gw-1g w1 17O MWD

3(w+1)° - (w+1)?(w- 1)+ 2(w+1)(w- 1)*- (w- )3 =0
3(W> +3w? +3w+1) - (W2 + 2w+ (w- 1) +2(w+D(W? - 2w+1) - (w- 1) =0
3w +9w? + 9w + 3- (VVS+W2 - W- 1)+2(\/\/3- W - w+1) - (vv3- 3w +3w- D=0
3w +9w? +5w+7=0 (**)
podle Hurwitzova kritéria

9 7
H, = 3 5 =0.5- 7.3=45- 21=24>0
b koreny rovnice (**) lezi v levé poloroving komplexni roviny ,, w*
b koreny charakteristické rovnice (*) lezi uvniti jednotkové kruznice
v komplexni roving ,z*, atedy obvod je stabilni 42



11. Cislicové PSD regulatory

diskrétni verze spojitého PID regulatoru
(PSD = proporcionané-sumacneé-diferencni)

|dealni spojity PID regulator 1ze popsat prenosem

® 0
GR(S)—ﬁ:I’O 1+rls—r0(?1+i+r—s"—r0§[+i+TDsO
E(s) S ¢ Tog To ™ HE 2
& Iy @
Vv ¢asove oblasti rovnici
1t
de(t)u
u(t)—roee(t)+—lgp(t)dt +Tp ——~ it g (1)

Cidicovou verzi PID regulétoru ziskame z rovnice (1) diskretizaci integrace a
derivace.



Hodnota integralu se priblizné urci jako soucet ploch obdél nik nebo lichobézniki
nahrazujicich plochu pod pavodni krivkou odchylky e(t).

et) 4 et) 4 et) 4
e(kT) e(kT) e(KT)
- &0 e &0) ——E(&QT) 2D et
ﬁ?ﬂ eﬁ) _efam A &
N 3T t N t t
0 T2 o—J K 0T 2ra K 0T 2T\/ KT
] e(3T) | e(3T)
zpétneé obdélni ky dopredné obdélniky lichobézniky
KT k-1 K _,- :
| (KT) = Oe(t)dt ST eT)  IKD)»TReT)  1(kT)» T4 LT +92[(' - UT]
=1 =0 =1

e(t) | &(t)

Derivace se nahradi pomoci zpétne diference.

de(t)  e(KT)- e(k- T]

D(KT) =
(kT) dt T

(k-:l)T T



Polohovy PSD regulator (polohovy PSD algoritmus rizenf)

= diskrétni PID regulator, ktery dostaneme ze spojitého PID regulatoru nahradou
integralu sumaci (napt. zpétnych obdél niki) a ndhradou derivace pomoci zpétné
diference v rovnici (1)

b rovnice polohového PSD (proporciona né-sumacné-diferen¢niho) regulatoru

, k \
U(KT) = 1 ge(KT) +1- 8 eliT) + 2 {e(kT) - (k- DT}y 2
€ | i=1 C

Z rovnice PSD regulatoru |ze analogicky ke spojitemu vytvorit diskrétni regulétory
P, S, PS, PD.

Poznamka 1:

Nevyhodou polohového regulatoru je vyskyt sumace v jeho rovnici, to znamena, ze
k vypoctu akéniho zasahu u(KkT) je nutné uchovavat v paméti vSechny hodnoty
e(iT), =12, ..., k Proto se ¢astéji pouzivatzv. prirustkovy PSD regulator (popsany
dale).
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Prir@istkovy PSD regulator (prirlistkovy PSD algoritmus fizeni)

neurcuje celou hodnotu u(kT), ale pouze jgi zménu proti hodnoté u[(k- 1)T]
v predchozim kroku.

Nu(kT)—u(kT) u[(k DT] =

-roée<kT>+;ae<uT>+ o fefkm) - ef(k- T Ihg-
li=1 a
TK1?

foeeKk DT]+ & o) +-2{e(k- ITI- (k- 2T]hg=

A

| i=1 u
k k

L
:ro%{e(kT)-e[(k-l)T]}+_|TT:'é e(iT)- e(lT)%+ 1D {e(kT) - 2(Kk - T]+el(k- Z)T]}ﬁ

1 Ti=1

‘rm{e(kT) ef(k- 1)T]}+—e(kT)+ {e(kT) 2 (k- DT]+€(k- 2)T]}g

:ro§[+%+-l:|?;e(k-'_)+r08 1- 210 c‘)e[(k DT]+r1g De[(k 2)T] =

= Qo &(KT) + ¢y €[ (K- DT] + 0 € (K - 2)T] , (3)

_ T Tp0 _ To 0 . Tp
=rpel+ _—+ - =-ro¢l+t2 - =, =T
kde Qo o? 1Ty G ogi T, %277 (4) 46




Z diferencni rovnice prirastkového PSD reguléatoru
Nu(kT) =u(KT) - ul(k- DT] = go &(KT) + ¢y e[(k - DT] +q e (k- 2)T]

|ze urcit jeho Z-prenos. Jestlize v predchozi rovnici s vyuzitim vét o posunuti
pirggdeme k Z-obraziim a dosadime nulové pocatec¢ni podminky, dostaneme

U(2)- U (2) =gy E(2) +a, 2 'E(2) + 0, 2 °E(2)
3

_U(Z)_CI0+CI1Z'1+C122' _
Gr(2) = =
=(2) E(2) 1- 271 1- 271

(5)

Poznamka 2;

U spojitého PID regulétoru jsou slozky P, I, D jednoznacné oddéleny, u diskrétniho
PSD regulatoru jsou vSak patrné jen u jeho polohoveé verze.

Ze vztahu (4), (5) je vidét, ze parametry q,, d,, 9, prirastkového regulétoru
nejsou primymi ekvivalenty parametra r, T,, Ty Spojitého regulétoru. 47




Prenosy diskrétnich regulatort P, S, PS, PD odpovidajicich spojitym regulatoraom
P, I, Pl, PD stanovime ze znalosti pirenosi regulatora PID aPSD
oS 0

c ks )
S 1 - 1 0]
PID: GR(s)_%:w Sl+rls—rog1+?s+r(l)s;:rogiJ,fSJ,TDS;
& 216 T T
r +7+D +2D0,1,  Ip -2
. _U(9) _qo+tqZ +qp7° Og To gi Tg °T
PSD: Ggr(2)= = . ~
E(2) 1- z 1- 7z
0 q0+q12 "
P o [PIDJ/T=¥, T,=0P Q,=r, G,=- o, G,=0 P P Gr(2) =0 =1,
T
| © [PID]/r,=0,T,=0 b qo—roﬂ;—rlT % =0,0,=0p S: GR(Z)—lqO_l
-7
-1
+
Pl [PID]/T,=0P qo=ro§i G =T, Gy =0 b PS: Gg(2)= qol “z
Z
Tp0 T
PD © [PID}/T=¥ b o :rogi+—D+, qlz-rogi+2—D+, Q, =1y -2
T ¢ T ¢ T . >

Qo+ hZ +0pZ

1- z'1
48

b PD: Ggr(2) =



Poznamka 3;

Z predchozich vztahi je vidét, ze nekteré diskrétni regulatory maji formalné stejny
prenos.

-1
+
- prenos diskrétnich regul&tora P aPS je Gr(2) = CIol Chf
- Z
-1 -2
o . . +qzZ +0Qyz
. pienos diskrétnich reguldtorii PD aPSD je GR(Z)=CIO qll _1q2
- Z

Protoze pozadujeme, aby prechodova charakteristika diskrétniho regulatoru
odpovidalajeho spojite verzi, mizeme stanovit podminky, které musi parametry
Jo» Oy, O, SPINiovat, aby se jednalo o pozadovany typ regulatoru.

Prechodove charakteristiky h(t) zakladnich spojitych regulatort jsou

P | | D |
ro -1 ‘
> t 1 > t » {
a z nich vyplyvaji prechodové charakteristiky jejich kombinaci
Pl 1 PD| PID 9
Fo y ol rol o v
> t

1 > 1 1 »



Prirastkovy PSD regulétor je uréen vztahem (3):
u(kT) - u[(k - 1)T]:r0§[+%+ D—e(kT)+ 08 1- 2 —e[(k 1)T]+r0 D (k- 2)T] =

I
= Qo &(KT) +qu e[ (k- JT]+0qp e[(k 2T],

odtud plyne
u(kT) =u[(k - 1)T]+r0§[+_|TT+TIP—e(kT) rog 1- 2 —e[(k 1)T]+ro D (k- 2)T] =

I
=u[(k- DT]+qoe(KT) + g (k- DT]+ e (k- 2>T], (6)

diskrétni prechodova charakteristika h(kT) je odezvou na diskrétni jednotkovy skok
h(KT), do rovnice (6) dosadime e(kT)=h(kT) aurcime h(kT)=u(kT), k=0,1,2, ...

3

h(0) =q,

h(T) =2q,+0q,
h(2T) =3q, + 29, + g,
h(3T) =4q, + 3q, + 20, (7)
h(4T) =5q, + 4q; + 30,
h(5T) =6q, + 5q; + 40,
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Obecnou podminkou vSech diskrétnich regulatort je, ze prvni akéni zasah musi byt
kladny, tj. h(0) =q,>0.

P:

PS

h(KT)

h(kT)

; h(kT)‘

v

KT

v

KT

Dh=0

Dh =h(T)- h(0) =(29,+9,)- q,=0,+d;
P q,+q,=0

q,=0, g,=0

Dh=konst>0

Dh =h(T)- h(0) =(29,+0) - gy=0d,
P q,>0

0,=0

Dh=konst>0

Dh =h(T)- h(0) =(29,+9,) - d,=9,+4;
P q,tq,>0

ol



PD: h(kT)‘

KT

v

h(0)>h(T)=h(2T)=h(3T) = ... >0
R R

0o>200+0, P Qo+, <0, 20,+q,>0

h(0)>h(T)P q,>209,+9,P gy+q, <0
h(2T)- h(T)=h(3T)- h(2T) = ... = konst > 0
P 30,+20,%0,- (204+0;) = dy+0,+0,> 0

primka linearniho narastu musi protinat
svislou osu v kladné hodnoté

P (20,+0y)- (dy+0,+0y) = 0y~ 0, >0
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I11. Nastaveni parametri PSD regulatoru

(1) Ziegler-Nicholsova metoda
- postup je stejny jako u sefizovani spojitého regulatoru
1. Ke znamé soustavé aP regulatoru urcime Z-prenos tizeni G (2).

Z jeho jmenovatel e urcime charakteristickou rovnici.

2. Bilinearni transformaci ji prevedeme z komplexni roviny ,,z‘ do roviny ,, w*
a urcime kritické zesileni r,,,, a periodu kmitt T,,,, na hranici stability.

3. Z hodnot r,, a T, Spocitame podle nasledujici tabulky parametry r,, T/T, a
To/T az nich pak hodnoty q,, g;, g, zvoleného typu regulétoru.

typ kg°Tg i o
T, T
P 0,57 gyt ) ]
PS T lokrit T )
(027- 048) fo | 0247 T,
PSD T lokrit T 3 Tokrit T
0,36- 0,6) lokri 2 n
( ) Okrit T L o Thrit 40 Mo Tit 53
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