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Teorie Fizeni I. Priloha P2

1. LAPLACEOVA TRANSFORMACE
DEFINICE LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace patii do skupiny integralnich transformaci a je zdkladnim mate-
matickym aparatem v teorii linearni regulace a fizeni. Pouziva se pfedevSim pro feseni linear-
nich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a ale tento postup pak nasledné¢ umoz-
nuje:

- nalezeni homogenniho a partikularniho feSeni v jednom kroku,

- prevadi diferencialni rovnice na algebraické rovnice, jejichz feSeni v s- roviné je jiz

znamé a jednoduché,

- umoznuje zavést obrazovy pienos, blokovou algebru, frekvencéni pienos atd., coz pak

nachazi Siroké uplatnéni v analyze a syntéze fizeni

Defini¢ni vztahy Laplaceovy transformace

L)} = [ y(0)e™dt =¥ (s), (P2-1)

kdejey(r)  je obecné komplexni funkce redlné proménn ¢, ktera splituje nasledujici
podminky
a) je po Castech spojitd pro >0
b) yt)=0prot<0
c) y(t) je exponencidlniho fadu. Funkce redlné proménné ¢ se nazyva
exponencialniho fadu, jestlize existuje takové realné ¢islo "c" (index
=0

ristu), ze plati lim‘ y(t)e™
t—

Poznamka: Funkce vyhovujici podminkam a), b), ¢) se nazyva piedmét
standardniho typu.

s je komplexni proménna

Y(s) je Laplacelv obraz - komplexni funkce proménné s

Defini¢ni vztah inverzni (zpétné¢) Laplaceovy transformace

y() = Tc+lo;(s)eStds =L {r(s)} 2y @) = z res[Y(s)e” ]H , (P2-2)
m - k

=1

kdeje i imaginarni jednotka, pro kterou plati i* = —1,
c index rstu
Y(s) je Laplacetv obraz - komplexni funkce proménné s

Ve vétsing aplikaci je funkce y(z?) redlna funkce proménné ¢. Pro vypocet L-obrazu se
zpravidla nepouziva defini¢ni integral (P2 — 1) ale vyuziva se vlastnosti L transformace nebo
se pracuje se slovnikem L-transformace. Podobné vypocet predmétu z obrazu neni zpravidla
nutno fesit definicnim integralem inverzni transformace (P2 — 2), ale vyuziva se rozkladu na
parcidlni zlomky. Pouziti defini¢niho integralu pro vypocet L-obrazu je demonstrovano na na-
sledujicim ptiklad¢.
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Teorie Fizeni I. Priloha P2

Piiklad P2.1 Naleznéte L-obraz funkce y(z) =e®.

Reseni: Podle definice (P2 - 1) plati

< ! _ la=sT I
Y(S):L{eat}zj-eat .e—st dt:hm et(a—s) dt:hml e _ 1 : m
0 T—x 0 T—o s—a s—a
proRes=>a je ;im e“ =0 Res>Rea=c
1 c Re>
exp(ar) - 1(t) = ()" = ——;3| (P2-3)
S—a

Obr.10blast konvergence
L-obraz je funkce analytickou v poloroviné Res >Rea=c.

Konec ptikladu

1.1 VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Abychom mohli u¢inné vyuzivat v analyze a syntéze dynamickych systémui vSech moz-
nosti, které nabizi L-transformace, je nutné se seznamit s vlastnostmi L-transformace. Dikaz
jednotlivych vét nebude vzdy proveden, pouze tam, kde je to vhodné, bude naznacen. Vlast-
nosti budou demonstrovany na jednoduchych ptikladech.

1) Véta o linearité

Necht’ C;, C; jsou libovolné komplexni konstanty a funkce y;(?), y,(¢) maji L-obraz
Yi(s), Y>(s) pak plati

L{C, - y,()+ C, -y, ()} = C, Y (5) + C, - Y, (s) |, (P2 - 4)

Odvozeni (P2 — 4): Z definice L-transformace plyne

L{Cl -y @)+ C, 'yz(t)}: ICIyl (f)'e_Stdt+IC2y2 (t)-edt =
0 0

=C [y,(0)-edt+C, [ ,()-e™"dt = C, - Y, (5)+ C, - Y, (9),
0 0

kde ¥,(s) = [ 3,(t)-e™dt, Y,(s) = [ y, (1) - €.
0 0
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Priklad P2.2

Reseni:

. cr v . |
Funkci sin ot, coswt vyjadiime ve tvaru sin ot = ?(e””’ +e

Pouzitim véty o linearité¢ dostaneme

l

Naleznéte L-obraz funkce sin ot a cos wt

—iot

Priloha P2

1 A
;cos ot =—(e'” +e7').
) 2

. | 4 1 1 1 [0}

Lisin wt{=L{—(e'” +e'™)p = — = | (P2 -5
{ | {21'( )} 21'L+ia) S—ia)} s*+ o’ ( 2
1 . , 1 1 1 K
Licoswt{=Li—(e'” +e)}p=— + = P2 - 5b
{ | {2( )} 2L+ia) s—ia)} S+’ ( )

Konec ptikladu

2) Véta o obrazu derivace predmétu

Necht’ funkce y(?) je spojita na otevieném intervalu (0, + o) a necht existuje obraz
jeji derivace y‘(t), potom plati

Ly} = sY(s) = y(0+),
kde y(0+) = liron y(t) je pocatecni podminka zprava.

(P2 - 6)

Pro funkei y(z) miize byt pocatecni podminka zprava y(0+) a zleva y(0-) stejna, nebo

se mohou lisit viz obr.P2.2

Vyznamny jev nastava a) 4 ¥(2) by 47 ®)

tehdy, jestlize funkce ma 00)

rozdilné derivace zprava a Y= 0+ 0'_ (0+)

zleva pro t = 0, protoze v ——( & ; (0 <y7

tomto piipadé derivace > Ly

podle ¢asu % vyvola Di-

ractv  impuls viz obr. y(t) A y(0+) y(0+) M)

P2.2b. H4— >

Rovnici (P2 — 4) je mozno

modifikovat do tvaru y(0-) ¢
>q > ¢ : >

L {y(0)}=sY(s) = y(0+), /< y(0-)

L {y (1 )‘} =sY(s) - y(0-), Obr.P2.2 Pocatecni podminky zleva a zprava

Odvozeni (P2 - 6):

Odvozeni (P2 — 6) se opira o integraci per partes Iuv' =uy— ju'v. Plati
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o0

—st —st

dt

[yeai=y*—| -[ 30

0
0 -8

0
Z této rovnosti plyne pak vztah (P2 —4)
0 1 |d d
Y(s)= »© + —L{— . y(t)} - L{— . y(t)} =sY(s)—y(0).
s s |dt dt

Podobné¢ 1ze odvodit formule pro L-obraz druhé derivace

L{%-y(r)} = Y (s) - 59(0) -y (0)|. (P2-7)

L-obraz n-té derivace y(t), za predpokladu, Ze viechny derivace y'(¢), y''(¢), -,y (¢) maji
L-obrazy, je definovan

t}’l

L{ a -y(t)} = $"Y(s) =" p(0) =52y (0) -~ yV(O).  (P2—8)

Je-li tieba vyjadrit L. nebo L. pak se provede substituce ¢ = 0+ nebo ¢ = 0- v derivacich
y(0), Yy (@), yP(1),---, y" ™ (¢) podle toho, ktery L-obraz se vyzaduje.

Priklad P2.3 Naleznéte feSeni diferencidlni rovnice 2y'+y =3u, y(0+) =2, u =1(¢)

Reseni: LL2y'+y}=LBu} y(0+)=2,u=1()
2[sY (5) = y(0-0)]+ Y (5) = 3U(s)

B 3 2(0+)
[25 +1]7(s) = 3U(s) + 2y(0+)"; = Y(s) = S U(s)+ Ey

Jestlize L-obraz jednotkového skoku je 1 a y(0+) =2 pak dostaneme
s

Y(S)z%U(s)szy(Oﬂ: 5, 4 =Y, (s)+ Y, (s).

+1 2s+1 s(2s+1)  2s+1

L-obraz byl rozdélen na cast, jejiz L-obraz odpovida buzeni Yy (s) a na ¢ast Yp(s), kterd
respektuje nenulové pocatecni podminky. Pfedmét k L-obrazu Y(s) je mozno uré¢it pomoci de-
fini¢niho integralu zpétné transformace nebo rozkladem na parcialni zlomky viz Ptiloha P3.
Podle (P2 - 3) je pfedmét k Yp(s) pfimo roven

4 2

= £2-e" = y,(t).
2s+1  s+405 yr(®

Yp(s)=

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 5 25.04.2002



Teorie Fizeni I. Priloha P2

Predmét Yy (s) uréime pomoci rozkladu na parcialni zlomky viz (P3 — 2) a koeficienty
Ay, A; uréime podle (P3 —3)

A A
Y, (s)= S W 2 3 3
s2s+1)  s(s+0,5 =

5+05) s (5405 Ume)=x0)

Odezva y(t) je dana souctem
YO = yy O+ y,(0) =3(1-e )+ 2™ =3 -

Kontrola poc¢atec¢nich podminek:

yp(0H) =2, y,(0+)=0, y(0+)=y,(0+)+y,(0+)=2.

Konec ptikladu

1.2 PREPOCET POCATECNICH PODMINEK

Uvazujme diferencialni rovnici ve tvaru

(n)

(n=1) M
yoota,,y T tay

+a,y :bmu(’") +---+blu(” +byu, prom<n.

Bude-li budici funkce u(?) nespojita pro ¢ = 0, pak pro pocatecni podminky zleva a
zprava plati:

D0-)=y0+)pro j=0,1,....,n—m—1
y7(0=) =y (0+) pro j P2-9)

Yy 0-)# yPO+)prok=n—-m,...,n—1

Vlastni pfepocet je zaloZen na postupné n-nasobné integraci kolem & okoli v poc¢atku
<8+, £ —> . Postupnou integraci ziskdme n-rovnic a naslednym limitnim pfechodem pro &£ — 0

dostaneme hledané piepocitavaci vztahy. Postup ukaZzeme na nasledujicim ptikladé.

Priklad P2.4 Uvazujte  dynamicky systém popsany diferencidlni  rovnici
V43Yy 2y =u+2u a)y(0-)=1,y'(0-)=-Lu=1().
b) y(0-)=0; y'(0-) = 0;u = 1(z)

Naleznéte pocatecni podminky y(0+)=7?a »'(0+) =?
Reseni: Provedeme integraci diferencialni rovnice kolem po&atku a dostaneme

j(y"+3y'+2y)dt = j-(u +2u')dt > Y’ ' +3y

&—

’ +2j-ydt,

+&

Y (&) =y (6=-)+3[p(e+) = y(e-)|+ [yt = [udt + 2u(e+) —u(z-)].

e—

Doc. Ing. Osvald Modrladk, CSc. 6 25.04.2002



Teorie Fizeni I. Priloha P2

Limitnim pfechodem lim & — 0 pak dostdvame prvni vazebni podminku mezi pocatecnimi
podminkami zprava a zleva.

¥ (0+) = ¥'(0-) + 3[1(0+) — »(0-)] = +2[u(0+) — u(0-)], (1)

za ptredpokladu Ze plati lim j ydt =lim j udt =

-0 &0

Provedeme-li druhou integraci dostaneme

”(y"+3y'+2y)dt2 = j j-(u +2u')dt —

“43 j y(t)dt+2]+ Ty(t)dt = j ju(t)dt +2 j y(t)dt.

E— &— E— &—

Integralni rovnici je mozno rozepsat do tvaru
£+ &+ £+ &+

Y(e+) — y(e=) + 3[ Y(t)dt +2 j j y(t)dt> = j j u(t)dt® + 2j y(t)dt.

E— &— E— &—

a limitnim pfechodem lim ¢ — 0 dostaneme

)
&+ &+ 2 &+ &+ 2
pficemz l.glir:) .[ ydt—hm J_ gjiydt —hm .[ udt—llm ;[_ gJ:udt =0

Plati: a) y(0-)=1»'(0-)=—-Lu=1(%¢)
y(0+) = y(0-), u(0+)=1,u(0-)=0, y(0+) =1
¥ (+#0) = (0-) = 3[y(0+) = y(0-)] = +2[u(0+) = u(0-)] > ' (0+) =1

b) »(0-)=0; y'(0-) = 0;u =1(7)
y(0+)=y(0-)=0 y(0+)=0
¥ (04) = y'(0-) = 3[(0+) — p(0-)] = +2[u(0+) — u(0-)| > y'(0+) =2

Prosim, porovnejte vysledky. Zajimavy je urcité ptipad b), kdy pocatecni podminky
zleva jsou nulové, a zprava pro derivaci y ‘(0+) vychazeji nenulové. Proto v definici obrazo-
vého prenosu se pozaduji poc¢atecni podminky zleva nulové!

Konec ptikladu
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3) Véta o obrazu integraci predmétu

Necht’ funkce y(?) je pfedmétem standardniho typu, pak je jim i jeji integral a plati

L{[ y(r)dr} Ly (P2 10)
0 S

t
Piiklad P2.5 Naleznéte L-obraz L{j 1(7)d z’}
0

Reseni:  L-obraz jednotkového skoku ur¢ime z L-obrazu exponencidlni funkce tak, ze
dosadime za

1(t)e”| 2o = L a0 = l; (P2 - 11a)
S—a S
0 1 1
a nasledn& pak L{ j l(r)dr} == L{l(t)}=— =1t| (P2 — 11b)
4 s s

Konec ptikladu

4) V¢ta o obrazu konvoluce

Necht' funkce u(?), g(?) jsou piedméty standardniho typu, majici L-obrazy U(s), G(s) pak
plati

Liy@®)} = L{u(@®)*g()}; = L{iu(f)g(f —7)dr} =L{j)u(t —7)g(0)dr} = G(s)U(s) = Y (s)

(P2 - 12)

Laplacetiv obraz konvoluce je dan prostym soucinem jejich L-obrazii G(s) a U(s).

Odvozeni (P2 — 12): Odvozeni véty o konvoluci vychéazi z definice L-transformace,
tedy musi platit

Liy(0)} = Liu()* g(0)} = Liu(t = 7)1t = 7)- g(0)dr} =[ e[ [u(t = D)t = 7)g()d]dt
Funkce u(¢t —17)-1(¢ — r)je nulova pro ¢ < r .Substituci x =1 -7

Liy(t)} = j e j u(t — )t — 7)g(z)dr]dt = j | j u()(x)g(7)dzr]dx

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 8 25.04.2002
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Vyraz mizeme upravit do tvaru
) X+T o)

Ly} = [ L Juwlg(@)deldy = [ [[u()l(x)dx- [ g(e)dr] =

0 0

= Tu(x)l(x)e”dxo_fg(z')e”dr =U(s) - G(s).

5) Véta o posunuti (o translaci) A
y(®)

y(0)-1(r)
Necht’ y(?) je pfedmét standardniho typu,
ktery ma L-obraz Y(s). Pak funkce posunutd = (-A------mmmcmmmmm—-
vpravo y(t—7,)*1(t—7,) 0 7,20 ma L- $1(r)
obraz a plati >/

Liy(t —7,) *1(t —7,)} = Y(s)-e "] (P2 - 13) A
(1)

Posunuti pfedmétu o 7, doprava

odpovida nasobeni obrazu e’

Obr.P2.3 Funkce posunuta vpravo
Odvozeni (P2 — 13): Pii odvozeni vyjdeme z defini¢niho integralu L- transformace. Plati
L{y(t=7p) #1(t = 7p)} = [yt = 7p) ¥ 1t = 7p)e " di = [yt~ 7,) *1(t ~ 7, )e " d ,

0 D

protoze na intervalu (0, tp) je integrovand funkce rovna nule. Zavedeme-li substituci
x =t — 1, pak dostaneme

[0t —7,)* 1t =7, )e™"dt = | (x) ¥ 1(x)e " Pdx = &= | p(x) ¥ 1(x)e " dx = LY (s)
™D 0 0

Integral na pravé stran¢ je prave Y(s), takze plati

yiE—tp)*1l(t—7,) = e_STDY(S)

Piiklad P2.6a

Naleznéte L-obraz paraboly y = ¢ posunuté vpravo o 7, = 3sec.

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 9 25.04.2002
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4 2 ReSent: LY 1(6))= >, podie v& laci plati
y=t eSeni: Ly~ -1(¢)(= e podle véty o translaci plati
L@—aﬁnpsﬁ=%@*.
s
Konec ptikladu
0 |
Priklad P2.6b Nalrsznéte L-obraz pulsu dle obrazku. Au )

ReSeni: Puls vytvoiime ze skokové funkce vysky 2 od
kterého odedteme v ¢asovém okamziku 7 = 3 skok posu- 2
nuty o 3 sekundy doprava.

u(t)z2-1(t)—2-1(t—3)ég—ge_3s zg(l—e_“).- 0 3 >
s s s
Konec ptikladu
Priklad P2.7 F\Ialeznéte L-obraz Diracova impulsu nasobeného vahou S.
Reseni:
Podle definice (3 —2) plati 6 =5(t) =0, prot #0; lim '[5(t)dt =1—- lim L ol =1.
=0 . T—0 ST
Diractiv impuls vynasobeny vahou S, bude spliiovat podminku
So(t) =0, pro ¢ # 0; limSjé(t)dt =S- limiﬁT =S
’ T 0 o0 ST Co()
ot A
a jeho aproximace je na obr.P2.4.
Laplaceova transformace je pak rovna L-obrazu impulsu na ol C L
obr P2.4 s limitnim ptechodem 67 — 0. Pfi vypoctu limitni- <P or >
ho pfechodu pouzijeme L hospitalova pravidla a dostaneme 0
L-obraz ve tvaru Obr.P2.4 Diracuv impuls
d [ 6T
L lsa-e)]
L{S-&(t)}= lim{i(l—e“%)} = |im L _Ss S|. (P2 -14)
oT>0| 5. ST ST—0 d s
L soT
ol

Je-1i § = 1, pak ziskdme L-obraz Diracova impulsu a plati

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 10 25.04.2002
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Lis@)}=1| (P2 - 15)

Diractv impuls miizeme také vyjadiit jako derivaci jednotkového skoku

5(t) = %1@). (P2 — 16)

Konec ptikladu

6. Véta o tlumeni (substituci v obraze)

Necht a je libovolnd komplexni konstanta a necht’ y(z) je ptedmét k L — obrazu Y(s), po-
tom plati

Lie" y(t)|=Y(s—a)], (P2 - 17)

coz znamen4, e nasobeni predmétu y(z) funkci e” vede k substituci v obraze nezavisle
proménne s.

Odvozeni (P2 — 17): Dukaz véty o tlumeni vyplyva pfimo z defini¢niho integralu L-
transformace:

0

Lie" y(0)}= [ y()e™dt =T Y(t)e ' d = Y(s - a).

0

Priklad P2.8

a

"cos wt, e " sin at .

F\Ialeznéte L-obraz funkci e”

Reseni: Podle (P2 — 5a,b) jsou L-obrazy funkci cos at, sin ot rovny

s : @
L{cos a)t}= . =Y (s), L{sm a)t}= R =Y,(s).
Podle (P2 — 17) dostaneme
+a
Lie “cosawt(=Y,(s+a =S—, P2 - 18b
{ } s +a) (s+a) +o° ( )
Ll sin o)=Y, (s+a)=——2 | (P2 — 18a)
Konec ptikladu (sta) +o
7. Véta o derivaci obrazu (substituci v obraze)
Necht funkce y(?) mé L-obraz Y(s), potom
d
Lit-y@)} = —EY(S) . (P2 - 19)
Obecneé plati
d”l
LE" - y(0))=(-1)" Y, n=123,.. (P2 - 20)

Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 11 25.04.2002
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K odvozeni rovnosti (P2 — 19) pouzijeme defini¢niho integralu

Lit-y(0)}= [t p(t)e™dt =- j y(t)%e‘”dt = —%j y(t)e ™ dt = —%Y(s).

Zavedeme-li substituci x(¢) =¢- y(¢) a pak pro n = 2 dostaneme

Lit-x(1)} = j t-x(t)e ™ dt =— j x(l)%e‘”dt = —% X(s) = —%[— %Y(s)} = %.Y(s).

Vicendsobnym pouzitim tohoto postupu a véty (P2 — 19) mizeme odvodit L-obrazy pro
libovolnou mocninu n funkce ,,#.

Priklad P2.9 F\Ialeznéte L-obraz rampové funkce y(t) =1-1(¢)..

Reseni: 7 funkce y(t)=t-1(¢) je ziejmé, Ze ji mizeme pokladat za souéin funkce ,.t a jed-

notkového skoku. L — obraz L{l(t)} = 1 roven, takze podle (P2 — 19) plati
s

d(1 1
Konec piikladu Lit-1(0)}= —g(gj =57 (P2 -21)

8. Véta o nasobeni predméth (konvoluce obrazii)

Necht funkce y;(?), y2(t) maji L-obrazy Y;(s), Y>(s) pak

c+ioo

LY () 3,010} = = [, (s-2)dz =Y restl Y, (s-2)f]  (P2-22)

27 c—i
kde  Y,(2),Y,(z) jsou analytické funkce pro Re z > & Im ¢ + joo
o je index ristu funkei Y, (2), Y, () 4
integracni cesta je vertikalni pfimka Rez=c > «,
S je komplexni proménna Res > c+a
C spliiuje podminku Rez =c > «, Re
n pocet poli. o c >

c— 10

Obr.P2.5 Integracni cesta

Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 12 25.04.2002
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Poznamka:

Funkce Y>(z-s) je analyticka pro Re z < c, jestlize s je pevné a splnuje podminku
Res > c+a, protoze pak plati Re (s —z) >Re (s —¢) > a.

Z toho vyplyva, ze pro dostatecné veliké ,, Re s integracni cesta oddéluje singu-
larni body funkce Y;(z) a Y,(z-s): prvni lezi vlevo od této primky, druhé lezi vpravo
Konec poznamky.

Odvozeni (P2 — 22): Naznac¢ime pouze odvozeni rovnosti (P2 — 22). Z uvedenych podminek
vyplyva, ze z obrazu Y,(z) je mozno pomoci defini¢niho integralu zpétné transformace (P2 —
2) urcit ya(t)

c+ioo

n()=—— [Y(e"dz =L {%,(2)}, (1)
m C—10

kde c¢>a,
o polomér konvergence funkce Y,(z) .

Dosazenim (1) do (P2 — 22) dostaneme

c+ioo

L0 3,010} = [ 5,0) -y, (1) dt = y, (t)'{%m' | Yl(Z)eﬂdZ]e”dz )

c—i®

Z rozboru proménnych v rovnosti (2) vyplyva, ze je mozno provést nasledujici upravu

c+ioo

< 1
z —(s—2)t ly —
ij< )i j ya(0edidz = ——

c—l

c+ioo

[Y@)Y(s-2)dz,

c—l

i —st 1
(73,0 dt =—
7 27

kde j y,(0)e T dt =Y, (s—z).
0

Priklad P2.10

Naleznéte L-obraz funkce y(¢) =y, (¢t)-y,(t)=t-e”" pomoci véty o L-
5 obrazu souc¢inu dvou piredméti.

Reseni:

Funkce y,(¢1)=¢-1(¢); a y,(t) =" -1(¢) jsou pfedméty standardniho typu, majici L-obrazy

1 1
Y, =—:; Y. = ;
l(S) S2 2(S) (S+1)
Podle véty (P2 — 24) plati
L3010} == [remes-nde= L L1 g
Y1 ) Zm.c_iwl 2 Zm'c_iwzz P

1 c+ioo 1 1

271 2 (s—z)? z+1
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Integraly feSime pomoci véty o residui (P1 — 19,20). Integracni uzavienou kiivku vo-
lime tak, aby obsahovala poly s,, =s,, =0;5,, =—1.
a) Pro z —» 0 plati

—JF(z)dz - _ctfw_ dz = ZRes F(z)= lim {jz [22 Ziz ; _L_H}} =

s—z+1 z=2j limz—0
. 1 1
= lim > = 5
limz=0 (s —z4+1)"  (s+1)

=Y(s).

b) Pro z —» —1 plati

1 1 ! dz =1lim3(z+1) ! = lim. 1 - = ! .
27”'07,*00(5_2) 41 71 z+1 (s—z) =1 (s —2) (s+1)

Muzeme se lehce presveédcit, ze oba dva postupy dévaji shodné vysledky. Zaveér je

, 1 c+io _ 1
Liv©- 3010} = L 10}= 7 [ HEN G- =

Vysledek je mozno ovétit pomoci véty o derivaci obrazu (P2-19)

d d 1 1
Lit-y(t ———Y . - .
{ y()} () ds s+1 (s+1)2
Konec prikladu
1.3 LIMITNI VETY

9. Véta o pocatecni hodnoté

Necht funkce y(z) ma L-obraz Y(s) a lirgl y(t) = y(0+), pak plati

lim sY(s)= hm y(t) = y(0+)| (P2 -23)

Re s—+o0

Odvozeni (P2 — 23): Abychom ukézali odvozeni véty (P2 — 23) pouZijeme véty o ob-
razu derivace (P2 — 6)

L{% y(t)} =sY(s)— y(0+).

Na ¢asovém intervalu 0+ <7 < oo funkce e — 0, jestlize Re s — o0, takze plati

o0

lim di y()e'dt = Rlim [SY (s)— y(0+)] =0,

Res—ow
o at
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a z této rovnice pak dostaneme

Rlim sY(s) = y(0+).

Priklad P2.11

s—2

L-obraz funkce je Y(s)=

. Urcete y(0+)!
s(s+1) y(0+)

Reseni:

Podle (P2 —23) plati lim sY(s)= lim s- =2
Re s—>+00 Re s—>+0 S(S + 1)

=1=y(0+).

Konec ptikladu

10) Véta o konec¢né hodnot¢

Necht’ y(?) je pfedmétem standardniho typu a necht’ dale existuje konecnda limita
lim y(¢) = y(o0) pak plati:

lim y(r) = limsY(s) (P2 —24)

Poznamka:  Limitu v (P2 — 24) chdpeme jako . linol sY(s). Podminka existence konecné
Ar;:;;r/Z

limity je, ze poly lezi v levé casti roviny s.
Odvozeni (P2 — 24): Abychom ukézali odvozeni véty (P2 — 24) provedeme limitni pfechod
< d ,
lim [—y(H)e™dt = lim [sY(s)— y(0+
[0 im [s(s) - y(0+)]

Res—0

ProtoZe lime™ =1dostaneme

lim [ (0dt = (0] ()~ 5(0) = limls¥(5)- (0}

Porovnanim pak dostaneme y(o0) = linole (s).

Priklad P2.12

s—2

. Urcete y(0)!

L-obraz funkce je Y(s)=
s(s+1)
Reseni:
s—2
Podle (P2 - 24) plati lim sY(s)= lim s- =-2 = p(0).
( ) p Res—0 ( ) Res—0 S(S + 1) y( )

Konec ptikladu

Ptiklad P2.13 | Vypoététe hodnotu kvadratického funkcionaluJ, = j Y ()dt; y(t)=e™".
0

Reseni: Hodnotu funkcionalu vypoéteme v obraze a provedeme ho v téchto krocich:
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1) Nalezeni L-obrazu funkce L{y>(¢)-1(t)} y(t) =e™'.

Podle véty o ndsobeni predmétii (P2 — 22) plati

c+ioo

Ly (010} = 1 [Y(2)Y(s—2)dz = res

27i

c—l

Priloha P2

{(z +1)

1
z+1 s—z+1}_s+2'

2) Integral I Yy’ (t)dt; y(t) = e .uréime podle véty o obrazu integrace predmétu (P2 — 9)
0

[, Loyt Lo
L{'([y (t)dt}_s LYy (1) 1(z)}_s s

3) Hodnotu funkcionélu pak v obraze vypocteme pomoci véty o kone¢né hodnoté (P2 —

24) . Plati
J, =lim[y*(r)dr = lingsL{jyz(r)dr} =
—00 0 S 0

Hodnota kvadratického funkcionalu je rovna J, = .[ Y (t)dt = %
0

Konec piikladu

lims

s—0

S(S+2)=2'

2. LAPLACEOVA TRANSFORMACE PERIODICKE FUNKCE

Uvazujme periodickou funkci

y(t)=y(t+T), kde T je perioda viz V(2

obr.P2.6.
Funkce y7(?) se nazyva vytvareji-
ci impuls, ktery splituje tyto podminky

A

~

» !
0 prot <0, T
yT(t)=< y(@)pro0 st <z A
0pro t=>0. yr()
Predpokladejme dale, ze vytva-
fejici impuls yr(¢) ma L-obraz Yy(s). Pak » !
L-obraz periodické funkce y(2) je roven Obr.P2.6Periodicka funkce
Y,
Y(s) = —L (i)r S T>0, (P2 - 25)
l—e
kde L{y(0)}=Y(s): Ly (0} = Y, (5).
Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 16 25.04.2002



Teorie Fizeni I. Priloha P2

Odvozeni (P2 — 25): Provedeme soucet L-obrazli posunutych funkci yz(z) vzdy o peri-
odu opakovani 7. Plati

Liy())= Ly, (0) WO+ Liy, (¢ =T) Ut =T)j+ Ly, (t =2T) 1t = 2T)j+ -+ =
=Y, (s)+ Y, (s)e” +Y,(s)e™ + Y, (s)e™" 4. =
=Y. (s)[1+ e e e 4.

Vzhledem k tomu, Ze soudet Y e =1+e™" +e>7 + 77 +...je souttem geomet-
k=0

rické tfady,je roven

2 —kTs —Ts

e’ = s prole V<1,
ké) 1_ ~Ts p ‘
1

Z toho pak plyne Y(s) =Y, (s) o

Priklad P2.14 | yrgete L-obraz periodické funkce u(z) dle obr.P2.6

ReSeni: uA(t)
T r(®)

3__

i i i ¢ 0 >
01 23 4567 8 9 10 2
Obr.P2.6 Periodicka vstupni funkce u(t)

L-obraz vytvarejiciho impulsu

Y, (s) = f(l o),

L-obraz periodické funkce s periodou 7 = 3sec podle (P2 — 25) je

Ur(s) _3(1-e™)
I—e™  s(l—e™)

U(s)=

Konec ptikladu

2.1 ODEZVA SOUSTAVY NA PERIODICKY VSTUPNI SIGNAL

V této kapitole bude diskutovan problém vypoctu odezvy dynamického systému, ktery
je popsan obrazovym pienosem F'(s) a jeho vstupem je obecny periodicky signal. Pro jedno-
duchost budeme piedpokladat, ze obrazovy pfenos ma pouze poly realné rizné, tedy je mozno
provést rozklad

Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 17 25.04.2002



Teorie Fizeni I. Priloha P2

_ B(s) _ B(s) n A

1

TAS)  a,(5—s)s—5y)(s—s,) Hs—s,

F(s)

L-obraz obecné periodické funkce u(z) =u(¢+7T) s periodou T je

U,(s

l_e—sT .

U(s)=

Vystup z takto buzeného systému musi byt opét periodicka funkce y(¢)= y(t+T)s
periodou 7', kterou miizeme vyjadfit jako soucet periodické funkce vystupu y(?) a ucinku roz-
vazeni ve tvaru

U Y )
Y(s)=F(s) - _Te(i)T —- _Tii)T s (P2 —26)

1

Metodika vypoctu odezvy bude demonstrovana na nasledujicim priklad¢.

o ) .. 10
Ptiklad P2.15 Dynamika systému je vyjadfena obrazovym pifenosem F(s) = Sstl’
s+

2
L-obraz vstupniho periodického signal je U(s) = IUT (iz = 38 e%; .
—e”’  s(l—-e™

Urcete analyticky odezvu y(t) = ?
ReSeni:
10 2

F(s) mé jeden pol s, =0,2 aje mozno ho zapsat do tvaru F(s) = = .
5s+1 s+0,2

Podle (P2 - 26) je L-obraz vystupu roven

Y(s) = F(s)-2r) _ 1o & 4 2 3(1-e™)_ i) A4 O

- 1-e*" Ss-s,  s+02 s(l—e™) 1-e™ 5402

Vynésobime-li rovnici (1) ¢lenem (7 - e* ) a provedeme-li na levé strané rozklad ¢lenu
na parcialni zlomky, je moZno tuto rovnici ptepsat do tvaru

(§+ ¢ J.(l—e2“)=YT(S)+A£—)1_e_3S )

s s§+40,2 s+0.2

s(s+0,2)

Koeficienty jsou B = 30, C = -30. Pfevedeme-li rovnost (2) do ¢asové oblasti, dostaneme

30-[1(6) = 1(t = 2)] =30 -[e *¥1(¢) — e P 1(t = 2)] = A[e "' 1(t) — e > V1t = 3)] + v, ().
3)

Nyni je tfeba urcit konstantu 4 a vytvarejici vystupni impuls yr7(?) .

1) Prointerval 1 >3 je
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1) =1(t-2)=1(t-3) =1 4)
a vytvarejici impuls vystupni funkce yz(?) = 0.

Dosadime-li pro (4) do (3) a vykratime-li funkci e®” dostaneme

0,4
-30(1—e**)=A1-e"*) - 4=-30- 1 606 =—17,943. (5)
—e ’
2) Pro Casovy interval 2 <t <3 plati: 1(z) =1(t-2) =1, (6)
1(r-3)=0. (7)

Dosadime-li (6,7) do (3) dostaneme

30-e(1-e™) = Ae™ + y, (1) > ¥, (1) =30-" (1-e™ — % ),

Dosadime-li za 4 z (5) bude vytvarejici impuls yr(?) v tomto intervalu roven

06 g Ay 21921

-0,2¢
yT (t) = 30 e 1 0,6 ° (8) 17,947
—e 17,947

0,6
-0,2:2 e —e

a) Pro t=2 jeyr(t) toven y,(¢)=30-e s =21,921.
t
—>
0,6 0 2 3
: on3 € —e Obr.P2.7 Vytvarejici
b) Pro ¢t =3 je yr(t) roven y,(t) =30-e > T8 = 17,947. impuls ya(t)
3) Pro Casovy interval 0 <7< 2 plati: 1(z) =1, 9)
1(t-2)=1(t-3)=0. (10)

Dosadime-li (9,10) do (3) dostaneme

30-30-e = de™”* + y,(t) = v, (t) =30(1—e " (1- 4)) =30(1-0,40176 -~ *").
a) Prot=0; »,(0)=17,947.
b) Prot=2; y,(2)=21921.

Pribéh funkce yr(2) je na obr.P2.7. Odezva systému na periodickou funkci je rovna
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20 T
YO =y () +A4-e = : . ;
:yT(t)_17,947'e_0’2t. 2|:|_. ................ ................. ................
Priibéh odezvy je na obr.P2.8. 17 ............... ................ ............... i
S Ti] P S ................ ................ .................
B b §
i} i
0 5 10 15 20

Obr.P2.8 Priibéh odezvy na periodicky signal
3. ZPETNA L-TRANSFORMACE PODLE DEFINICNIHO INTEGRALU

Podle definice zpétné L-transformace plati

c+ioo

y(t) = 2L Y(s)e'ds = L {Y(s)} =y(t) = Z res[Y(s)e”]
m o0

s=5,

—1

Postup bude demonstrovan na nasledujicich ptikladech.

2

Priklad P2.16 Naleznéte pfedmét k L-obrazu Y(s) =

s(s+1)(s+2)
Reseni:
Podle (P2 — 2) plati:

y(t):zres[y(s)e”]szsk :res{ 2;‘”}*Lres{(sﬂ)2;S[}+

s
s=0 | s(s+D(s+2)] s=1 s(s+1D(s+2)
st
+ress (s + 2)2; =1-2¢" +e7.
s=-2 s(s+1D(s+2)
Konec ptikladu
2

Naleznéte predmét k L-obrazu Y(s) =

.
Piklad P2.17 s(s+1)

Reseni: Podle (P2 — 2) plati:

6 = ZreS[Y(S)est ]S:Sk — res {S Lﬂ} + risl{d—z {(S +1)° 2¢" :|} =

=0 | s(s+1)° ds’ s(s+1)°
2 st st st 2.2 st st st
HPRIED T [ | QR S T Ll I T A el S0
2 |s—>-1ds S s>=1 s s s—>-1 s
Konec ptikladu

Y(E)=2+te" —2te” —2e7".
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SLOVNIK L- A Z-TRANSFORMACE

1 e ™ 5(t —mT) z"
2 1 _< 0,<0 z
s T=\ >0 z-1
3 s t zeT N zT
p 21 (o1)
2
4 2! 4 ,| z&? Z(28 + 1) 2z
3 T + =+ 3
: 21 (z-1)  (z-1)
3
5 3 ; [ ze8  ZBe+36+1) zl6e+6) 6z
2 T + > + —+ m
S z-1 (z—l) (Z—l) (Z—l)
6 nl tn ' . an Ze—aTg
el n=123 lim(~1) e {(z o)
7 1 e 2o~ T¢
—; a je obecné komplexni ¢islo
s+a z—e
8 1 fe-m —aT
zg ze
2 T —aTe +
(s+a) € {z—e”T (z—e“T)z}
2 -at
? 2 . re T2 paTe z&’ N Z(28+ l)e’“T N z2e
(s +a) e o} (-]
10 n! t"e‘at o" Ze—aTg
(s+a)™ oa" (z - e_“T)
11 1 l(l—efal) l z ~ ZefaTg
s(s +a) a alz-1 z—-e
12 @ sin @t 2% sin oTe + zsin T (1 - &)
s’ + o’ 2z’ —2zcoswl +1
13 S cos ot z* coswTe — zcoswT (1 - ¢)
s’ + o’ z> —2zcoswl +1
14 @ e ' sin wt o 2% sinwTe + ze™ sin T (1 — 8)
(s+a) + o’ 2> =2z coswT + e
15 s+a e cos ot — 2 coswTe + ze™ " coswT (1 ¢)
(s+a) + o’ 2> =2z coswT + e
16 t/T
D T %D ... obec. komplex. ¢islo
D'\ n-1 (z-D)
D#0;n=1,2,3, ... e=0
17
or C  n=1,2,3,.. &=0
n—1 (z - 1)
Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 21 25.04.2002




Teorie Fizeni I. Priloha P2

LITERATURA

[1] Pirko, Z., Veit, J.: Laplaceova transformace. Zaklady teorie a uziti v elektrotechnice.
SNTL, Praha, 1970.

[2] Macdk, K., Tumajer, F., Zelinka, B.: Matamatika III. (Matematicka analyza).
Skripta, VSST Liberec, 1978.

[3] Aramanovid, I, G., Lunc, G., L., Elsgolz, L., E.: Funkce komplexnej premenej, operatoro-
vy pocet — teoria stability. ALFA Bratislava, SNTL Praha, 1973.

Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 22 25.04.2002



