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Cislicove rizeni Priloha 1

1. Z-TRANSFORMACE

Laplaceova transformace je vyznamnym matematickym aparatem pii feSeni linearnich uloh
z oblasti spojité automatické regulace. Umoznuje analyzu spojitych regulacnich obvoda a
navrh optimalnich parametrt typu PID.

Diskretizaci spojitych procestt v disledku zavadéni cislicovych prvki do fizeni a
regulace roste vyznam Z-transformace. Jeji matematicky aparat zjednoduSuje feSeni
linedrnich diferen¢nich rovnic a umoziuje popisovat dynamické déje diskretizovanych
procest v takovém tvaru, kterého je mozno s vyhodou vyuzit pfi navrhu algoritmu fizeni
podle cel¢ tady kritérii jakosti fizeni. Z-transformace vychazi z Laplaceovy transformace
posloupnosti ¢asové posunutych Diracovych impulst, jejichz jednotkovd plocha je
modulovana funkénimi hodnotami funkce y(k7). Pii vzorkovani (diskretizaci) spojité funkce
y(t) v okamzicich ¢ = kT, pro k > 0 vznika posloupnost ¢isel

{J’k}: {yk}fzo :{)’oa)’p)’za---}a

nebo Diracovych impulsii ve tvaru fady

V' (0)= X kT )s(e-kT),

k=0

kde T je perioda vzorkovani, (o (t — kT) ) je posloupnost ¢asové posunutych Diracovych
impulst. Laplaceiiv obraz této fady je komplexni funkce

V()= k)

k=0

Zavedenim nové komplexni proménné z = e *’, ziskame definiéni vztah Z-transformace

ZHWT )= y(kT)z | (P1-1)

k=0

Z-obraz Z{y(kT)} je funkce komplexni proménné z ' (dle definice) nebo po tprave
proménné z. Obrazem posloupnosti {yx! v Z-transformaci nazyvame funkci komplexni
proménné

Y(z)= k7)™ =Z{y, | (P1 - la)

00
k=0

Diskrétni hodnoty funkce y(k7) nebo posloupnosti {1} nazyvame predmétem (originalem),
funkci Y(z) obrazem a Z je symbol transformace.

Véta o existenci obrazu
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Z-obraz diskrétnich hodnot funkce y(k7) nebo posloupnosti {y! existuje tehdy a jen
tehdy, jestlize existuji kladné kone¢né konstanty M, @ takové, Ze pro vSechna k > 0 plati

(kT < MDF,

Vi| < MO (P1-2)

Podminku y(kT) = 0 pro k < 0 mizeme téz vyjadiit souCinem y(kT)n(t) kde n(t) je
diskrétni jednotkova skokova funkce, pro kterou plati

_lprok=0

kT )= .
77( ) Oprok <0

Poznamka 1

Na rozdil od Laplaceovy transformace, pro jejiz existenci jsou zformulovany pouze
podminky postacujici, predstavuje v Z-transformaci podminka (P1-2) podminku nutnou a
postacujici.

Funkce ¢i  posloupnosti  spliujici  podminku (P1-2) nazyvame funkcemi i
posloupnostmi exponencialniho radu. Obraz Y(z) je analyticka funkce pro |z| > R. Y(z) je
analyticka i v bodé z = oo a rada (PI-1) konverguje absolutné a stejnomérné na mnoziné
komplexnich cisel |z| > R. Cislo R se nazyva polomér konvergence.

Konec poznamky 1

Poznamka 2

Dle definicniho vztahu (PI-1, Pl-1a) je Z-obraz komplexni funkce proménné z .
Zapisovani funkci komplexné proménné z ' je viak v diisledku zdpornych exponentii piilis
zdlouhavé a pracné, pricemz ale tyto obrazy (s proménnou z ) poskytuji pii analyze a
syntéze radu vyhod. Proto, aby se zjednodusil zapis, zavadi se rovnosti

g=z" (P1-3)
formalni nova komplexni proménna q. Definicni vztah (P1-1) pak miize byt vyjadren

Y(g)=" »(kT)g". (PI—4)

k=0

o0

Nejedna se v zadném pripadeé o novou transformaci, ale pouze o formalni zavedeni komplexni
promenné q vztahem (P1-3). VSsechny Z-obrazy je pak mozno formalné zapsat pomoci
promeénné q.

Konec poznamky 2

| Priklad P1 — 1| Urgete Z-obraz posloupnosti {yi} = {1, I, 1, ...} (diskrétni jednotkova funkce

N(KT).
Reseni

Y(Z)zlz0 +lz7 1277 27+ :isz .
k=0

Komplexni funkci Y(z) tvoii soucet geometrické fady s kvocientem g =z *, jestlize |z /| < 1,
pak
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Y(z)= = : (P1-5)

Polomér konvergence R = 1.

[ |Konec piikladu.
| Piklad P1 — 2| Uréete Z-obraz diskrétni funkce y(kT) = e n(kT).
Reseni

Y(z)= ie“”z"k = i(eﬂ /z)k .

k=0 k=0

. > Lo e . _ . _ v

Rada Z(eaT /z) je geometricka fada s kvocientem (e*'z /). Jestlize | e*'z !| < I pak soudet
k=0

je konecny a plati

1
¥(z) = z(e* n(kT))= = _ZeaT . (P1-6)

< T
Polomér konvergence R = e™'.

[ |Konec piikladu.

Zakladni pravidla a vlastnosti Z-transformace

Tak jako o Laplaceové transformaci tak i o Z-transformaci plati fada vét obecné
povahy, které nam usnadnuji praktické pouziti tohoto aparatu, bez né¢hoz by feseni n¢kterych

(tfeseni diferen¢nich rovnic, uréovani kvadratického kritéria jakosti regulace atd.). Uvedeme
zde (bez dikazu) souhrn vlastnosti ve formé vét tak, aby je bylo moZzno bezprostiedné vyuzit
pfti feSeni probiranych piiklada.

1. Véta o linearité

Necht' Z{y(kT)} = Yi(z); Z{y,(kT)} = Y»(z) a c,, ¢ jsou konstanty. Potom plati

Z{c1y1(kT)+Czyz(kT)}:ClYl(Z)+czY2(Z)- (P1-7)

Vétu lze rozsitit na jakykoliv pocet s¢itanc.
2. Véta o posunuti v originale

Posun vpravo viz obr. P1 — 1: Necht Z{y(kT)} = Y(z), y(kT) = 0 pro k < 0.
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| TS Posun vpravo o mT I!P’.(H]I Posun vlcvo o ml
iy MERTSLImtkT-ul) y(KT+nT) (kT
I : ¢ / 1T LT
j . . . £ "HIHIIIT * T 4 T . .a?ﬁ? \“"“T )ﬂI{khT]
) t P Y i;’ﬂg P
SR IVEE TN B E SN
AR EEREELL Y EEAE LSS TN
'-——-—-:.__..-5 1C k 0 s S 10
m=>5 m=4
Budiz m > 0 celé ¢islo. Potom plati
Z{y(kT —=mT)} = Z{y(kT = mT )g(kT — mT )} =z "Y(z)|. (P1-38)
Posun vlevo viz obr. P1 —2:
m—1
Z{y(kT + mT )} = z"{y(z)— > y(vT)zV} (P1-9)

3. Véta o substituci v obraze (Véta o tlumeni)

Necht' Z{y(kT)} = Y(z). Potom diskrétni funkce y;(kT) = ™7 Y(kT) mé obraz Y;(z) = Y(z/e™).
Zpravidla piSeme

Z3e™ y(kT (kT )j= v (z/ )| (P1 - 10)
Obdobé plati
Z3a" (kT (kT )}=Y(2/a" ). (P1-11)

4. Véta o derivaci obrazu

Necht Z{y(kT)} = Y(z). Potom diskrétni funkce y;k7) = (kT)y(kT)n(kT) ma obraz
Y, (z)=-T ZdiY (z). Zpravidla piseme
'y

ZkT y(kT )p(kT)} = —Tzdiyy(z) . (P1-12)

Jejim vicendsobnym pouzitim je mozno ziskat obrazy diskrétni funkce

Ya(kT) = (KT)"y(kT) n(kT).

Tak napft. pro n = 2 plati
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dz dz

Z{(kT)2 y(kT)n(kT)}= —Tzi[— TziY(z)} . (P1—13)

5. Véta o obrazu diference
a) dopredna diference

Necht' Z{y(kT)} = Y(z) a necht’ doptednou diferenci Ay(kT) definujeme rovnosti
Ay(kT) = y(kT+T) = y(kT).

Jejim n-ndsobnym pouzitim lze ziskat n-tou diferenci ve tvaru

Xy (kT)= Al )= 3 (1) U ST+ 7).

J=0

Potom plati
Z{ay (kT )y = Zy(kT +T) - y(kT )} = (= 1)¥ () - 20(0), (P1—14)
Z{ny (kT )= Z{Aa (k7)) = 2 { no ( j (kT - JT)}
Z{My(kT )} = (z -1)' Y (2) - ZZ(; (z—1)""" A y(0)|, (P1-15)

proj = 0 je A%(0) = y(0).
b) zpétna diference

Necht’ Z{y(kT)} = Y(z) a necht’ zpétna diference Ay(kT) je definovana rovnosti
Vy(kT) = y(kT) = y[ (k- 1)T].

Jejim n-ndsobnym pouzitim Ize ziskat n-tou diferenci

Vo y(kT)= V[V (k)= 3 (1) (jj (k-] (P1-16)

J=0
Z-obrazy zpétnych diferenci jsou

2 kT)= 2T} 2Ok -1)r =2 1 ()~ (1)
z{v"y(kT)} = Z{v [V y (k)] = (tlan(z)—"_I(Z_ljjv"-l‘fy(—l) (P1-17)

proj = 0je Vy(/1) = y(-1).
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[Priklad P1 — 3] Urgete Z-obraz druhé (dopted.) diferen. fun. y(kT)=e“" p(kT)=———ro.
z—e
Reseni
1
Z{Azy(kT)}: (z-1y ZZ z—1)7Ny(0)=(z-1)Y(2) - z(z = 1)Ay(0) - z¥(0) ;
j=0

A(0)= A1)~ H0)=e" 1, 2 (e Y= (e -1F 2 o) -1)--

[ ]Konec prikladu.

6. Véta o obrazu konvoluce

Necht’ g(kT) je diskrétni vahova funkce a existuje Z{g(kT)}! = G(z), Z{u(kT)} = U(z). Potom
diskrétni funkce

k k
kT = Zu kT ]T = Zg ]T)u kT ]T) ma obraz Y(z) a plati
j=0

Jj=0

Y(z)= {jzk; JT)g(kT - ]T} {Zgﬂ")u kT — ]T)} G(z)U(z)|, (P1-18)

j=0

7. Véta o obrazu posloupnosti ¢asteénych soucti

Necht’ Z{y(kT)} = Y(z), pak i posloupnost ¢astecnych soucti

k-1

y(jT),prok=1,23, .. (P1-19)
Jj=0
ma Z-obraz a plati
k-1 1
Z (i) =—Y(z). (P1 - 20)
=0 zZ _1

Pro Z-obraz uplného souctu véetn¢ diskrétni hodnoty y(kT) plati

Z{y, (kT)} {Zk: jT} 1Y(). (P1-21)

8. Véta o souétu funkénich hodnot

Necht Z{y(kT)} = Y(z) pro vSechna |z| >I (polomér konvergence R = [) a necht
Z v kT <oo (fada Z v kT konverguje), pak existuje hmY ( ) a plati

k=0
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z,realna
PEN

iykT— lim Y(z)|. (P1-22)

9. Véta o obrazu soucinu

Necht’ Z{y;(kT)} = Yi(z), Z{y,(kT)} = Y>(z) s polomérem konvergence po fadé¢ R; > 0, R, > 0.
Potom diskrétni funkce y;(kT)y.(kT) ma obraz Y(z) a plati

Zb@fﬂ=Z{m@Tbb@Tﬁ=5%IKQ9%(§}%?- (P1-23)

Integruje se po kruznici C dané & = pe'?, R; < p < |z|, |z| > max(R;, R;), 0 < ¢ < 2.

Poznamka 3
Integrdl (P1-23) se vypocita pomoci reziduoveé vety. Plati

i Szl
il

z/é‘
kde & jsou izolované singularni body (pdly) funkce Y,(&) a (z/&); jsou izolované singuldarni
body (poly) funkce Y»(z/&). Pripomenime nékteré zakladni véty o reziduich a jejich vypoctu.
1. Véta o vypoctu rezidua v s-nasobném polu
Necht bod zy je s-nasobnym polem funkce Y(z). Pak plati

@ﬂ&kﬁl)h{fik—%ﬁ@%memzw

0

S s+1
resY(z)= ﬂlim{zﬁz d — Y(z)} .

(s—1)== " dz

2. Veta o vypoctu rezidua soucinu funkci

Necht funkce F(z) je analyticka v bodé zy) # oo a necht funkce G(z) ma v bodé z
Jjednoduchy pol. Pak

rzeos[F(z)G(z)] = F(z, )rzeﬂs G(z2).

3. Veéta o vypoctu rezidua podilu funkci
Necht G(z), F(z) jsou analytické funkce v bodé z) # co. Necht' dale G(zy) = 0, F(zg) = 0,
F'(zo) #0 (4. zy je jednoduchym nulovym bodem funkce F(z). Pak plati
res Glz) = Glz,) , kde F'(z,)= iF(z
0| F(z)| F'(z,) dz
Konec poznamky 3.

=2z

— 4| Urgete Z-obraz diskrétni funkce y(kT) = y;(kT).y»(kT) = (kT).a"" pomoci véty
0 Z-obrazu souéinu. Z-obraz funkce y;(kT) = kT a y»(kT) = a"" uréime z tabulky a jsou rovny

Doc. Ing. Osvald Modrldk, CSc. 8 24.5.2002
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2T =T Zla" |

Z-obraz souc¢inu dvou funkci je roven

¢ z/g 1
—1)Y z/é-a" &

2= e a

Hodnotu integralu ur¢ime podle reziduové véty o soucinu dvou funkei (s vyuzitim véty o
vypoctu rezidua v s-nasobném polu). Pro &; = & = [ plati

e 1 z/& i di, v T z/§ _
ZWkT)}= £ {T(g—l)z z/é—aT} lélg}df{(g 1 -1y (z/gg—aT)

T
zd

[ ]Konec piikladu.

=T

Piesvédcete se o spravnosti vysledku tak, Ze pouZijete vétu o tlumeni (P1 — 10). Véta o
obrazu soucinu vyjadiena vzorci (P1 — 23), (P1 — 24) nachazi téz uplatnéni pii syntéze
algoritmu fizeni. UmozZziuje vyjadfit hodnotu kvadratického kritéria jakosti fizeni na zakladé
Z-obrazu regula¢ni odchylky ¢i vystupni veliiny. Ke zjednoduseni ulohy syntézy piispiva téz
zavedeni pojmu skalarniho soucinu v M, kde M je vektorovy prostor racionalnich funkci (Z-
obrazii). Pfedpokladejme, ze

['e]

> 0 (kT )y, (kT) < 0 (P1 —25)

k=0

a Ze existuje obraz Z{y;(kT)} = Yi(z), Z{y.(kT)} = Y,(z). Pak je mozno vyuzit véty o souctu
funkénich hodnot a plati

=0 z realné zol+ 2721 q q

z—1+
1 1\d
Py Yl(CI)Yz[—j—qa
iy q)q

Z{iyl (KT )y, (kT )} _ tim Z{y, (kT)y, (kT)} = lim—— [ . (¢)1, (i]ﬁ _

kde C; je kladné orientovana jednotkova kruznice; Y;(g), Y»(1/q) jsou racionalni lomené
funkce komplexni proménné ¢g. Skalarni sou¢in v M je pak definovan vyrazem

(hny=o Yl(q)n@%= > 3 (kT (kT). (P1-26)

o0
e, k=0
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5 \ Urcete soucet fady

i y(kT)= i y, (kT )y, (kT)= i(kT)a"T =Ta" +2Ta* +3Ta™ +...
k=0 k=0 k=0

Soucet fady existuje pro |a| < I. Z-obrazy y;(kT) a y,(kT) jsou

T
z zd
HE)=T e n)=

Podle (P1 — 26) plati

} 1 Ndg 1 g 1/ga” dq
KTy, (kT)=— | Y(g)V| = | = === [T FE
I e e

Integral uréime pomoci reziduové véty [Vybereme-li pol (1/g) = a'] pak plati

> 7 (KT )y (k)= resth ()1, (1/9) g} =¥, (o )resy, 1/ 9)} =

l/ga" |

1 . 27
e e g e e BT

D Konec ptikladu.

Budiz ptipomenuto, ze integral (P1 — 26) existuje, 1 kdyz neni splnéna podminka (P1 — 25),
pak ale neplati, Ze je roven souctu soucint diskrétnich hodnot.

10. Véta o souctu dvojmoci diskrétnich hodnot

Necht’ y(kT) je diskrétni funkce a necht spliiuje podminku (P1-25), jejiz obraz
Z(kT)} = y(0) + D)z + y2T)z7 + ... = Y(z). Ozna&ime-li
Y(z)= y(0)+ y(T)z + y(2T)z* +. kde pruhem znacime sdruZeny polynom, pak plati

L K(z)yz[lj@=<x,n> = |7

27zzcl z)z

(P1—27)

=

gy(kT ) =

kde ||Y]| je norma funkce Y = Y(z).

6‘Urcete ZykT =i[ ]
k=0 k=0

T
za

—a"f
souctu dvojmoci diskrétnich hodnot plati

_ 1 1 za’ 1/za"
k 0 - IY [ J z 2m J.T(Z—aT)Z (l/z—ar)zzdz'

Integral vypocteme pom001 reziduové véty (z; =z, = a’). Plati

Z-obraz funkce y(kT) byl vypocten v Pf. P1-4 a je roven Y (z): T Podle véty o
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0 2T 2T
kTY = . —lim L (z—a ) - =
Z(;y( ) r‘g{z(z—ar)z(l/z—ar)zl Zl’r‘?dz{(z ¢ ) z(z—aTXI/z—aT)2

d[ a’’z _ 4 lim 1+ za” _aZT(l+a2T)
( . |

= lim — >
T
)

z—)aT dZ

[ |Konec piikladu.
11. Véta o derivaci obrazu podle realného parametru

Necht' funkce y(z, @) ma n-tou spojitou parcialni derivaci podle parametru « a pro kazdé
ae (a,b) a pro kazdé existuje obraz Y(z, @) pro ¢t = kT. Potom

iY(z,oz) = Z(i y(t,a)j : (P1 —28)
o o
Obecné plati
n an
Y(z,a)= Z[ y(t,a)j . (P1-29)
oa” oa”

12. Véta o pocatec¢ni hodnoté

Necht’ Z{y(kT)} = Y(z). Potom plati

(0)=1im y(kT)=lim ¥ (z), (P1-30)

13. Véta o konecéné hodnoté

Necht Z{y(kT)} = Y(z) s polomérem konvergence R < / a necht existuje konecnd limita
I{im y(kT ) , potom plati

lim y(k7)= lim (2 - 1)Y(z)
z—>1+

(P1-31)

2. ZPETNA Z-TRANSFORMACE

Zpétnou Z-transformaci rozumime ulohu nalézt k danému Z-obrazu (funkce Y(z)
komplexni proménné z) ptedmét — diskrétni funkci y(kT) nebo posloupnost y; tak, aby Z{y(kT)
= Y(z) nebo Z{y} = Y(z). Podminky existence zpétné transformace a jeji definicni vztahy je
mozno zformulovat do nasledujici véty.
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13. Véta o zpétné Z-transformaci

Funkce komplexni proménné Y(z) je obrazem jisté diskrétni funkce ¢i posloupnosti
tehdy a jen tehdy, je-li analytickd v bod¢ o. Pfredmét, jehoz je obrazem, je potom urcen
jednoznaéné a tvoii ho posloupnost koeficientli Laurentova rozvoje analytické funkce Y(z)
v okoli bodu oo. Diskrétni hodnoty pfedmétu pak ur¢ime pomoci reziduové véty z vyrazu

(kT :—I Hy dz-Zres( “y ) (P1-32)

kde C: z = pe'?, 0 < ¢ <21, p > R. Souétem rezidui na pravé strané se rozumi soucet rezidui
ve viech (izolovanych) singularnich bodech, které funkce z*/F(z) ma.

‘ Piiklad P1 —7 ‘ Urcete z definice zpétné Z-transformace predmét k obrazu Y (z) = ( ZD)S
—
Reseni
Z-obraz Y(z) ma jeden p-nasobny poél z; = D.
Podle véty o zpétné transformaci plati
1 k-1 k-1 . 1 dp_l P Zk
=— Y(z)dz = Y(z))=1 -D) ——|=
R R e [ s
D Y L
- (p—l)!ll—{% dz""! [Z ]
Postupné¢ dostaneme pro
1) p =1y =Dnk),
1. d(\_ kD" D*
2) p=2 y, = lim ()= =kl 1),
1. d° k(k-1)D** _k(k~-1) D*
) p =5y =g lime =) ( 2!) (2! )132 k=2)
4) Pro obecné p > I plati
1 . dr k(k=1)k=2)...(k=p+2) -, k \ D*
_ 1 k _ Dk p+l — k_ 1 .
G PRV ) 123..(p-1) po1 | prr =P )
D Konec ptikladu

Poznamka 4
Pro k = 0 je vyhodnéjsi pouzit vety o pocatecni hodnoté a vzorce (P1-30). Koeficienty
Laurentova rozvoje v okoli bodu oo je mozno stanovit derivovanim a plati

k k
V, = ﬂlim{z“1 d—k(zk_lF(Z))} : (P1-33)
k! o dz
Konec poznamky 4

Jestlize obraz Y(z) je raciondlni lomena funkce, pak predmét y(k7), yi je mozno urcit
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1) metodou rozkladu na parcidlni zlomky
2) rozvojem polynomidlniho zlomku (nekonecnym délenim),
3) rekurentni formuli — Pierceovym algoritmem.

1) Zpétna transformace metodou rozkladu na parcialni zlomky

Zakladni myslenka tohoto postupu urceni zpétné transformace, podobné jako u
Laplaceovy transformace, spociva v tom, ze racionalné¢ lomenou funkci Y(z) po jednoduché
uprave rozloZzime na soucet parcialnich zlomki. Tyto pak jiz snadno prevedeme do piedmétu.
Pro kofeny realné rtizné z; a kofeny redlné nasobné z; o nasobnosti v; provedeme rozklad na
parcialni zlomky (ryze racionalni lomené funkce) Y(z) / z ve tvaru

e

z j i p=l

Racionalni lomenou funkci Y(z) pak mizeme vyjadiit jako soucet ve tvaru

¥(z)=34,— +Y 3B, ﬁ

Z_Zj i p=1

Pro t = kT a z; = D;, z; = D; odpovidaji jednotlivym dil¢im ¢lentim, které jsou Z-obrazy
elementarnich funkci viz Tab.1, predméty

z z

4, =4, ——= A,D!"n(k)= 4,D!n(k), (P1—34)

z z DT (tIT k
B, — =B, —— 2B, B, D} k—p+1
ip (Z—Zi )p ip (Z—Di )p ip Dip_l (p _lj ip™i (p—lJn( p+ )’

(P1-35)
prop=1,2, ..., v.

Korespondence (Pl — 6), (Pl — 34, 35) plati teZ pro komplexni kofeny. Pfedmét
odpovidajici dvojici jednoduchych komplexné sdruzenych kofent z; = o #iffj = |z;le'? je
mozno vyjadfit ve tvaru

C, +C,—— é2‘zj‘k(ajcosa)_/.k—bjsina)jk), (P1-36)

kde Cj=a; +ibj, C =a, —ib,,

z‘— a2+ 2 0] —arctﬁ
II=NE TP 0= ga

J

nebo ve tvaru

z -  z
C, +C,——=2[C ||z,
Z—Zj Z—Zj

cos(a)jk—goj), (P1-37)

‘k
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_ 2 2
C\|=ya;+b;} .
Pro koten komplexné¢ sdruzeny z; ndsobnosti v; plati bud’ korespondence ve tvaru

Vi z — z
C. +C. =
2[ " eoay @—z)ﬂ}

2 2( g j|zi|k_p+l (aip cos[w, (k- p+1)]- b, sin[o, (k- p + 1)])77(k ~p+1)
p

-1
(P1 - 38)

b
kde ¢, = arcig—

J
s
a .

J

v, k—p+1
[c,p " g, ° }zz(")a coso(k— p+ 1)+ . k- p 1)
1 ( z—1Z, p—1

(P1 - 39)

Poznamka 5
O platnosti identit (P1 — 38, 39) se ctenar muze presvédcit sam, tim Ze do vzorci (P1 — 34, 35)
dosadi dvojici komplexnich korenit a vysledek vhodné upravi. Zpétnou Z-transformact
rozkladem na parcidalni zlomky ziskame predméty v analytickém vyjadreni (ve tvaru
uzavieného funkcniho vyrazuy).

Konec poznamky 5.

2. Rozvoj polynomialniho zlomku (nekonec¢né déleni)

Tento zpisob nevyzaduje znalost pdli funkce Y(z), neziskame vSak analytické
vyjadieni funkce y(kT). Vychazi se z definice Z-transformace viz (P1 — 1) pro kterou plati

Y(z): Zy(kT)z_k = y(0)+ y(T)z_1 + y(2T)z_2 +...

k=0

o0

Rozvineme-li Z-obraz Y(z) v Laurentovu fadu se sttedem v oo, pak koeficienty Laurentovy
fadu jsou rovny diskrétnim hodnotam funkce y (k7). Rozvoj racionalni lomené funkce

¥(z)= B(z) _b,z" +..+bz+b, ,
Az) az"+...+az+a,

v Laurentovu fadu dostaneme dé€leni polynomu v Citateli polynomem ve jmenovateli.
Vyjadiime-li obraz Y(z) ve tvaru

-1 -2 -m
Y(z):'B°+'BIZ_1+'822_2+“'+ﬂ’”Z_n =y, + y(T)z" + y(2T)z? + y(3T )z +...
ayt+az +a,z .. ta,z

a vynasobime-1i levou i pravou stranu polynomem (ay + ayz” + axz” + ...) pak porovnanim
koeficientl u stejnych mocnin dostaneme
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a,)(T)= B, = y(0)= %
a,/(T)+a,3(0)= f, = y(T)=— (B, —,»(0)),

@y 1)+ (1) a.p(0)= . = Y1) = (B, =y (1)~ ar(0))

oy y(kT)+ o, y(kT =T)+...+ a0, y(kT —nT)= g, =

y(kT)zL[ﬂk—ia,y(kT—jT)J,prokSn (P1-40)
& =
y(kT) = Za y(kT - jT),prok>n (P1 —41)
Q=0

3. Rekurentni formule — Piercetiv algoritmus

Piercetiv algoritmus vychazi ze skutecnosti, Ze Y(z) je raciondln¢ lomena funkce,
kterou je mozno povaZovat za obraz vahové funkce. Z-obraz vahové funkce je totozny
s diskrétnim pienosem a je tedy mozno za uvedenych piedpokladi polozit Y(z”/) = G(z”). Pak
je mozno formdlné zapsat diferencni rovnici a ziskdme rekurentni formuly tvaru

y(kT)+a,y(kT =T)+...+a,y(kT —nT) = byu(kT —vT )+ ...+ b, u(kT —vT —mT), (P1—42)

kde  u(kT—jT) = 0pro kT —;T =0
u(kT —jT) =1 pro kT —jT=0,j=v, ..., v+ m,

pak pro y(-T) = ... = y(-nT) = 0 je mozno dle (P1-42) postupné vypocitat vSechny hodnoty
y(0) az y(kT) pro dané k.

3. Z-TRANSFORMACE S POSUNUTYM POCATKEM
(modifikovana Z-transformace)

Necht y(t) je spojitd komplexni funkce realné proménné exponencialniho fadu,
spliiujici podminku y(#) = 0 pro ¢t < 0. Necht' T je perioda vzorkovani, pak pro libovolny
casovy okamzik uvnitt intervalu vzorkovéani ¢t = (k + gT kde 0 <& <1, je definovana Z-
transformace s posunutym pocatkem rovnosti

o

Z {y(kT)} = )=k +e)rl™ . (P1 —43)

k=0

Poznamka 6
Symbolu Z{%} resp. Y(z, &) bude téz vyuzivano pro zdiraznéni Z-transformace spojité funkce
uvniti intervalu vzorkovani a symbolu Z{%)} resp. Y(z) koznaceni Z-transformace
posloupnosti ¢isel nebo Diracovych impulsii s definovanymi vahami.

Konec poznamky 6.
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Zpétna transformace Z, ', tj. nalezeni pfedmétu y/(k + 7] k obrazu Y(z, & se
provadi stejnymi postupy jako pti urovani predmétu y, y(kT) k obrazu Y(z).

i t F 4 .
\Pﬁklad P1 -8 \ Urcete Z-obraz spojité funkce 1 y(eT) e m(t), a0
yt) = e“nt) viz obr. P1-8 speriodou 1+ €)1
vzorkovani T. (n(t) je jednotkovy skok a jeho y/(2+ €1/
soutinem s funkci ¢” se formalné zajistuje j y/ 3+ €)1/

splnéni podminky y(#) = 0 pro t < 0).
D L] T T T
3 T 21 31 a7
Reseni
_ at _ S aT(k+¢) _—k aTe O aT \
Y(z,g)—Zg{e n(t)}—Ze =z Z(e /z)
k=0 k=0

Tato fada konverguje a ma koneény soucet, je-li splnéna podminka |¢*” /z| < I. Plati

Z, e n(e)}=e™ —2— (P1 — 44)

z+e

[ ]Konec prikladu.

Vlastnosti Z-transformace s posunutym poc¢atkem
Zakladni vlastnosti Z-transformace uvedené v P1 mizeme jeste rozsifit o dalsi.
1. Véta o obrazu derivace

Necht y(?) je funkce exponencidlniho fadu a necht’ ma spojitou n-trou derivace podle z. Je-1i T
perioda vzorkovani, pak plati

Z, {wn(t)} _ 1 7(e) . (P1 —45)

dt" T" dg”

2. Véta o obecném posunuti vpravo

Necht' Z{y(t)} = Y(z, ¢ a necht obecné posunuti vpravo o 7p je mozno vyjadfit ve tvaru
T, = (m + §)T , kde m je celé, & e (O,1> a T je perioda vzorkovani. Pak plati

z UMY (z1+6—&)pros < &,

Zg{y(t_TD)n(t_TD)}ZZ’”Y(z 6‘—(:) prO&‘Zf-

(P1 — 46)
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3. Véta o obrazu integralu

t
Necht' Z.{y(t)} = Y(z, ¢ a necht’ existuje integral J. y(r)d 7. Je-lit T perioda vzorkovani, pak
0

plati

Z{j y(f)dr}zﬁjy(z,g)dﬁrjy(z,g)dg

0

4. Véta o pirimé transformaci Laplaceova obrazu v Z-obraz

Necht’ Y(s) je analyticka funkce majici konceny pocet polt s;, i = 1, 2, 3, ..., n. Necht’ Y(s)
splituje podminku limY (s) =0 a T je perioda vzorkovani. Pak plati

Zi [ (s)) == jw Y(p)% ds = Z res{ %} . (P1-—47)

2w C 1-z7¢ 1-z7¢

C—1%0

Véty o pfimé transformaci je mozno pouzit i pro funkce posunuté o 7p. Necht
T, = (m +§)T, kde m je cel¢, & e <0,1>. Pak plati

sT(1+&-¢)
z{¥(s)e™ }= 2t Zres{ )< AT}, £<é (P1 — 48a)
—Z e
xT(&—g")
z{(s)e }= ’”Zres{ . b,}, £>¢ (P1 — 48b)
—Z €
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SLOVNIK Z-TRANSFORMACE

Priloha 1

1 e 5(t—mT) zm
2 1 0,t<0 z
1 n=(
s 1Lt>0 z-1
3 s t zeT N zT
s’ z-1 (z — 1)2
y
4 2! 4 ,| z&? 2(25 + 1) 2z
¢ T —+ —+ 3
z—1 (z - 1) (z - 1)
3
5 3 t [ ze0  2Be2+3241) z(6s+6) 6z
K T —+ > + —+ 7
z—1 (z—l) (z—l) (z—l)
6 nl tn an Ze—aTg
P =123 lim(—-1)"
S ! n P a—)O( ) aa" |:(Z—e_aT)
7 1 e at Ze—aTs
sta —; a je obecné komplexni ¢islo
z—e
8 1 te_at —aT
zg ze
> TefaTS +
(S—l-a) |:Z_eaT (Ze“T)2:|
2 -at
? 2! 3 re e z&’ N z(2e +1)e™" N z2e
(s+a) N P I P
10 n' tne—at an ZefaTg
n+l
(s+a) oa" (Z—e’“T)
11 1 l(l—e_a') l z ~ Ze—aTs
S(S+a) a alz-1 z—-e*
12 @ sin @t z* sinoTe + zsin T (1 - &)
s’ + o’ z> —2zcoswTl +1
13 s cos ot 2% cos wTe — zcos T (1 - &)
s’ + o’ z> = 2zcoswT +1
14 @ e ' sin ot o 2> sinwTe + ze™ sinoT(1- &)
(s+a) +? 2z —2ze " coswTl +e "
15 s+a e " cosawt o 2% coswTe + ze " coswT(1-¢)
(s+a) +? 2z —2ze " coswl +e "
16 t/T T
D t %D ... obec. komplex. ¢islo
D" (n-1 (Z - )
D#0;n=1,2,3, .. e=0
17 t/T Z
-n=1,2,3,.. e=0
n—1 (z - l)
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