ZAR - Zaklady Automatického Riadenia 2016 Podklady k cvi¢eniam

1 Popis lineArneho dynamického systému pomocou matematick-
ého modelu v tvare linearnej diferencialnej rovnice n-tého radu

1.1 Ciele cvicenia
e rieSenie linedrnej diferencialnej rovnice s roznymi redlnymi koreiimi

— s vyuzitim Laplaceovej transformacie (£) a spitnej Laplaceovej transformécie (£71)
a

— analyticky v ¢asovej oblasti

1.2 Riesenie LDR pomocou LT a spitnej LT pre r6zne reilne korene charak-
teristickej rovnice

Postup:

1. Popis linearneho dynamického systému pomocou matematického modelu v tvare LDR
n—tého radu.

2. Laplaceovd transformacia diferencidlnej rovnice
3. Riesenie diferencialnej rovnice pomocou Laplaceove] transformécie
4. Spétna Laplaceova transformacia rieSenia do ¢asovej oblasti

5. Skuska spravnosti
Systém s réznymi reidlnymi korenmi - stabilny
Zadanie: Rieste linearnu diferencidlnu rovnicu
29" (t) + 16y" (t) + 38y'(t) + 24y(t) = 8u(t), (1.1)

s nulovymi podiatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0 a u(t) = 3.

RieSenie pomocou LP a SLP: Najprv vydelime linedrnu diferencidlnu rovnicu najvys§im
koeficientom 2.
Y (t) + 8y" (1) + 19y (t) + 12y(t) = 12 (1.2)

Dalej pomocou Laplace slovnika prepiSeme diferencidlnu rovnicu na
s°Y (s) +8s“Y (s) + 19sY (s) + 12Y (s) = — (1.3)
S
Z predoglej rovnice vyjadrime obraz riesenia Y'(s). Postup je nasledovny:

12
Y (s)(s® + 852 +19s +12) = —
S

YVi(s) =
(s) s(s3 + 8s2 4+ 19s + 12)

Aby bolo mozné pouzit spatna Laplaceovi transformaciu, je nutné vyjadrit obraz rieSenia
Y (s) vo forme parciadlnych zlomkov. Preto dalej potrebujeme urcit korene menovatela Y (s).
Je zjavné, Ze jeden z korefiov je 0, ten je v dosledku podsobiaceho jednotkového skoku. Ostatné
korene uré¢ime na zéklade moznych delitelov koeficientu najniz&ieho stupiia. V tomto pripade st
to delitele ¢isla 12 a to +1,+2, £3, +4, 6. Postupnym dosadzovanim do rovnice

s34+ 8524195 +12=0 (1.5)
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je mozné zistit jej koreii. Pre potencidlny koren 41 dostévame
1°+8-1°+19-1+12 = (1.6)

1484194120 (1.7)

a teda 41 nie je korefiom rovnice. Dosadime potencidlny koren —1 a dostaneme
(=13 48 (=1)*+19-(-1)+12= (1.8)

—1+8-19+12=0 (1.9)

a —1 je korenom rovnice. Teraz vydelime rovnicu znidmym korefiom

(34852 +195+12) : (s+1) = s>+ 7s + 12

—(s% + 5%
752 4195 + 12
— (75% + 7s) (1.10)
125 4+ 12
— (125 +12)
0

Teraz moézeme vyriesit kvadraticka rovnicu

2+ T75+12=0 (1.11)
ako
—b+ Vb2 —dac —TH+V7?—-4-1-12
S3 = = =-3 (1.12)
2a 2-1
—b—Vb*—4 —T—VT?2—4-1-12
2a 2-1
Korene sii teda s1 =0, so = —1, s3 = —3, s4 = —4. Dalej nasleduje rozklad na parcidlne zlomky
a to nasledovne
12 12
Y (s) =

:s(s3+882+198—|—12) s(s+1)(s+3)(s+4) (1.14)
K K, Ki K, '
S s+1 s+3 s+4

A. VZeobecny postup urcenia koeficientov rozkladu na parcidlne zlomky - po vynéasobeni

12 K Ky K3 Ky

s(s+1)(s+3)(s+4) ?+S+1+8+3+8+4

(1.15)

menovatelom s(s3 + 8s2 + 195 + 12) dostaneme

12=Ki(s+1)(s+3)(s+4) + Kas(s+3)(s+ 4)+

Kss(s+1)(s+4) + Kys(s+1)(s+3)
12 =K (5% 4+ 852 + 195 + 12) 4+ Ko(s® + 75> + 125)+

K3(s® +55% + 4s) + Ky(s® + 45% + 3s) (1.16)
12 =s3(K; + Ko + K3 + Kq)+

s%(8K1 + TKa + 5K3 + 4K,)+

s(19K; + 12Ky + 4K3 + 3K,) + 12K,
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Porovnanim koeficientov pre mocniny s je mozné zostavit ststavu 4 rovnic o 4 neznamych
a to

83:O=K1+K2+K3—|—K4
$2:0=8K, + 7Ky +5K5+ 4K,

1 (1.17)
s :0=19K1 + 12K, —|—4K3 + 3K,
s 12 = 12K,
vyjadrené ako ststava rovnic
1 1 11 Ky 0
_ 8 7 5 4 Kyl [0
A-K=B= 19 12 4 3 sl = o (1.18)
12 0 0 0 Ky 12

7 posledného riadka matice je zrejmé, Ze koeficient K1 = 1. Ostatné koeficienty je mozné
vypocitat Gaussovou metdédou pre sistavu troch rovnic o troch neznamych, kedze je mozné
K dosadit a preniest na prava stranu.

1 11| -1
7 5 4| —8 (1.19)
12 4 3|-19

Od druhého riadku odpoéitame —7 nasobok prvého riadku a od treticho odpocitame —12
nasobok prvého riadku

1 1 1 ~1 1 1 1]-1
7-7 5-7 4A-7| —8+47 |~[0 —2 —3|-1 (1.20)
12-12 4-12 3-12|—19+12 0 -8 —9|-T7

Dalej od tretieho odpocitame —4 nasobok druhého riadka

11 1 -1 11 1]-1
0 -2 -3 ~1 ~|[ 0 —2 —3|-1 (1.21)
0 —848 —9+12| -7+4 0 0 3 |-3

Teraz je mozné postupnym dosadzovanim urc¢it ostatné koeficienty

3K4=-3 — Ky=-1
9% Ky —3%(-1)=-1 —  K3=2 (1.22)
K2—|—2—1:—1 — K2:—2

RieSenim sustavy rovnic sme ziskali koeficienty K1 = 1, Ko = —2, K3 = 2, K4 = —1. Pre
obraz rieSenia Y (s) je rozklad nasledovny
1 1 1 1

Y(s)=-—-2- 2. — 1.23
(5) S 54—1+ s+3 s+4 ( )

Prevod do ¢asovej oblasti pomocou Laplace slovnika

yt)=1—-2-e 1423 — ¥ (1.24)

B. RieSenie pomocou limit - v pripade, %e korene siti navzajom roézne.

Poznamka - predpokladajme Ze chceme urobit spatni Laplaceovi transforméaciu obrazu v
tvare racionalnej funkcie
B(s)  bps™ + by 18™ 4+ 4 bys+ by

F(s) = = 1.2
(5) A(s) ApS™ + p_18" L+ +ay +ag (1.25)

Strana 5



ZAR - Zaklady Automatického Riadenia 2016

Podklady k cviceniam

kde B(s) je polynéom stupiia m a A(s) je polynéom stupiia n. KedZze predpokladame, ze

polyném A(s) mé rozne redlne korene si,so, ..

vyjadrit v tvare

., Sn, mozeme raciondlnu funkciu (|1.25))

B(s)
pisy— B _ B(s) _ n
A(s)  ap(s—s1)(s—52)...(s—spn) (s—s1)(s—s2)...(s—s,)  (1.26)
= Ky Ky 4+t K

S — 81 S — 89 S — Sp
Kongtanty K1, Ko, ..., K, nijdeme metédou porovnania koeficientov.
Original f(t) ma tvar

ft) = Kye®'t + Koe®! + ... 4+ K e (1.27)

a teda je mozné
dovného vztahu

vypocitat hodnoty konstant Ki, Ko, ..., K, vypocitat pomocou néasle-

B(s)
K; = lim n 1.28
T s, H?:l,i;ﬁj(s - 5;) ( )
a teda
12 12 12
L (Gr)(s+3)(s+4) 1.3.4 12
12 12 12
Ky = lim = =——=-2
s——1(s(s+3)(s+4) -1-2-3 6
(1.29)
K . 12 12 12 5
— m = = — =
ST S s(s(s+ 1)(s+4) -3-(-2)-1 6
12 12 12
T AN GGG +3)  —4-(=3)-(-1) 12
Pre obraz riesenia Y'(s) je rozklad nasledovny
1 1 1 1
Y(is)=--2- 2- — 1.30
() S s+1 * s+3 s+4 ( )
Prevod do ¢asovej oblasti pomocou Laplace slovnfka
yt)=1—-2-e 1423 — ¥ (1.31)
. Skuaska spravnosti - Vyjadrime si postupnym derivovanim derivacie ako
yt)=1—-2-et 4273 —
Y(t)=2-e ' —6-e 3 4 4e7
N — o ot 3t qa—dt (1.32)
y'(t)y=-2-¢e"+18-¢ 16e
y"(t) =2-et — 5473 4 64e
a dosadime do povodnej funkcie
y"' () + 8y () + 19y (t) + 12y(t) = 12 (1.33)
a dostaneme
2.e7t— 543 4 64e Y
+8(=2-e 4+ 1873 —16e7)
(1.34)

+19(2- et —6- e 4 e )
+12(1—2-e 4273 — ) =12
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2-e ' — 543 4 6he

—16- et + 144 - 73 — 1281

+38- et —114- 73 4 76e74)
—24-et 42473 —12e7H) 112 =12
12 =12

¢im je potvrdené rieSenie v tvare

yt)=1-2-e 1423 — ¥

Budiaci signél — Jednotkovy skok

(1.35)

(1.36)

4 T T T T T T T T

2 | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Odozva systému na jednotkovy skok
15 T T T T T T T T

0.5

0 | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8
east([s]

Figure 1: Graf odozvy y(t) systému na budenie u(t) =3

10
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Nestabilny dynamicky systém 3. radu s réznymi redlnymi korenmi
Zadanie: Dynamicky systém je opfsany linearnou diferencidlnou rovnicou
2" (t) + 5y (1) — 9y (t) — 18y(t) = du(t), (1.37)

s nulovymi podiatoénymi podmienkami y”(0) = 3/(0) = y(0) = 0. Vypocitajte rieSenie y(t)
LDR pomocou Laplaceovej a spétnej Laplaceovej transformacie ak systém je budeny vstupnym
signdlom v tvare u(t) = e,

RieSenie pomocou LP a SLP: Najprv vydelime linedrnu diferencidlnu rovnicu najvysgim
koeficientom 2 - normujeme

y"(t) + 2.5y" (t) — 4.5y (t) — 9y (t) = 2u(t), (1.38)

Pomocou Laplace slovnika prepiSeme diferencidlnu rovnicu na

2
s3Y (s) + 2.55%Y (s) — 4.55Y (s) — 9Y (s) = Pt (1.39)
s
Z predoglej rovnice vyjadrime obraz riesenia Y'(s). Postup je nasledovny:
3 2 2
(s +2.58° —4.55 —9)Y(s) = i
5 (1.40)

2
(s+4)(s3+2.5s2 —4.55—9)

Y(s) =

Pre pouzitie spitnej Laplaceovej transformacie je nutné vyjadrit rieSenie algebrickej rovnice
fo forme parcidlnych zlomkov. Z tohto dévodu je potrebné ur¢it zvysné korene obrazu rieSenia
Y (s), kedze jeden koren je uz znamy hned po prevode - s; = —4. Ostatné korene ur¢ime na
zaklade moZnych delitelov koeficientu najniz&ieho stupiia. V tomto pripade st to delitele &isla 9
a to 1, +3. Postupnym dosadzovanim do rovnice

§3 42552 —4.55 —9=10 (1.41)

je mozné zistit jej koreni. Pre potencidlny koren —3 dostavame

(=33 +25-(=3)>—45-(-3)-9= (1.42)
—27+225+135-9=0 (1.43)
a teda so = —3 je korefiom charakteristickej rovnice. Rovnicu vydelime zndmym koretiom

(53 +2.55% —4.55 —9) : (s +3) = s> — 0.55 — 3

—(s® +3s%)
— 0552 —455—9
— (—0.55> + —1.5s) (1.44)
—3s—9
—(—35—09)
0

Teraz moézeme vyriesit kvadraticka rovnicu
s2—055—-3=0 (1.45)

Jej korene st s3 = —1.5 a s4 = 2.
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Vysledné korene menovatela Y (s) st teda s; = —4, s = —3, s3 = —1.5, 54 = 2. Dalej
nasleduje rozklad na parciélne zlomky obrazu rieSenia Y (s) LDR v Laplaceovej transformacii

2 2
Y = =
() (s+4)(s2+25s2—455—-9) (s+4)(s+3)(s+1.5)(s—2)
. K1 KQ K3 K4
[P R e R R A

(1.46)

Riefenie pomocou limit - ked7e korene st navzajom rodzne, je mozné aplikovat postup s
vyuzitim limit a to podla vztahu

B(s)
K; = lim ——% (1.47)
T s Hz’:l,i;ﬁj(s — i)
a teda
2 2 2 _
K= 1 = = = —0.13333
L s —2)(s+15)(s+3)  (=6)-(-25)-(-1) —15
2 2 2 _
Ky =1l = = —— =0.2666
2T A G ) (s —2)(s+15) 1-(—5) (-15) 7.5 (1.4
2 2 2 '
K3 = i = = = —0.1524
3T s (s+4)(s—2)(s+3)  25-(-35)-15 —13.125
Ky =1li 2 2 2 0.0190
= |l1m = = — = U.
YT 2 (s+4)(s+15)(s+3) 6-35-5 105
Pre obraz Y(s) je rozklad nasledovny
Y (s) = —0.1333 L 0.2667— 0.1524 +0.0190— (1.49)
S) = —U. E—— . — — U. . E— .
s+4 s+ 3 s+ 1.5 s—2
Nasledny prevod spétnou laplaceovou transforméaciou do ¢asovej oblasti
y(t) = —0.1333e™ + 0.2667¢ 73" — 0.1524e 1" + 0.0190e* (1.50)

1.3 Analytické rieSenie LDR (v €asovej oblasti)

Postup:

1. Popis linedrneho dynamického systému pomocou matematického modelu v tvare LDR
n—tého radu.

2. Riesenie homogénnej diferencialnej rovnice (s nulovou pravou stranou), bez budiaceho
signalu

3. RieSenie LDR s definovanym typom pravej strany, s budiacim signilom
4. Zostavenie vysledného riesenia y(t),

5. Skuska spravnosti pomocou Laplaceovej transformécie
RieSenie linearnej diferencidlnej rovnice 2. radu v ¢asovej oblasti
Zadanie: Dynamicky systém je opfsany linedrnou diferencidlnou rovnicou
y'(t) + 5y (t) + 6y(t) =1, (1.51)

s nulovymi pociatoénymi podmienkami 3/(0) = y(0) = 0. Vypocitajte rieSenie y(t) LDR v ¢asove]
oblasti.
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RieSenie: RieSenie linedrnej diferencialnej rovnice s konstantnymi koeficientami sa sklada z
rieSenia homogénnej diferencidlnej rovnice yg(t) a partikularneho riesenia yp(t):

y(t) = yu(t) +yp(t) (1.52)

RieSenie homogénnej diferencialnej rovnice: Charakteristickd rovnica odpovedajica ho-
mogénnej diferencidlnej rovnici:

y"(t) + 5y (t) + 6y(t) =0 (1.53)

ma tvar:
P2 45r+6=(r+2)(r+3)=0 (1.54)

Homogeénne rieSenie yg(t) moéZzeme potom zapisat v tvare
yn(t) = cre™ 2 4 cpe™t (1.55)
Partikularne rieSenie: Ak prava strana diferencialnej rovnice ma tvar
P (x)e®” (1.56)
kde « je korenom charakteristickej rovnice, potom hladdme partikularne rieSenie v tvare:
yp(t) = 28 Q ()e™® (1.57)

kde k je nasobnost koretia a. KedZe naSa prava strana mé tvar polynéomu nultého stupiia, aj
nase partikularne rieSenie budeme hladat v tvare polynému nultého stupiia:

yp(t) = A, yp(t) =0, yp(t)=0 (1.58)

Po dosadeni do povodnej diferencidlnej rovnice [1.51

yp(t) + 5yp(t) + 6yp(t) = 1

(1.59)
0+5-0+6-A=1
a naslednom vyrieSeni linedrnej rovnice:
6A=1=A=1/6 (1.60)

ziskame partikularne riesenie yp(t) diferencialnej rovnice:
yp(t) =1/6 (1.61)
Pre vysledné rieSenie DR a jeho derivaciu plati:

y(t) = cre™ + e +1/6

/ 1.62
y (t) = —2c1e™ 2 + —3cge™ 3 (1.62)

Dosadenim pociatoénych podmienok do rieSenia DR dostdvame ststavu linearnych rovnic:

Cl+02+1/6:0

(1.63)
— 261 — 362 =0
ktorej rieSenim vypocitame konstanty:
g =—1/2, co=1/3 (1.64)
a pre vysledné rieSenie s podiatoénymi podmienkami plati:
S TR
y(t) =—ce 4+ ;e +1/6 (1.65)

2 3
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Skiuska spravnosti - pomocou Laplaceovej transforméacie: Pomocou Laplaceovho slovnika
prepiSeme diferencialnu rovnicu do tvaru:

s2Y () 4 5sY (s) + 6Y(s) = 1, (1.66)

S

Z predoslej rovnice vyjadrime obraz rieSenia Y'(s). Postup je nasledovny:

(s2+55+6)Y(s) = é,
. (1.67)

Yis) = s(s? +5s + 6)

Pre pouzitie spiatnej Laplaceovej transformécie je nutné vyjadrit rieSenie algebrickej rovnice
vo forme parcidlnych zlomkov. Z rieSenia homogénnej diferencidlnej rovnice v Casovej oblasti
poznéame korene obrazu rieSenia Y'(s).

1 K Ko K3

Y = o248~ s Ts+2 543

(1.68)

Riefenie pomocou limit - kedZe korene st navzajom rozne, je mozné aplikovat postup s
vyuzitim limit, a teda
1 1

1
Kl = lim = = —
s=0 (s+2)(s+3) 2-3 6

1 1
o s(s+3)  —2-1 2

(1.69)

1
5T % s(s+2)  —3-(-1) 3

Pre obraz Y(s) je rozklad nasledovny

11 -1 1 1 1
Vi 11 -1 1 1.70
) ==6s" 2512 3553 (1.70)

Nasledny prevod spétnou Laplaceovou transforméaciou do ¢asovej oblasti
Lo 1 3
y(t) = e+ 3¢ +1/6 (1.71)

Tymto sme overili spravnost rieSenia y(t) v ¢asovej oblasti.
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1.4 Priklady na samostatné rieSenie
1. Zadanie: Je zadani linedrna diferenciélna rovnica

3y (1) + 21" (t) + 42y (t) + 24y(t) = 3u(t), (1.72)
s nulovymi podiato¢nymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0 a u(t) = 2.

e Rieste LDR s pravou stranou s vyuzitim LT s zadanymi PP, ktor& reprezentuje model
linedrneho dynamického systému.

Vysledky porovnajte a urobte skusku spravnosti.

RieSenie:
y(t) = 0.25 — 0.0833 - e +0.5- e — 0.6667¢ " (1.73)

2. Zadanie: Je zadani linearna diferencidlna rovnica
v (t) + 5.5y" () + 8.5y (t) + 3y(t) = 3u(t), (1.74)
s nulovymi pociatoénymi podmienkami y”(0) = ¢/(0) = y(0) = 0 a u(t) = 2.

e Rieste LDR s pravou stranou s vyuzitim LT s zadanymi PP, ktor& reprezentuje model
linedrneho dynamického systému.

Vysledky porovnajte a urobte skusku spravnosti.

Riesenie:
y(t) =2-32.-0% 2. ¢720 _(.8e73 (1.75)

Strana 12



