ZAR - Zaklady Automatického Riadenia Podklady k cvi¢eniam

11 Overenie stability systémov pomocou frekven¢nych kritérii
(Michajlov, Nyquist)

11.1 Ciele cvidenia

Vygetrenie stability uzavretého regula¢ného obvodu pomocou Michajlovho kritéria

Urcenie kritického parametra uzavretého regula¢ného obvodu pomocou Michajlovho kritéria

VySetrenie stability uzavretého regula¢ného obvodu pomocou Nyquistovho kritéria

Urcenie kritického parametra uzavretého regula¢ného obvodu pomocou Nyquistovho kritéria

11.2 RieSené priklady

Zadanie: Podla Michajlovho kritéria vySetrite stabilitu linearneho regulaéného obvodu, ak ma
jeho charakteristicka rovnica tvar

s' 4353 452+ 55+2=0 (11.1)

RieSenie: Dosadenim s = jw do charakteristického polynému dostaneme Michajlov hodograf
H (jw) uvedeného systému

H(jw) = wt — j3w® — 4w + 5jw+2 = (11.2)
w* — 4w? + 2 — j(3w® + 5w) (11.3)

Vyjadrime H (jw) ako algebraicky tvar komplexného ¢isla
H(jw)=U(w) + jV(w) (11.4)

pri¢om realna zlozka Re[H (jw)] = U(w) a imaginarna zlozka Im[H (jw)] = V(w).
Uw)=w!—4w?+2, V(w)=—(3w>+5w) (11.5)

Prieseéniky s redlnou osou: Imaginarnu zlozku V(w) = w(5—3w?) hodografu H (jw) polozime

rovnu nule:
w1 = 0

Viw) :0{ 5-3w?=0= wy=1.201 (11.6)

a vypodcitané hodnoty frekvencii dosadime do realnej zlozky U(w) hodografu H (jw) a ziskame
priese¢niky v bodoch

Uw) =wi —4wi+2=2

11.7
Ulws) = wy — 4w3 +2=1.291* —4.1.291% + 2 = —1.8889 (1L17)

Priese¢niky s imaginarnou osou: Realnu zlozku U(w) = w* — 4w? + 2 hodografu H (jw)
polozime rovnt nule. V tomto pripade je mozné najst riesenie bi-kvadratickej funkcie pre z = w?
v tvare u(z) = 2% — 4z + 2, pricom korene U(w) st druhymi odmocninami koretiov kvadratickej
rovnice u(z). Zaujimaja nas iba kladné hodnoty

u(z) = 2% — 4z + 2 = (z — 3.4142)(z — 0.5858) (11.8)

Ulw) = 0 ws = v/0.5858 = 0.7654
- wyg = 1/3.4142 = 1.8478

Vypotitané hodnoty frekvencii dosadime do imaginarnej zlozky V (w) hodografu H (jw) a ziskame
priese¢niky v bodoch

(11.9)

V(ws) = —3ws + bws = —3 - 0.7654% + 5 - 0.7654 = 2.4818

) , (11.10)
V(ws) = —3w3 4 5wy = —3 - 1.8478 + 5. 1.8478 = —9.6871
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Vysledny Michajlov hodograf mé nasledujici tvar

Michajlov hodograf
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Charakteristickd rovnica reprezentujtuca linearnu diferencidlnu rovnicu 4. radu uzavretého
regula¢ného obvodu a jej odpovedajiici Michajlov hodograf prechadza postupne 1., 2., 3. a konéi
vo 4. kvadrante komplexnej roviny. Z tvaru krivky Michajlovho hodografu je mozné usudit, ze
vySetrovany uzavrety regulacny obvod je stabilny.

Zadanie: Uvazujme systém 3.radu, ktorého prenos je:

1
s3+3s24+3s5+1

Fp(s) = (11.11)

a pre tri P-regulatory Fp(s) so zosilnenim K; = 4, Ky = 8, K3 = 12 vysetrite stabilitu pomocou
Michajlovho kritéria a porovnajte vysledky s rieSenim podla Hurwitziovho kritéria.

RieSenie: Vyjadrime charakteristickd rovnicu z

1+ Fs(s)Fr(s) =0 (11.12)
ako
Charakteristicki rovnica
1
1 K=0=_1 s+ 3 s>+ 3 1+ K =0 11.13
+s3—|—332+33+1 \/s —1—\/5 +\/s+:z—’ ( )
as a2 ai ag

Dosadenim s = jw do charakteristického polynoému dostaneme Michajlov hodograf H (jw) uve-
deného systému
H(jw) = —jw® = 3u? + 3jw+ 1+ K (11.14)

H(jw) = —3w? + 1+ K + j(3jw — w?) (11.15)
Vyjadrime H (jw) ako algebraicky tvar komplexného ¢isla
H(jw) = Uw) + jV(w) (11.16)

Uw)=-3*+1+K, V(w) =3w-w’ (11.17)
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Aby bol systém na hranici stability, musi platit Ze realna zlozka Re[H (jw)] = U(w) = 0 a zarovein
imaginarna zlozka Im[H (jw)] = V(w) =0

Uw)=0AV(w)=0 (11.18)
¢o vedie na sustavu dvoch rovnic s o dvoch neznamych. Z rovnice V(w) = 0 ur¢ime hodnotu wy,
w3 -w?)=0
3—w?=0 (11.19)
wy = 1.7321

Z rovnice U(w) = 0 pre w = wy urcime kriticky parameter Kxprrr a to dosadenim znamej
hodnoty wy

3w+ 1+ K =0
K=3-17321> -1 (11.20)
Kkrir =38

Teraz je mozné vypocitat priese¢niky s redlnou a imagindrnou osou ako v predchadzajicom
priklade. Ako priklad st uvedené priesecniky pre hodnotu K mensiu ako je Kxgrrr, ktord vedie

.....

nestabilny systém.

Stabilny systém (K = 4)

w1 =0, Ui(w)=5, Vi(w)=0
wy = 1.2910, Us(w) =0, Va(w)=1.7213 (11.21)
ws = 1.7321, Us(w)=—4, Vi(w)=0

Systém na hranici stability (K = 8)

w1 =0, Ui(w)=9, Vi(w)=0
wp =1.7321, Us(w) =0, Va(w)=0 (11.22)
Nestabilny systém (K = 12)
w1 = O, Ul(w) == 13, ‘/i(w) =0
we = 1.7321, Uz(w) =4, Vg(w) =0 (11.23)
ws = 2.0817, Us(w) =0, Vi(w)=—2.7756
Michajlov hodograf
5r 1
k < 8 - stabilny
4f| ==k = 8 - na hranici stability
k > 8 — nestabilny
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Zadanie: Podla Nyquistovho kritéria vySetrite stabilitu uzavretého regula¢ného obvodu, ak je
zadany prenos otvoreného regulacného obvodu F,(s) v tvare

Z
~ s(Tys+1)(Tes + 1)

Fo(s) (11.24)
kde Z = 86, T} = 0.02[s], Tp = 0.03[s].

Zadanie: Za s je nutné dosadit jw aby sme ziskali frekven¢ny prenos otvoreného obvodu a to

Z VA

F,(s) = 2 F,(jw) = - - : 11.25
o(s) s(This +1)(Tes + 1) o(jw) jw(Tijw + 1)(Tejw + 1) ( )
F,(jw) prepiSeme na algebraicky tvar komplexného ¢isla
F,(jw) 4 (11.26)
w) = :
MET T+ T)w? — j(T e — w)

Z(h + T Z(MThw? — 1

F,(jw) = T+ T2) i (LiTo” — 1) (11.27)

— +

T2T2wh + (T + Tw? + 1 ]Tnguﬁ + (T + T3 w3 +w
Po dosadeni zosilnenia a kongtant je mo7né frekvenény prenos otvoreného obvodu F,(jw) vyjadrit
v algebraickom tvare

4.3 86 — 0.0516w?
F,(jw) = — —i 11.28
PU%) = 3 07t + 13 1092 11 ' 3.6 107wF + 13- 107905 T o (11.28)
Reédlna ¢ast - P(w) Imaginarna ¢ast - Q(w)
Ked7e sa jedna o systém 3.radu, postaduje vygetrit prieseénik s redlnou osou
QW)=0 = 86-00516w>=0 = w,=40.8248 (11.29)

Dosadenim w = wy, do redlnej ¢asti P(w) ziskame priese¢nik Nyquistovej charakteristiky s redlnou
osou

43
= —1.032 (11.30)

Plw,) = — —
) = = 107 7 13- 10 %2 1 1

z ¢oho vyplyva, ze Nyquistova charakteristika obieha kriticky bod [—1, 0] a dany uzavrety regu-
la¢ny obvod je nestabilny.

Nyquist Diagram Nyquist Diagram — detail
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Zadanie: Uvazujme systém 3.radu, ktorej prenos je:

1

Fo(s) —
P(s) §34+3s24+3s+1

(11.31)

Pomocou Nyquistovho kritéria navrhnite P regulator s parametrom rg = Kg,i tak, aby bol
uzavrety regulatny obvod na hranici stability.

RieSenie: Obvod 3. radu je na hranici stability, ak frekvencna charakteristika otvoreného
obvodu prechadza kritickym bodom [—1,0]. Vyjadrime frekvenény prenos otvoreného obvodu.

KKrit

F,(s) = Fp(s)F,(s) = 11.32
o(5) p(s)Fo(s) s34+3s2+3s+1 ( )
Za s dosadime 1w K
. Krit
F = 11.33
o) 1 —3w? 4+ j(3w — w?) ( )
RozloZime frekvenény prenos na algebraicky tvar Fy(iw) = P(w) 4 jQ(w)
. Krrit 1 —3w? — j(3w —w?)
F - . 11.34
o i) 1-3w?+j(Bw—w3) 1—3w?—jB8w—wd) ( )
. KKrit - 3KK1‘itW2 .3KK7‘itW - KKritWS
F — — 11.35
o) 11302 13t + b 7171302 + 3wk + b ( )
Aby bol uzavrety regula¢ny obvod na hranici stability, musi platit ze
Pw)=—-1 AN Qw)=0 (11.36)
Imaginarna ¢ast Q(w) = 0 ak
w(3K grit — Kreripw?) =0 (11.37)
pri¢om pre w = 0 sa nejedné o kritickd hodnotu.
3K krit = KKTitw2 (1138)
Kritickt hodnotu wy je mozné uréit ako
wr = V3 =1.7321 (11.39)

Po dosadeni kritickej frekvencie do rovnice pre realnu ¢ast Nyquistovej charakteristiky uréime

hodnotu kritického zosilnenia )
Kgrit — 3K kritwi,

=1 11.40

14 3w? + 3wi + wf ( )

Krrit(1 — 3w?) = —1 — 3w? — 3w} — wd (11.41)
—1 — 3w? — 3w — W

Kirit = i k_—k 11.42

Krit 1-— 3w,% ( )

Kgrit =8 (11.43)

Hodnota ziskaného zosilnenia je rovnaka ako pri Hurwitzovom a Michajlovom kritériu stability.
Pre porovnanie st zndzornené Nyquistové charakteristiky pre K =4, K = Ky = 8, K = 12.
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Nyquist Diagram
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