
ZAR - Základy Automatického Riadenia Podklady k cvi£eniam

12 Syntéza regulátorov s vyuºitím metódy bezo-zvy²kového de-
lenia polynómov a metódy umiestnenia pólov

12.1 Ciele cvi£enia

• Navrhnú´ a vypo£íta´ parametre PI/PD/PID regulátorov s vyuºitím metódy bezo-zvy²kového
delenia,

• Navrhnú´ a vypo£íta´ parametre PI/PD/PID regulátorov s vyuºitím metódy umiest¬ovania
pólov.

12.2 Rie²ené príklady

Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 4s+ 4
(12.1)

navrhnite parametre r0, r−1 PI regulátora v tvare

FR(s) = r0 +
r−1

s
(12.2)

aby bol prechodový dej tlmený, charakterizovaný komplexne zdruºenými kore¬mi s1,2 = −1± i.

Rie²enie: Volí sa dominantný kore¬ charakteristickej rovnice tak, aby po£et zvolených kore¬ov
bol rovný po£tu neznámych parametrov regulátora.

1. Zostavíme charakteristickú rovnicu uzavretého regula£ného obvodu

CHR: 1 + FP (s) · FR(s) = 0

1 +
1

s2 + 4s+ 4
·
(
r0 +

r−1

s

)
= 0

1 +
1

s2 + 4s+ 4
·
(
r0s+ r−1

s

)
= 0

1 +
r0s+ r−1

s3 + 4s2 + 4s
= 0

(12.3)

Výsledná charakteristická rovnica uzavretého regula£ného obvodu má tvar

s3 + 4s2 + (4 + r0)s+ r−1 = 0 (12.4)

respektíve charakteristický polynóm

NURO(s) = s3 + 4s2 + (4 + r0)s+ r−1 (12.5)

2. Zo zadaných kore¬ov s1,2 = −1± i vypo£ítame referen£ný polynóm Nref (s)

Nref (s) = (s− s1)(s− s2)

= (s+ 1− i)(s+ 1 + i)

= s2 + 2s+ 2

(12.6)

3. Vydelením charakteristického polynómuNURO(s) referen£ným polynómomNref (s) získame
zvy²ok z ktorého ur£íme neznáme parametre regulátora r0 a r−1.[

s3 + 4s2 + (4 + r0)s+ r−1

]
:
(
s2 + 2s+ 2

)
= s+ 2

−
(
s3 + 2s2 + 2s

)
2s2 + 2s+ r0s+ r−1

−
(
2s2 + 4s+ 4

)
−2s+ r0s− 4 + r−1

!

= 0

(12.7)
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Hodnota tretieho kore¬a s3 = −2 £iºe zvolené korene s1,2 = −1 ± i sú dominantné. Zo
zvy²ku, ktorý postavíme rovný nule vypo£ítame parametre PI regulátora porovnaním pri
rovnakých mocninách s ako

s1 : r0 − 2 = 0 ⇒ r0 = 2

s0 : r−1 − 4 = 0 ⇒ r−1 = 4
(12.8)

4. Zhodnotenie výsledkov

• trvalá regula£ná odchýlka pre vplyv poruchy alebo poºadovanej hodnoty bude nulová
vzh©adom na I zloºku regulátora,

• ak je vstupom do neriadeného systému signál v tvare u(t) = 1(t), neriadený systém
sa ustáli na 1

a0
= 0.25 a jeho prechodový dej je aperiodický,

• pri pôsobení poruchy z(t) = 1(t) na vstupe sa výstup uzavretého regula£ného obvodu
y(t) ustáli v nule pri£om prechodový dej má tlmený, kmitavý charakter.
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Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 1.5s+ 1
(12.9)

navrhnite parametre r0, r1 PD regulátora s prenosom

FR(s) = r0 + r1s (12.10)

tak, aby prechodový dej v uzavretom regula£nom obvode bol na hranici aperiodicity pre kore¬
s1 = −1.5. Vypo£ítajte trvalú regula£nú odchýlku.
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Rie²enie:

1. Zostavíme charakteristickú rovnicu uzavretého regula£ného obvodu

CHR: 1 + FP (s) · FR(s) = 0

1 +
1

s2 + 1.5s+ 1
· (r0 + r1s) = 0

1 +
r1s+ r0

s2 + 1.5s+ 1
= 0

(12.11)

Výsledná charakteristická rovnica má tvar

s2 + (1.5 + r1)s+ 1 + r0 = 0 (12.12)

a charakteristický polynóm NURO(s) má tvar

NURO(s) = s2 + (1.5 + r1)s+ 1 + r0 (12.13)

2. Regula£ný obvod je na hranici aperiodicity ak má jeho charakteristická rovnica dvojnásobný
záporný kore¬. Na základe poºadovaného kore¬a s1 = −1.5 vieme ur£i´ s2 = −1.5 a
vypo£ítame polynóm

(s− s1)(s− s2) = (s+ 1.5)(s+ 1.5)

Nref (s) = s2 + 3s+ 2.25
(12.14)

3. Porovnaním charakteristického polynómu NURO(s) s referen£ným polynómom Nref (s) pri
odpovedajúcich mocninách s vieme ur£i´ parametre PD regulátora

s2 : 1 = 1

s1 : 1.5 + r1 = 3 ⇒ r1 = 1.5

s0 : 1 + r0 = 2.25 ⇒ r0 = 1.25

(12.15)

4. Trvalú regula£nú odchýlku je moºné vypo£íta´ ako

e(∞) =
1

a0 + r0
· 100 [%] (12.16)

kde a0 je absolútny £len v menovateli prenosu riadeného systému a r0 je zosilenie regulátora.
V tomto prípade je trvalá regula£ná odchýlka

e(∞) =
1

1 + 1.25
· 100 [%] = 44.444̄ % (12.17)

5. Zhodnotenie výsledkov

• trvalá regula£ná odchýlka pre vplyv poruchy alebo poºadovanej hodnoty bude nenulová,

• ak je vstupom do neriadeného systému signál v tvare u(t) = 1(t), výstup neriadeného
systému je charakterizovaný kore¬mi −0.75± 0.66̄i a ustáli sa na 1

a0
= 1 pri£om jeho

prechodový dej má tlmený, kmitavý charakter,

• pri pôsobení poruchy v tvare z(t) = 1(t) sa uzavretý regula£ný obvod ustáli s trvalou
regula£nou odchýlkou na hodnote 0.444̄ pri£om prechodový dej je na hranici aperiodicity.

• Pôsobením PD regulátora bol potla£ený vplyv poruchy na 44.444̄% z pôvodnej hod-
noty a zlep²ila sa kvalita prechodového deja.
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Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 8s+ 4
(12.18)

navrhnite parametre r0, r1 PD regulátora s prenosom

FR(s) = r0 + r1s (12.19)

tak, aby trvalá regula£ná odchýlka v ustálenom stave bola 3% a priebeh regulovanej veli£iny bol
nekmitavý.

Rie²enie: Trvalú regula£nú odchýlku je moºné vypo£íta´ ako

e(∞) =
1

a0 + r0
· 100 [%] (12.20)

kde a0 je absolútny £len v menovateli prenosu riadeného systému a r0 je zosilenie regulátora. V
tomto prípade je a0 = 4 a predpísaná trvalá regula£ná odchýlka e(∞) = 0.03% pri£om jedinou
neznámou hodnotou vo vz´ahu je zosilnenie regulátora r0.

0.03 =
1

4 + r0
⇒ r0 = 29.3̄ (12.21)

Teraz je moºné zostavi´ charakteristickú rovnicu uzavretého regula£ného obvodu ako

CHR: 1 +
1

s2 + 8s+ 8
· (r0 + r1s) = 0

1 +
r1s+ r0

s2 + 8s+ 4
= 0

s2 + (8 + r1)s+ 4 + r0 = 0

(12.22)
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Výsledná charakteristická rovnica má po dosadení r0 tvar

s2 + (8 + r1)s+ 33.3̄ = 0 (12.23)

respektíve charakteristický polynóm

NURO(s) = s2 + (8 + r1)s+ 33.3̄ (12.24)

Poºiadavka je, aby priebeh regulovanej veli£iny bol nekmitavý, £o predpokladá záporne reálne
korene. Nako©ko ve©kos´ kore¬ov nie je zadaná, môºeme zvoli´ dvojnásobný kore¬ −α, z ktorého
je moºné zostavi´ sú£in kore¬ových £inite©ov v tvare

Nref (s) = (s+ α)2 = s2 + 2αs+ α2 (12.25)

Z rovnosti polynómov Nref (s) = Nref (s) zostavíme rovnice a porovnaním koe�cientov pri rov-
nakých mocninách s ur£íme druhý parameter regulátora r1

s0 : 33.3̄ = α2 ⇒ α =
√

33.3̄ = 5.77

s1 : 8 + r1 = 2α ⇒ r1 = 3.54
(12.26)
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Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 1.5s+ 1
(12.27)

navrhnite PD regulátor v tvare
FR(s) = r0 + r1s (12.28)

aby priebeh regulovanej veli£iny pri pôsobení poruchy z(t) = 1(t) bol kmitavý, pri£om miera
stability bolam = 1.5 a miera tlmenia ζ = 0.3. Ustálená hodnota regulovanej veli£iny y(∞) ≤ 5%
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Rie²enie: Zostavíme charakteristickú rovnicu uzavretého regula£ného obvodu

CHR: 1 +
1

s2 + 1.5s+ 1
· (r0 + r1s) = 0

1 +
r0 + r1s

s2 + 1.5s+ 1
= 0

(12.29)

Výsledná charakteristická rovnica má tvar

s2 + (1.5 + r1)s+ 1 + r0 (12.30)

Ak má by´ priebeh regulovanej veli£iny y(t) kmitavý, znamená to ºe ºiadaným hodnotám miery
stability ξ a miery tlmenia ζ odpovedajú komplexne zdruºené korene s1,2 = α± jβ pri£om

α = m ⇒ α = 1.5,
α

β
= ζ, ⇒ β =

α

ζ
, β = 5

(12.31)

Ur£eným kore¬om s1,2 = 1.5± j5 odpovedá poºadovaný polynóm Nref (s)

(s− s1)(s− s2) = (s+ 1.5− i)(s+ 1.5 + i)

Nref (s) = s2 + 3s+ 27.25
(12.32)

Ak má by´ priebeh regulovanej veli£iny y(t) kmitavý, charakteristický polynóm NURO(s) musí
ma´ také koe�cienty, aby odpovedali koe�cientom Nref (s)

s2 : 1 = 1

s1 : 1.5 + r1 = 3 ⇒ r1 = 1.5

s0 : 1 + r0 = 27.25 ⇒ r0 = 26.25

(12.33)

Teraz je moºné overi´ splnenie podmienky pre odchýlku e(∞) ustálenej hodnoty regulovanej
veli£iny pre poruchu v tvare z(t) = 1(t)

e(∞) =
1

a0 + r0
· 100 [%] ⇒ 1

1 + 26.25
· 100 [%] ≤ 5% (12.34)

£ím je podmienka 5% splnená.
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12.3 Príklady na samostatne rie²enie

Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 6s+ 5
(12.35)

navrhnite PI regulátor v tvare
FR(s) = r0 +

r−1

s
(12.36)

aby dominantná dvojica kore¬ov bola s1,2 = −1± i.

Rie²enie: Parametre regulátora sú r0 = 5, r−1 = 8 a tretí kore¬ má hodnotu s3 = −4 £ím je
zabezpe£ená dominantnos´ kore¬ov.

Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 5s+ 8
(12.37)

navrhnite vhodný regulátor aby trvalá regula£ná odchýlka bola nulová a aby dominantná dvojica
kore¬ov bola s1,2 = −2± i.

Rie²enie: Aby bola trvalá regula£ná odchýlka nulová, je nutné voli´ regulátor s I-zloºkou.
Vo©ba PI regulátora s vypo£ítanými parametrami r0 = 1, r−1 = 5 síce zabezpe£í trvalú regula£nú
odchýlku rovnú nule, av²ak nezabezpe£í dominanciu kore¬ov s1,2 = −2± i. Preto je nutné zvoli´
PID regulátor, kde je jeden z parametrov volite©ný - napríklad pre r1 = 2 budú zvy²né parametre
r0 = 9, r−1 = 15.
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Zadanie: Pre systém s prenosom FP (s) druhého rádu v tvare

FP (s) =
1

s2 + 5s+ 3
(12.38)

navrhnite PD regulátor v tvare
FR(s) = r0 + r1s (12.39)

aby prechodový dej bol na hranici aperiodicity pre kore¬ −3
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