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2 Lineárne spojité systémy s kon²tantnými koe�cientami s jed-
ným vstupom a jedným výstupom - prenosové funkcie

2.1 Ciele cvi£enia

• popísa´ dynamický systém n-tého rádu v tvare lineárnej diferenciálnej rovnice (LDR),

• de�nova´ prenos dynamického systému a zapísa´ ho vo v²eobecnom tvare pre systém n-tého
rádu,

• odvodi´ prenos z lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu,

• odvodi´ lineárnu diferenciálnu rovnicu z prenosu n-tého rádu,

• algebra prenosových funkcií (sériové, paralelné zapojenie)

2.2 Vytvorenie prenosovej funkcie z LDR

Lineárny spojitý systém s kon²tantnými koe�cientami ai, bi s jedným vstupom u(t) a jedným
výstupom y(t) môºe by´ v £asovej oblasti opísaný v tvare lineárnej diferenciálnej rovnice

an
dny(t)

dtn
+ an−1

dn−1y(t)

dtn−1
+ · · ·+ a0y(t) = bm

dmu(t)

dtm
+ bm−1

dm−1u(t)

dtm−1
+ · · ·+ b0u(t). (2.1)

Predpokladáme, ºe rovnica (2.1) má nulové po£iato£né podmienky. Dynamický systém môºe by´
opísaný v tvare prenosu G(s) v s-oblasti Ak vykonáme Laplaceovú transformáciu (L) rovnice
(2.1) dostaneme

ans
nY (s) + an−1s

n−1Y (s) + · · ·+ a0Y (s) = bms
mU(s) + bm−1s

m−1U(s) + · · ·+ b0U(s) (2.2)

Po úprave je moºné vyjadri´ prenos systému G(s) ako

G(s) =
Y (s)

U(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + · · ·+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
=
B(s)

A(s)
(2.3)

kde B(s) je polynóm £itate©a, A(s) je polynóm menovate©a,

m je rád £itate©a, n je rád menovate©a,

G(s) sa nazýva prenosová funkcia, (skrátene prenos) systému. Prenos systému je de�no-
vaný ako pomer Laplaceových obrazov výstupnej a vstupnej veli£iny pri nulových po£iato£ných
podmienkach.

Aby bol prenos G(s) fyzikálne realizovate©ný, musí plati´ n ≥ m.

2.3 Vytvorenie LDR z prenosu

Predpokladáme, ºe prenos (2.3) popisuje dynamický systém de�novaný pri nulových po£ia-
to£ných podmienkach. Najprv prenos (2.3) prepí²eme ako algebrickú rovnicu v tvare

(ans
n + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s+ a0)Y (s) = (bms
m + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s+ b0)U(s) (2.4)

a následne upravíme na tvar

ans
nY (s) + an−1s

n−1Y (s) + · · ·+ a1sY (s) + a0Y (s)

= bms
mU(s) + bm−1s

m−1U(s) + · · ·+ b1sU(s) + b0U(s)
(2.5)

na ktorý je moºné aplikova´ spätnú Laplaceovú transformáciu (L−1)

any
(n)(t) + an−1y

(n−1)y(t) + · · ·+ a1y
′(t) + a0y(t)

= bmu
(m)(t) + bm−1u

(m−1)(t) + · · ·+ b1u
′(t) + b0

(2.6)

pri nulových po£iato£ných podmienkach.
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2.4 Rie²ené príklady

Vytvorenie prenosu z LDR

Zadanie: Nájdite prenos dynamického systému, ktorý je popísaný diferenciálnou rovnicou

y′′′(t) + 4.5y′′(t) + 5y′(t) + 1.5y(t) = u′(t) + 4u(t), (2.7)

s nulovými po£iato£nými podmienkami y′′(0) = y′(0) = y(0) = 0, u′(0) = u(0) = 0.

Rie²enie: Vykonáme Laplaceovú transformáciu pri nulových po£iato£ných podmienkach a v
algebraickej rovnici osamostatníme Y (s) a U(s)

s3Y (s) + 4.5s2Y (s) + 5sY (s) + 1.5Y (s) = sU(s) + 4U(s), (2.8)

(s3 + 4.5s2 + 5s+ 1.5)Y (s) = (s+ 4)U(s), (2.9)

a následne vyjadríme prenos G(s) ako

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

s+ 4

s3 + 4.5s2 + 5s+ 1.5
(2.10)

Vytvorenie LDR z prenosu

Zadanie: Nájdite lineárnu diferenciálnu rovnicu, ktorá opisuje dynamický systém, ak jeho
prenos má tvar

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

2s2 + 1

s3 + 4s2 + 3.25s+ 0.75
. (2.11)

Rie²enie: Prenos prepí²eme ako algebrickú rovnicu

(s3 + 4s2 + 3.25s+ 0.75)Y (s) = (2s2 + 1)U(s) (2.12)

a prepí²eme do tvaru, na ktorý je moºné aplikova´ spätnú Laplaceovú transformáciu

s3Y (s) + 4s2Y (s) + 3.25sY (s) + 0.75Y (s) = 2s2U(s) + U(s) (2.13)

a po transformácii pre nulové po£iato£né podmienky dostávame

y′′′(t) + 4y′′(t) + 3.25y′(t) + 0.75y(t) = 2u′′(t) + u(t), (2.14)

respektíve
d3y(t)

dt
+ 4

d2y(t)

dt
+ 3.25

dy(t)

dt
+ 0.75y(t) = 2

d2u(t)

dt
+ u(t). (2.15)

2.5 Sériové a paralelné zapojenie prenosov

Sériové zapojenie

Pre jednotlivé prenosy platí:

G1(s) =
Y1(s)

U(s)

G2(s) =
Y (s)

U2(s)
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Vyjadrením výstupnej veli£iny Y (s) v tvare:

Y (s) = G2(s)U2(s),

kde U2(s) = Y1(s). Výstupnú veli£inu môºeme potom vyjadri´ nasledovne:

Y (s) = G2(s)Y1(s) (2.16)

Pre Y1(s) platí:
Y1(s) = G1(s)U(s) (2.17)

a dosadením vyjadrenia (2.17) do (2.16) získame:

Y (s) = G2(s)G1(s)U(s)

Celkový prenos je rovný sú£inu jednotlivých sériovo zapojených prenosov:

G(s) =
Y (s)

U(s)
= G1(s)G2(s) (2.18)

Príklad: Je zadaný lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G1(s) =
5

s+ 1

a sú£asne je zadaný druhý lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G2(s) =
4

s+ 2

Odvo¤te celkový prenos dvoch sériovo zapojených lineárnych dynamických systémov.

Rie²enie: Celkový prenos G(s) získame sú£inom G1(s) a G2(s):

G(s) = G1(s)G2(s) =
5

s+ 1
· 4

s+ 2
=

20

s2 + 3s+ 2

Paralelné zapojenie

Pre jednotlivé prenosy platí:

G1(s) =
Y1(s)

U(s)

G2(s) =
Y2(s)

U(s)

Vyjadrením výstupnej veli£iny Y (s) v tvare:

Y (s) = Y1(s) + Y2(s) (2.19)
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kde platí:
Y1(s) = G1(s)U(s) (2.20)

Y2(s) = G2(s)U(s) (2.21)

Dosadením vyjadrenia (2.20) a (2.21) do (2.19) získame vyjadrenie Y (s) v tvare:

Y (s) = Y1(s) + Y2(s) = G1(s)U(s) +G2(s)U(s) = (G1(s) +G2(s))U(s)

Celkový prenos je rovný sú£inu jednotlivých sériovo zapojených prenosov:

G(s) =
Y (s)

U(s)
= G1(s) +G2(s) (2.22)

Zadanie: Je zadaný lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G1(s) =
5

s+ 1

a sú£asne je zadaný druhý lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G2(s) =
4

s+ 2

Odvo¤te celkový prenos dvoch paralelne zapojených lineárnych dynamických systémov.

Rie²enie: Celkový prenos G(s) získame sú£tom G1(s) a G2(s):

G(s) = G1(s) +G2(s) =
5

s+ 1
+

4

s+ 2
=

=
5(s+ 2) + 4(s+ 1)

s2 + 3s+ 2
=

(5s+ 10) + (4s+ 4)

s2 + 3s+ 2
=

9s+ 14

s2 + 3s+ 2

Zadanie: Je zadaný lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G1(s) =
1

s+ 1
,

sú£asne je zadaný druhý lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G2(s) =
1

s+ 2

a tretí lineárny dynamický systém s prenosovou funkciou v tvare:

G3(s) =
1

2s

Odvo¤te celkový prenos lineárnych dynamických systémov, ktorých zapojenie je znázornené
na obrázku.
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Rie²enie: Pre odvodenie celkového prenosu G(s) si najprv ur£íme £iastkový prenos G12(s),
ktorý získame sú£inom prenosov G1(s) a G2(s), pretoºe sú v sériovom zapojení. Prenos F12(s)
vypo£ítame nasledovne:

G12(s) = G1(s)G2(s) =
1

s+ 1
· 1

s+ 2
=

1

s2 + 3s+ 2

Celkový prenos G(s) získame zo sú£tu prenosov G12(s) a G3(s), ktoré sú v paralelnom zapojení.
Výsledný celkový prenos vypo£ítame nasledovne:

G(s) = G12(s) +G3(s) =
1

s2 + 3s+ 2
+

1

2s
=

2s+ (s2 + 3s+ 2)

2s(s2 + 3s+ 2)
=

s2 + 5s+ 2

2s3 + 6s2 + 4s
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2.6 Príklady na samostatné rie²enie

Zadanie 1: Je zadaná vstupno-výstupná lineárna diferenciálna rovnica

y′′′(t)− 1.5y′′(t)− 4y′(t)− 1.5y(t) = 2u′′(t) + 3u(t), (2.23)

s nulovými po£iato£nými podmienkami y′′(0) = y′(0) = y(0) = 0, u′(0) = u(0) = 0.
Vyjadrite lineárnu diferenciálnu rovnicu ako prenos.

Zadanie 2: Je zadaná vstupno-výstupná lineárna diferenciálna rovnica

y′′′(t)− 0.75y′(t) + 0.25y(t) = u′(t) + 5u(t), (2.24)

s nulovými po£iato£nými podmienkami y′′(0) = y′(0) = y(0) = 0, u′(0) = u(0) = 0.
Vyjadrite lineárnu diferenciálnu rovnicu ako prenos.

Zadanie 3: Je zadaný prenos v tvare

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

4s3 + 1

s4 − 6.5s3 + 3.5s2 + 18.5s+ 7.5
. (2.25)

Vyjadrite ho v tvare vstupno-výstupnej lineárnej diferenciálnej rovnice pre nulové
po£iato£né podmienky.

Zadanie 4: Je zadaný prenos v tvare

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

2s2 + 5s+ 2

s4 + 7s3 + 15s2 + 9s
. (2.26)

Vyjadrite ho v tvare vstupno-výstupnej lineárnej diferenciálnej rovnice pre nulové
po£iato£né podmienky.
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