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Linearne spojité systémy

Definicia

Systém je objekt s definovanymi veli¢inami a definovanymi vztahmi medzi
nimi.

Deterministicky jednorozmerny systém je definovany na skimanom objekte
tak, Ze nan z okolia pdsobi vstupna veli¢ina u(t) a vysledkom tohto
pbsobenia je pozorovatelna, vystupna veli¢ina y(t), pricom pri rovnakych
pociatocnych podmienkach k urcitej veli¢ine u(t) je priradena vzdy ta ista
velicina y(t). Nezavisla premenna je Cas t.

Pri dynamickych systémoch so sustredenymi parametrami st vztahy medzi
vstupnymi a vystupnymi veli¢inami opisané pomocou obycajnych
diferencialnych rovnic a derivaciami podla Easu.
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Linearne spojité systémy

Zakon superpozicie

Linedrne systémy si také systémy, pre ktoré plati zdkon superpozicie.
Tento zakon mozno vyjadrit rovnicou
y = T(a11 + a2w2)
:alT(U1)+82T(u2) (1)
=aiy1 + ay»

kde T je linearny operator a ai, ay st realne isla.
Ak pre proces definujeme z hladiska priestoru a €asu sibor typicky

vyznamnych vlastnosti, délezitych pre ciel nasho skiamania, potom
hovorime, ze sme na objekte - procese definovali systém.
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Linearne spojité systémy

Klasifikacia systémov
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Linearne spojité systémy

Zakladné charakteristiky

Matematicky opis linearnych spojitych systémov je mozné vyjadrit
pomocou dvoch ekvivalentnych opisov:
@ vonkajsi opis - opis pomocou vstupno-vystupnych premennych -
diferencialne rovnice, obrazové prenosy

@ vnltorny opis - opis pomocou vnitornych premennych

Ak pozname vnitorny popis (model) LDS, jednoznacne z neho vyplyva aj
vonkajsi opis (V/V opis) LDS.
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Linearne spojité systémy

Vonkajsi matematicky opis spojitych LDS systémov

Spojity LDS je mozné popisat linearnou diferencialnou rovnicou:
any™M(t) + ...+ ary (1) + aoy(t) = bpu'™(t) + ... + byu (t) + bou(t)

kde

ag, i, ---,an, bo, b1, ..., by st konstantné koeficienty
y(t) je vystup LDS

u(t) je vstup LDS

podmienka fyzikalnej realizovatelnosti: n > m
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Linearne spojité systémy

Pri ziskavani modelu LDS (odvodenie LDR) vychadzame z fyzikélne;j
podstaty dejom skiimaného LDS.
Vonkajsi (V/V) opis LDS:

@ model v tvare LDS

@ obrazovy prenos v LT

o frekvenény prenos

o prechodova charakteristika, impulzna charakteristika, frekvencna
charakteristika

Vnatorny opis LDS: = metdda stavového priestoru (aplny obraz o
vietkych dynamickych vlastnostiach linedrneho systému)
Metddy zaloZené na stavovom priestore pracuji v t-oblasti.
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Linearne spojité systémy

Laplaceova transformécia

Laplaceova transformacia
@ poskytuje velmi jednoduchi metédu riesenia linedrnych diferencialnych

rovnic
@ vhodna na odvodenie vstupno-vystupnych modelov, ktorych pouzitie je
vyhodné pri identifikacii alebo navrhu algoritmov riadenia

Laplaceova transformécia je dana vztahom

E{f(t)}&/f(t)e_“dt
0

Funkciu 7(t) nazyvame originadlom a funkciu F(s) jej obrazom.

LS 2015/2016
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Linearne spojité systémy

Eulerove vzorce

Pre praktické vypocty pomocou Laplaceovej transformacie si uzitoéné
pomocné vztahy(Eulerove vzorce):

eiwt_‘_efiwt eiwt_efiwt

cos(wt) = 5 ,  sin(wt) = ¥ ,
i

elwt = cos(wt) +isin(wt), e '@t =cos(wt) — isin(wt).

Zikladné vlastnosti Laplaceovej transformacie:

original obraz
linearita kifi £ koh kiF1 £ koF
substitacia f(at) 1/aF(s/a)
posun v originali  f(t — a) e F(s)

posun v obraze e~ ?f(t) F(s+ a)
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Linearne spojité systémy

Obrazovy prenos

Obrazovy prenos LDS je definovany ako pomer obrazu Y{(s) vystupnej
veli¢iny y(t) ku obrazu U(s) vstupnej veli€iny u(t):

Y(s)

F(s) = U(s)

Popis LDS s pomocou obrazového prenosu

u(t) Fs) yt)
—P ——
U(s) Y(s)

SISO systém, SIMO systém, MIMO systém
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Linearne spojité systémy

Obrazovy prenos

Prenos systému je podiel obrazu vystupu ku obrazu vstupu pri nulovych
pociatoénych podmienkach:

L{y(t)} =1L {/ f(r)u(t - T)dT} Casové oblast
. ) . ) u(t) . y(t)
/}’(t)e dt = / {/ (T)U(t—T)dT} e “dt Li T g

Oblast obrazov

T=>t=t+&=dt =d¢

Y(s) = {/ (u()d } e "dg = G
Y
= fT e dr / u(€)e™*d¢ = F(s)U(s) Fls)= Ug;
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Linearne spojité systémy

Obrazovy prenos

Funkény vztah medzi vstupnou a vystupnou veli¢inou uvazovaného systému
je dany nasledovnou diferencialnou rovnicou:

azy”(t) + a1y’ (t) + aoy(t) = ku(t) (3)

Za predpokladu, Ze sistava je v rovnovaznom stave, teda pociatocné
podmienky st nulové (y(0) =0, y'(0) = 0), pouzitim LT mbézeme pisat:

a52Y(s) + a1sY(s) + ap Y(s) = kU(s), (4)

odkial obrazovy prenos je:

U(s)  a2s2 + a1s + ag
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Linearne spojité systémy

Obrazovy prenos

Vseobecne mézeme obrazovy prenos F(s) zapisat v tvare:

F(S) _ Y(S) _ bms™ + bm_lsm_l + ...+ by
U(s) aps" + ap_1s" 1+ ...+ ag

Korene polynému citatela oznacujeme ako nuly a korene polynému
menovatela ako pély. Polyném menovatela rovny nule sa vola
charakteristicka rovnica.
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Linearne spojité systémy

Priklady systémov prvého radu - elektricky systém

Elektricky systém

|

-

L]
o

@ vstup uy(t)
@ vystup uy(t)

Uloha: Najdite vtah medzi vstupom a vystupom

up(t) = f(wn(t))
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Linearne spojité systémy

Priklady systémov prvého radu - elektricky systém

Ak Ry a G st idealne (nemenia svoje hodnoty v zavislosti od teploty,
pradu), systém je LINEARNY

i

[}
o

Podla 1. a 2. Kirchhoffovho zakona plati:
ur(t) = Riin(t)+ua(t), i(t) = i(t)+ic(t), b(t) =0= ii(t) = ic(t)

a prid tecici kondenzatorom moézeme vyjadrit v tvare:

d
I'C:I'1:C1£:>U1:R1C17+U2
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Linearne spojité systémy

Priklady systémov prvého radu - elektricky systém

Ozna&enim Ry C; = Ty dostavame nehomogénnu diferencialnu rovnicu
1. raddu:

Riesenie uvedenej diferencialnej rovnice sa sklada z riesenia homogénnej dif.
rovnice a partikularneho riesenia dif. rovnice:

@ homogénnej rovnici Tl% + uy = 0 prislicha riesenie:
_t
urp, = Ki eSt, u2h(t) =Kie 1 kde s= —1/T1
@ pre partikularne rieenie plati: nech u;(t) = u1k, potom rieSenie mé

tvar up,(t) = K a po dosadeni do rovnice: T10 + Ky = uji uréime
konstantu K> = 1k, U2n(t) = UK
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Linearne spojité systémy

Priklady systémov prvého radu - elektricky systém
Vysledné riesenie diferencialnej rovnice:
up(t) = upp(t) + u2n(t) = Kie T + i
Konstantu K uréime z pociato€nych podmienok:
w(0)=0=0=K; e /T by = Ky = —uik

() = uie(l — e 71)

Graficky priebeh rieenia diferencialnej rovnice pomocou analytickych
met6d:

ua(t)

Uik
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Linearne spojité systémy

Elektricky systém prvého radu

Solutions of differential equation
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Linearne spojité systémy

Elektricky systém prvého radu

Riesenie pomocou Laplaceovej transformacie
Nech Ul(t) = UK, U1(0) =0

duo(t
I ”;E ) bun(t) = ur(t) — prepis do LT —  TiUs(s)s+Ua(s) = 2
pricom
u

u (t) = Uy(s) = %

Laplaceov obraz vystupnej veliCiny:
K A B
Ua(s) (Tis+1) s + Tstl U1K, uik b
1 T
U = - —
2(s) ulK(s T15+1)
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Linearne spojité systémy

Elektricky systém prvého radu

Po prevode do Casovej oblasti:

() = ug(l — e )

Graficky priebeh rieenia diferencialnej rovnice pomocou Laplaceove;j
transformacie:

ux(t)

Uik

T4 t
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Linearne spojité systémy

Elektricky systém prvého radu

Jednokapacitny prenos
Transformaciou diferencialnej rovnice pri nulovych po€. podmienkach:
dUQ(t)

R w(e) = u(t)

na Laplaceov obrazovy prenos dostavame:
TiUa(s)s + Ua(s) = Ui(s)

a naslednou Gpravou ziskame Laplaceov obrazovy prenos jednokapacitnej
slstavy:

Ua(s) 1

Ui(s) a Tis+1

F(s) =
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu

Hydraulicky systém prvého radu
@ vstup qi(t) - pritok média do
nadoby

@ vystup gz2(t) - mnozstvo
* q

vytekajiceho média z nadoby

‘ a @ vystup hy(t) - vyska hladiny v
. > R, nadobe
@ S; - prierez nadoby, Ry - hydr.
H odpor, ~ - $pecificka vaha
* kvapaliny

Uloha 1: Najdite vztah medzi vstupom a vystupom qa(t) = f1(q1(t))
Uloha 2: Najdite vztah medzi vstupom a vystupom hy(t) = f(q1(t))
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu

hy Ry

Bilanéna rovnica ]
d(kvapaliny)

pm = pritok — odtok
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 1

Vystup go(t) - priamo Gmerny hydraulickému tlaku v mieste odporu Ry,
nepriamo Gmerny odporu Ry a linedrne zavisly od vysky hladiny hy(t):

kde v je Specificka vaha kvapaliny vytekajuca cez hydraulicky odpor Ry
Derivaciou dostavame:

dqz(t) . ldhl(t) N dhl(t) _ &dqz(t)
dt R dt dt ~  dt
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 1

Dosadenim do pévodne] diferencialnej rovnice dostaneme:

51R1 dq2(t) .
T + q(t) = q(t)

Oznacenim % = Ty sme ziskali LDR I. radu.
Vysledna diferencidlna rovnica pre hydraulicky systém:

T dqjit) +qo(t) = i (b),

ktorej riesenim je:
_t
@(t)=q(l-e n)

¢o je rovnako ako v predoslom priklade tvar riesenia pre jednokapacitny
prenos.
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 2a: linearny pripad, hi(t) = f(qu(t))

Ak chceme riesit dlohu hy(t) = f(q1(t)), dosadime do vysledného

bilanéného vztahu:

dhl(t)
10
za qo(t) = 130
dhl(t)
1

= q1(t) — q2(t)

vh(t)

qi(t) R

a naslednou Gpravou dostdvame LDR:

dh (t)

S
Y

_|_

Rllhlm = ai(t),

ktorej postup riesenia je totozny s uz uvedenymi prikladmi.
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 2b: nelinearny pripad

Ak pre vytok kvapaliny z nddoby plati:

q2(t) = kif\/2ghi(t),

kde ki - konst., f - priemer vytokového otvoru, g - gravitané zrychlenie
Oznagenim ky = kif+/2g a dosadenim do vyslednej bilan¢nej rovnice:

5D — gu(0) - aa(t)

dostavame nelinearnu diferencialnu rovnicu (NDR):

51dhclj£t) + ko/ 1 (t) = qu(t),

NDR nevieme riesit analyticky v t-oblasti oblasti, ani pomocou Laplaceove;j
transformacie.
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 2b: nelinearny pripad

h hy (t)
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 2b: nelinearny pripad, linearizacia

Linearizacia = rozvoj do Taylorovho radu:

(h(t) — h9)

q2(t) ~ qa(h) + qp(M) >3 +
-~ s ho
pricom plati: qa(h?) = k2\/;?7 q,(h9) = k2 ho =k 2h‘1‘1

dosadenim do rovnice dostdvame:

a(t) ~k2[+k2\/>(h1 (t) — hY)

@(t) ~ ko— + ko—

2 2H0 (1)
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Linearne spojité systémy

Hydraulicky systém prvého radu Uloha 2b: nelinearny pripad

Oznac&enim:
h
o=kt
dostavame vysledny hydraulicky model vyjadreny LDR:
dhl(t)
3 h t) — k
S g hO 1(t) = qu(t) — ks,

ktorli vieme riesit metédami uvedenymi v predoslych prikladoch.
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