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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodová funkcia

Prechodová funkcia je de�novaná ako £asová odozva systému na
jednotkový skok vstupnej veli£iny pri nulových po£iato£ných podmienkach.
Ak je systém popísaný prenosovou funkciou

F (s) =
Y (s)

U(s)
kde U(s) = L{1(t)} =

1

s
,

potom je obraz prechodovej funkcie H(s) ur£ený ako

Y (s) = H(s)→ H(s) = F (s)U(s) =
F (s)

s

a prechodová funkcia h(t) je získaná spätnou LT ako

h(t) = L−1 {H(s)} = L−1
{
F (s)

s

}
Ozna£enie výstupu y(t)→ h(t) je prechodovú funkciu.
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodová funkcia systému 1. rádu

Uvaºujme prenosovú funkciu systému 1. rádu v tvare

F (s) =
b0

(s + a0)

Ak obraz prechodovej funkcie H(s) systému prvého rádu je

H(s) =
F (s)

s
=

b0
s(s + a0)

potom je jej prechodová funkcia

h(t) =
b0
a0

{
1− e−a0t

}
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodová funkcia systému 1. rádu

V prípade, ºe je prenos vyjadrený v normovanom tvare
(£asová kon²tanta T , zosilnenie Zs)

F (s) =
Zs

(Ts + 1)
, kde Zs =

b0
a0
, T =

1

a0

je prechodová funkcia

h(t) = Zs

{
1− e−

t
T

}

Prechodová charakteristika je gra�cké zobrazenie prechodovej funkcie h(t).
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodová charakteristika stabilného systému 1. rádu - príklad

Uvaºujeme systém prvého rádu

F (s) =
3

s + 2
→ 1.5

0.5s + 1

Prechodová funkcia je

h(t) =
3

2

{
1− e−2t

}
kde

Zs =
3

2
, T =

1

2
,
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodová funkcia a prechodová charakteristika

Prechodové funkcie stabilných systémov 2. rádu

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
b0

s2 + a1s + a0
resp. F (s) =

Zs

(T1s + 1)(T2s + 1)

Korene charakteristického polynómu sú

s1,2 = −a1
2
±

√
a21 − 4a0

2

Pri stabilných systémoch môºu nasta´ 3 prípady:

a21 > 4a0 → dva rôzne záporne reálne korene

a21 = 4a0 → dva násobné záporne reálne korene

a21 < 4a0 → dva komplexne zdruºené korene so zápornou reálnou
£as´ou
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodové funkcie stabilných systémov 2. rádu s rôznymi reálnymi kore¬mi

Ak a21 > 4a0, potom je rozklad obrazu prechodovej funkcie H(s) de�novaný
ako

H(s) =
b0

s(s − s1)(s − s2)
=

c0
s

+
c1

s − s1
+

c2
s − s2

,

príslu²ná prechodová funkcia h(t) je

h(t) =
b0
s1s2

[
1 +

s2
s1 − s2

es1t − s1
s1 − s2

es2t
]

Ak je prenos F (s) zadaný v normovanom tvare (Zs ,T1,T2)

F (s) =
Zs

(T1s + 1)(T2s + 1)
kde T1 = − 1

s1
, T2 = − 1

s2
, Zs =

b0
s1s2

h(t) = Zs

[
1− T1

T1 − T2
e

1
T1

t
+

T2

T1 − T2
e

1
T2

t
]
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodová charakteristika stabilného systému 2. rádu s rôznymi reálnymi kore¬mi

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
3

(s + 1)(s + 2)

Prechodová funkcia je

h(t) =
3

2

{
1− 2e−t + e−2t

}
kde

T1 = 1, T2 =
1

2
, Zs =

3

2
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodové funkcie stabilných systémov 2. rádu s dvojnásobným reálnym kore¬om

Ak a21 = 4a0, potom je rozklad obrazu prechodovej funkcie de�novaný ako

H(s) =
b0

s(s − s1)2
=

c0
s

+
c1

s − s1
+

c2
(s − s1)2

príslu²ná prechodová funkcia je

h(t) =
b0
s21
− b0

s21
es1t +

b0
s1
tes1t =

b0
s21

[
1− (1− s1t)es1t

]
Ak je prenos F (s) zadaný v normovanom tvare (Zs ,T1 = T2 = T )

F (s) =
Zs

(Ts + 1)2
kde T = − 1

s1
, Zs =

b0
a0

=
b0
s21

je príslu²ná prechodová funkcia de�novaná ako

h(t) = Zs

[
1−

(
1 +

t

T

)
e−

t
T

]
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodová charakteristika stabilného systému 2. rádu s dvojnásobným reálnym kore¬om

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
3

(s + 2)2
=

0.75

(0.5s + 1)2

s násobnou £asovou kon²tantou a
zosilnením

T = 0.5, Zs =
3

4

ktorého je prechodová funkcia

h(t) =
3

4

[
1− (1 + 2t)e−2t

]
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Prechodové funkcie stabilných systémov 2. rádu s komplexne zdruºeným kore¬om

Ak a21 < 4a0, potom je rozklad obrazu prechodovej funkcie de�novaný ako

H(s) =
b0

s[(s + α)2 + β2]
=

c0
s

+ c1
β

(s + α)2 + β2
+ c2

s + α

(s + α)2 + β2

príslu²ná prechodová funkcia je

h(t) =
b0

α2 + β2
− α

β

b0
α2 + β2

e−αt sinβt − b0
α2 + β2

e−αt cosβt =

h(t) =
b0
a0

[
1− e−αt

(
α

β
sinβt + cosβt

)]
respektíve

h(t) = Zs

[
1− e−αt

(
α

β
sinβt + cosβt

)]
.
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodová charakteristika stabilného systému 2. rádu s komplexne zdruºenými kore¬mi

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
3

s2 + 4s + 5
=

3

(s + 2)2 + 12

kde sú komplexne zdruºené korene
s1,2 = −1± 2j a po úprave na
²tvorce je

α = 2, β = 1, a Zs =
3

5

ktorého je prechodová funkcia

h(t) =
3

5

[
1− e−2t (2 sin t + cos t)

]
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodová charakteristika stabilného systému 2. rádu s komplexne zdruºenými kore¬mi

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
8.5

s2 + 2s + 17
=

8.5

(s + 1)2 + 42

kde sú komplexne zdruºené korene
s1,2 = −1± 4j a po úprave na
²tvorce je

α = 1, β = 4, a Zs =
8.5

17
=

1

2

ktorého je prechodová funkcia

h(t) =
1

2

[
1− e−t

(
sin 4t

4
+ cos 4t

)]
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Prechodová charakteristika systému 2. rádu na hranici stability s komplexne zdruºenými

rýdzo-imaginárnimi kore¬mi

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
1

s2 + 4
=

1

(s + 0)2 + 22

kde sú rýdzo-imaginárne komplexne
zdruºené korene s1,2 = ±2j a po
úprave na ²tvorce je

α = 0, β = 2, a Zs =
1

4

ktorého je prechodová funkcia

h(t) =
1

4
(1− cos 2t)
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Prechodová funkcia a prechodová charakteristika
Doba prie´ahu, nábehu a prechodu prechodovej charakteristiky stabilného systému 2. rádu

Prechodová funkcia stabilného
systém 2. rádu má in�exný bod (IB),
pomocou ktorého je moºné ur£i´

Tu ako dobu prie´ahu,

Tn ako dobu nábehu,

Tp ako dobu prechodu.

Tn = Tp − Tu

Hodnoty Tu,Tn sú vyuºívané v
syntéze PID regulátorov.

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 15 / 32



Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Impulzná funkcia a impulzná charakteristika

Impulzná funkcia je odozva systému po privedení Diracovho impulzu δ(t)
na jeho vstup. Jej gra�ckým znázornením je impulzná charakteristika.

Diracov impulz u(t) = δ(t) =

{
∞ pre t = 0
0 pre t 6= 0

,

Ak je systém popísaný prenosom

F (s) =
Y (s)

U(s)
kde U(s) = L{δ(t)} = 1,

potom je obraz impulznej funkcie G (s) ur£ený ako

Y (s) = G (s)→ G (s) = F (s)U(s) = F (s) · 1
Impulzná funkcia g(t) je získaná spätnou Laplaceovou transformáciou ako

g(t) = L−1 {G (s)}
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Impulzná funkcia a impulzná charakteristika
Impulzná charakteristika stabilného systému 1. rádu

Uvaºujeme systém prvého rádu

F (s) =
3

s + 2
→ 1.5

0.5s + 1

Prechodová funkcia je

h(t) =
3

2

{
1− e−2t

}
Impulzná funkcia je

g(t) = 3e−2t
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Impulzná funkcia a impulzná charakteristika
Impulzná charakteristika stabilného systému 2. rádu s rôznymi reálnymi kore¬mi

Uvaºujeme systém druhého rádu

F (s) =
3

(s + 1)(s + 2)

Prechodová funkcia je

h(t) =
3

2

{
1− 2e−t + e−2t

}
Impulzná funkcia je

g(t) = 3e−t − 3e−2t
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika

Frekven£ný prenos vy²etrovaného systému je moºné získa´ privedením
harmonického signálu na jeho vstup. Typový signál je sínusový priebeh

u(t) = u0 sinωt resp. u(t) = u0e
jωt

Na výstupe je po ustálení taktieº sínusový signál, av²ak s inou amplitúdou,
rovnakou uhlovou frekvenciou a fázovým posunom vo£i vstupnému signálu

y(t) = y0 sin(ωt + ϕ) resp. y(t) = y0e
j(ωt+ϕ)
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika

Frekven£ný prenos G (jω) systému sa rovná podielu Fourierového obrazu
výstupného signálu a Fourierovho obrazu vstupného signálu pri nulových
po£iato£ných podmienkach.

F (jω) =
Y (jω)

U(jω)
=

y0e
j(ωt+ϕ)

u0e jωt
= |F (jω)|e jΦ(ω)

Frekven£ný prenos systému je moºné získa´ zo spojitého (Laplaceového)
prenosu substitúciou komplexnej premennej za jω ako

F (jω) = [F (s)]s=jω

Na základe spojitého prenosu je moºné zapísa´ frekven£ný prenos ako

F (jω) =
b(jω)

a(jω)
=

b0 + b1(jω) + · · ·+ bm(jω)m

a0 + a1(jω) + · · ·+ an(jω)n
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Karteziánsky tvar frekven£ného prenosu

Frekven£ný prenos je moºné prepísa´ do tvaru

F (jω) =
b0 − b2ω

2 + b4ω
4 − · · ·+ j(b1ω − b3ω

3 + . . . )

a0 − a2ω2 + a4ω4 − · · ·+ j(a1ω − a3ω3 + . . . )
=

c(ω) + jd(ω)

e(ω) + jf (ω)

Tento prenos je moºné ¤alej rozdeli´ na reálnu a imaginárnu £as´ ako

F (jω) =
c(ω)e(ω) + d(ω)f (ω)

e2(ω) + f 2(ω)
+ j

d(ω)e(ω)− c(ω)f (ω)

e2(ω) + f 2(ω)

Frekven£ný prenos

F (jω) = Re [F (jω)] + j Im [F (jω)] → F (jω) = P(ω) + jQ(ω)

je v tzv. karteziánskom tvare frekven£ného prenosu.

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 21 / 32



Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Polárny tvar frekven£ného prenosu

Pre kon²tantnú hodnotu ω budú
P(ω) a Q(ω) konkrétne £ísla. Ich
zobrazenie v komplexnej rovine je
moºné cez absolútnu hodnotu A(ω)
a uhol ϕ, pre ktorý platí

tg Φ(ω) =
P(ω)

Q(ω)
⇒ Φ(ω) = arctan

Q(ω)

P(ω)

Frekven£ný prenos

F (jω) = |F (jω)|e jΦ(ω) = A(ω)e jΦ(ω)

je v tzv. polárnom tvare

frekven£ného prenosu. |F (jω)| = A(ω) =
√
P2(ω) + Q2(ω)
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Typové frekven£né charakteristiky

Postup:
1 ur£enie F (s) z diferenciálnej

rovnice
2 dosadenie jω za s pre získanie

prenosu F (jω)
3 vyjadrenie F (jω) v polárnom

alebo karteziánskom tvare
4 vypo£ítame hodnoty typových

frekvencií: ω = 0, ω =∞,
ω = 10, ω = 100, ω = 1000 a
iné kladné hodnoty ω.

5 znázorníme body v komplexnej
rovine a prepojíme ich hladkou
£iarou so smerom

6 vypo£ítame priese£níky s osami

F (jω) = P(ω) + jQ(ω)

alebo

F (jω) = A(ω)e jΦ(ω)

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 23 / 32



Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Typové frekven£né charakteristiky

Prenosy a ich frekven£né
charakteristiky:

F1(s) = k

F2(s) =
k

Ts + 1

F3(s) =
k

(T1s + 1)(T2s + 1)

F4(s) =
k

(T1s + 1)(T2s + 1)(T3s + 1)

F5(s) =
k

s

F5(s) =
k

s(Ts + 1) Dôleºité limity:
lim
ω→0

F (jω), lim
ω→∞

F (jω)
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Frekven£ný prenos v kartézianskom tvare - príklad - RC obvod

Zadaný RC obvod

má Laplaceov prenos

F (s) =
1

Ts + 1
, kde T = R · C

Frekven£ný prenos je

F (jω) =
1

1 + jTω
,

po úprave na karteziánsky tvar

F (jω) = P(ω) + jQ(ω) =

=
1

1 + T 2ω2
− j

Tω

1 + T 2ω2

Následne môºeme postupne
dosadzova´ hodnoty ω z intervalu
〈0;∞) pre vykreslenie frekven£nej
Nyquistovej charakteristiky.
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Frekven£ný prenos v polárnom tvare - príklad - RC obvod

Frekven£ný prenos RC obvodu je v karteziánskom tvare

F (jω) =
1

1 + T 2ω2
− j

Tω

1 + T 2ω2
,

Absolútna hodnota

A(ω) =

√
1

(1 + T 2ω2)2
+

+T 2ω2

(1 + T 2ω2)2
=

1√
T 2ω2 + 1

a uhol ϕ

ϕ(ω) = tan−1

( −Tω
1+T 2ω2

1
1+T 2ω2

)
= − tan−1 (Tω)

Frekven£ný prenos RC obvodu v polárnom tvare je

F (jω) =
1√

T 2ω2 + 1
e−j tan

−1(Tω)
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Nyquistová frekven£ná charakteristika - príklad - RC obvod

Ukáºka Nyquistovej frekven£nej charakteristiky pre RC obvod získanej z
karteziánského tvaru prenosu kde R = 200Ω, C = 4.7µF

lim
ω→0

F (jω) = P(0) + jQ(0) = 1 + 0j

lim
ω→∞

F (jω) = P(∞)+jQ(∞) = 0+0j

ω P(ω) Q(ω)

0 1 0
50 0.9978 -0.0469

100 0.9912 -0.0932
200 0.9659 -0.1816
500 0.8191 -0.3850

1000 0.5309 -0.4990
2000 0.2205 -0.4146
5000 0.0433 -0.2036
∞ 0 0
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Frekven£ný prenos a frekven£ná charakteristika
Nyquistová frekven£ná charakteristika - príklad - RC obvod

Ukáºka Nyquistovej frekven£nej charakteristiky pre RC obvod získanej z
polárneho tvaru prenosu kde R = 200Ω, C = 4.7µF

lim
ω→0

F (jω) = A(0)e jΦ(0) = 1 · e j0

lim
ω→∞

F (jω) = A(ω)e jΦ(ω) = 0 · e−j
π
2

ω A(ω) ϕ(ω)[deg ]

0 1.0000 0
50 0.9989 -2.69

100 0.9956 -5.37
200 0.9828 -10.65
500 0.9050 -25.17

1000 0.7286 -43.23
2000 0.4696 -62.00
5000 0.2081 -77.99
∞ 0 -90.00
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Frekven£ná charakteristika v logaritmických súradniciach

Frekven£né charakteristiky je vhodné znázor¬ova´ v logaritmických
súradniciach. Po zlogarizmizovaní frekven£ného prenosu v polárnom tvare

F (jω) = |F (jω)|e jΦ(ω) = A(ω)e jΦ(ω)

dostaneme výraz
lnF (jω) = lnA(ω) + jΦ(ω)

Pre hodnoty ω z intervalu 〈0;∞)

Re[lnF (jω)] = lnA(ω) a Im[lnF (jω)] = Φ(ω)

dostávame Nicholsov diagram, av²ak prenos lnF (jω) je vhodné zobrazi´
dvoma charakteristikami:

logaritmickou amplitúdovou charakteristikou,

fázovou charakteristikou,
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Vy²etrenie dynamických vlastností vybraných lineárnych

dynamických systémov v £asovej a frekven£nej oblasti
Frekven£ná charakteristika v logaritmických súradniciach

Ak dva frekvencie sa navzájom lí²ia
desa´násobne, potom

log
ω2

ω1
= 10

£o znamená, ºe sa navzájom lí²ia o
jednu dekádu. Dva výkony sa od
seba lí²ia o jeden decibel [dB], ak

10 log
N2

N1
= 1

Pre kvadráty U1,U2 platí

10 log
U2
2

U2
1

= 20 log
U2

U1
= 1

Amplitúda frekven£nej
charakteristiky je vyná²aná v
20 log[A(ω)] v decibeloch
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Frekven£ná charakteristika v logaritmických súradniciach
Postup pri kon²trukcií pribliºných frekven£ných charakteristík v logaritmických

súradniciach

1 Upravíme frekven£ný prenos F (jω) na tvar kore¬ových £inite©ov,

2 urobíme výpo£et 20 · log F (jω), zostavíme jednotlivé £asti od
najmen²ej po najvä£²iu £asovú kon²tantu,

3 z £asových kon²tánt Tk ur£íme body zlomu ako ωk = 1
Tk

a zoradíme
ich ako od najmen²ej po najvä£²iu,

4 aproximujeme celý prenos F (jω) v jednotlivých intervaloch a
zakres©ujeme logaritmickú frekven£nú charakteristiku na základe uº
uvedených typových tvarov,
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Frekven£ná charakteristika v logaritmických súradniciach
Postup pri kon²trukcií pribliºných frekven£ných charakteristík v logaritmických

súradniciach

5 Za£neme od najniº²ích frekvencií:
1 Ak prenos nemá pól v po£iatku, za£ína amplitúdová charakteristika

asymptotou so sklonom 0 dB/dek, posunutá o 20 · logK , kde K je
zosilnenie,

2 Pri jednonásobnom póle v po£iatku má prvá asymptota sklon
−20dB/dek , pre ω = 1 prechádza bodom 20 · logK a pretína os 0dB
pri ω = K .

6 Prvá asymtota prebieha od najniº²ích kmito£tov ω → 0 aº do kmito£tu
zlomu ω1, ktorý odpovedá prvému £lenu (1 + jωT1). Nová asymptota
má sklon o +20 dB/dek alebo -20 dB/dek vä£²í ako predo²lá
asymptota pod©a toho £i je to £len £itate©a alebo menovate©a, at¤.

7 Ak prenos má kvadratický £len, mení sa sklom o ±40 dB/dek
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