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Regulátory - dynamické vlastnosti

e(t) - regula£ná odchýlka - vstup do regulátora

u(t) - ak£ný zásah - výstup z regulátora

E(s) - LO regula£nej odchýlky

U(s) - LO ak£ného zásahu
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Regulátor môºe regula£nú odchýlku e(t) zosil¬ova´, integrova´ a derivova´.

P regulátor
ak£ná veli£ina je priamo úmerná regula£nej odchýlke e(t):

u(t) = r0e(t) (1)

r0 - proporcionálne zosilnenie

Prenosová funkcia P regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 (2)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie pre P regulátor:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 ⇒ U(s) = r0E (s) (3)

2. vyjadríme výstup P regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na
vstupný signál e(t) = 1(t):

U(s) = r0E (s) = r0/s (4)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) = r0 (5)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika P regulátora:
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Regulátory - dynamické vlastnosti

I regulátor
ak£ná veli£ina u(t) je priamo úmerná integrálu regula£nej odchýlky e(t):

u(t) = r−1

∫
e(t)dt (6)

r−1 - integra£né zosilnenie

Prenosová funkcia I regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
=

r−1
s

(7)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie pre I regulátor:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
=

r−1
s
⇒ U(s) =

r−1
s

E (s) (8)

2. vyjadríme výstup I regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na vstupný
signál e(t) = 1(t):

U(s) =
r−1
s

E (s) =
r−1
s2

(9)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) = r−1t (10)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika I regulátora:

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 8 / 37



Regulátory - dynamické vlastnosti

D regulátor
ak£ná veli£ina u(t) je priamo úmerná derivácii regula£nej odchýlky e(t):

u(t) = r1
de(t)

dt
(11)

r1 - deriva£né zosilnenie

Prenosová funkcia D regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r1s (12)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie D regulátora:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r1s ⇒ U(s) = r1sE (s) (13)

2. vyjadríme výstup D regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na
vstupný signál e(t) = 1(t):

U(s) = r1sE (s) = r1 (14)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) ≡ δ(t) (15)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika D regulátora:
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Následnou kombináciou základných typov regulátorov vzniknú ¤al²ie typy
regulátorov:

PI regulátor
Ak£ná veli£ina u(t) je priamo úmerná regula£nej odchýlke e(t) a integrálu
regula£nej odchýlky e(t):

u(t) = r0e(t) + r−1

∫
e(t)dt (16)

Prenosová funkcia PI regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 +

r−1
s

(17)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie PI regulátora:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 +

r−1
s
⇒ U(s) = (r0 +

r−1
s

s)E (s) (18)

2. vyjadríme výstup PI regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na
vstupný signál e(t) = 1(t):

U(s) = (r0 +
r−1
s

)E (s) = r0/s +
r−1
s2

(19)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) = r0 + r−1t (20)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika PI regulátora:
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Regulátory - dynamické vlastnosti

PD regulátor
Ak£ná veli£ina u(t) je priamo úmerná regula£nej odchýlke e(t) a derivácii
regula£nej odchýlky e(t):

u(t) = r0e(t) + r1
de(t)

dt
(21)

Prenosová funkcia PD regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 + r1s (22)

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 15 / 37



Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie PD regulátora:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 + r1s ⇒ U(s) = (r0 + r1s)E (s) (23)

2. vyjadríme výstup PD regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na
vstupný signál e(t) = 1(t):

U(s) = (r0 + r1s)E (s) = r0/s + r1 (24)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) ≡ r0 + δ(t) (25)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika PD regulátora:
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Regulátory - dynamické vlastnosti

PID regulátor
Regulátor PID je vzh©adom k predchádzajúcim typom regulátorov
v²eobecný typ regulátora. Zákon riadenia v zloºkovom tvare:

u(t) = r0e(t) + r−1

∫
e(t)dt + r1

de(t)

dt
(26)

Prenosová funkcia PID regulátora FR(s) má tvar:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 +

r−1
s

+ r1s (27)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Postup pre získanie prechodovej funkcie PID regulátora:
1. ur£íme prenosovú funkciu:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= r0 +

r−1
s

+ r1s ⇒ U(s) = (r0 +
r−1
s

+ r1s)E (s) (28)

2. vyjadríme výstup PID regulátora - ak£ný zásah up(t) ako odozvu na
vstupný signál e(t) = 1(t):

U(s) = (r0 +
r−1
s

+ r1s)E (s) = r0/s +
r−1
s2

+ r1 (29)

3. prechod z LO do £asovej oblasti:

up(t) = r0 + r−1t + δ(t) (30)
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prechodová charakteristika PID regulátora:
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Prenosovú funkciu PID regulátora (27) môºeme uvies´ aj s vyuºitím
£asových kon²tánt TD a Ti :

FR(s) = r0 +
r−1
s

+ r1s = r0(1+
1
r0
r−1

s
+

r1
r0
s) = r0(1+

1
Ti s

+ TDs) (31)

r0[−] - zosilnenie regulátora, r0 = K

Ti [s] - integra£ná £asová kon²tanta, Ti =
r0
r−1

TD [s] - deriva£ná £asová kon²tanta, TD = r1
r0

r0 - proporcionálne zosilnenie

r−1 - integra£né zosilnenie

r1 - deriva£né zosilnenie
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Regulátory - dynamické vlastnosti

Fyzikálny význam Ti a TD :

Ti - integra£ná £asová kon²tanta predstavuje £as, ktorý by potreboval
I-regulátor, aby prestavil ak£ný zásah u(t) do polohy, ktorú dosiahne
PI-regulátor v £ase t = 0 vplyvom svojej proporcionálnej zloºky
TD - deriva£ná £asová kon²tanta je £as, ktorý by potreboval P-regulátor,
aby prestavil ak£ný zásah u(t) do polohy, ktorý dosiahne PD-regulátor v
£ase t = 0 vplyvom svojej deriva£nej zloºky

Namiesto zosilnenia r0 sa pouºíva aj termín pásmo proporcionalitypp:
udáva o ko©ko percent z celého rozsahu sa musí zmeni´ vstupný signál
regulátora e(t), aby sa výstup u(t) zmenil v celom rozsahu:

pp =
1
r0
∗ 100% (32)
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Presnos´ regulácie

Presnos´ regulácie- presnos´ regulácie v ustálenom reºime regula£ného
obvodu: t →∞

Rie²ime dve úlohy v uzavretom regula£nom obvode:

eliminácia poruchovej veli£iny z(t)

zabezpe£i´, aby výstup URO y(t) sledoval zmeny riadiacej veli£iny
w(t)
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Presnos´ regulácie

Poºiadavky na presnos´ regulácie:

pri zmene poruchovej veli£iny z(t) sa regulovaná veli£ina y(t) opä´
ustáli na pôvodnej hodnote y(∞) = y(0) a regula£ná odchýlka by
mala by´:

ez(∞) = 0 (33)

pri zmene riadiacej veli£iny w(t) sa regulovaná veli£ina y(t) po
ukon£ení prechodového deja zmení na hodnotu riadiacej veli£iny
y(∞) = w(t) a regula£ná odchýlka by mala by´:

ew (∞) = 0 (34)
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Presnos´ regulácie

Av²ak môºe nasta´ prípad, ºe pri pôsobení poruchy z(t) nebude ma´
regulovaná veli£ina y(t) pôvodnú hodnotu. Podobne, po zmene riadiacej
veli£iny w(t) sa regulovaná veli£ina y(t) pod©a nej nenastaví ani v £ase
t →∞. Opísaný jav v oboch prípadoch nazývame trvalá regula£ná
odchýlka.

Zmeny poruchovej z(t) alebo riadiacej veli£iny w(t) sú v praxi úplne beºné,
av²ak je ´aºké ich konkretizova´. Preto zavedieme normovaný testovací
vstupný signál:

Jednotkový skok riadiacej/poruchovej veli£iny:

w(t) = 1, z(t) = 1, t ≥ 0 (35)
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Presnos´ regulácie

Pri odvodení vz´ahov pre trvalé regula£né odchýlky ew (∞) a ez(∞)
budeme vychádza´ z de�nície regula£nej odchýlky:

E (s) = W (s)− Y (s) = W (s)− FP(s)[U(s) + Z (s)] =

= W (s)− FP(s)FR(s)E (s)− FP(s)Z (s)

[1+ FP(s)FR(s)]E (s) = W (s)− FP(s)Z (s)

(36)

a teda

E (s) =
1

1+ FP(s)FR(s)︸ ︷︷ ︸
FE/W (s)

W (s)− FP(s)

1+ FP(s)FR(s)︸ ︷︷ ︸
FE/Z (s)

Z (s) (37)

Ew (s) = FE/W (s)W (s), Ez(s) = FE/Z (s)Z (s) (38)
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Presnos´ regulácie
Trvalá regula£ná odchýlka

Následne pouºitím vety o kone£nej hodnote funkcie v LT dostaneme:

e(∞) = lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE (s) =

= lim
s→0

s
1

1+ FP(s)FR(s)
W (s)− lim

s→0
s

FP(s)

1+ FP(s)FR(s)
Z (s) =

= ew (∞)− ez(∞)

(39)

Trvalá regula£ná odchýlka spôsobená skokovými zmenami poruchovej z(t)
a riadiacej veli£iny w(t) sa skladá z dvoch zloºiek: trvalej regula£nej
odchýlky spôsobenej poruchovou ez(∞) a riadiacou veli£inou ew (∞)

ew (∞) = lim
s→0

sEw (s) = lim
s→0

s
1

1+ FP(s)FR(s)
W (s) (40)

ez(∞) = lim
s→0

sEz(s) = lim
s→0

s
FP(s)

1+ FP(s)FR(s)
Z (s) (41)
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Presnos´ regulácie
Trvalá regula£ná odchýlka - príklad

Úloha:
Ur£te zosilnenie r0 PD regulátora tak, aby v regula£nom obvode na
uvedenom obrázku nebola trvalá regula£ná odchýlka pri zmene riadiacej
veli£iny alebo pri pôsobení poruchy vä£²ia ako 5%.

Rie²enie:
Prenos otvoreného regula£ného obvodu FO(s) je:

FO(s) =
2r0(1+ 0.4s)

(1+ 0.1s)(1+ 0.6s)
=

0.8r0s + 2r0
0.06s2 + 0.7s + 1

(42)
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Presnos´ regulácie
Trvalá regula£ná odchýlka - príklad

CHR otvoreného regula£ného obvodu:

0.06s2 + (0.8r0 + 0.7)s + 2r0 + 1 = 0 (43)

Následne vypo£ítame trvalú regula£nú odchýlku spôsobenú zmenou
riadiacej w(t) a poruchovej veli£iny z(t):

ew (∞) = lim
s→0

s
1

1+ FP(s)FR(s)
W (s) = lim

s→0

1

1+ 2r0(1+0.4s)
(1+0.1s)(1+0.6s)

=
1

1+ 2r0

ez(∞) = lim
s→0

s
FP(s)

1+ FP(s)FR(s)
W (s) = lim

s→0

2
(1+0.1s)(1+0.6s)

1+ 2r0(1+0.4s)
(1+0.1s)(1+0.6s)

=
2

1+ 2r0

Aby bola ew (∞) < 5%, musí plati´: 1
1+2r0

< 0.05⇒ r0 > 9.5

Aby bola ez(∞) < 5%, musí plati´: 2
1+2r0

< 0.05⇒ r0 > 19.5
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Presnos´ regulácie
Trvalá regula£ná odchýlka - príklad

Ak chceme aby bola trvalá regula£ná odchýlka rovná nule, musíme pouºi´
regulátor s integra£nou zloºkou, teda pouºijeme PID regulátor s
integra£ným zosilnením Ti = 3s a proporcionálnym zosilnením r0 = 10:

FR(s) = 10(1+
1
3s

+ 0.4s) (44)

Trvalá regula£ná odchýlka na zmenu ºiadanej veli£iny

ew (∞) = lim
s→0

s
1

1+ 10(1+ 1
3s + 0.4s) 2

(1+0.1s)(1+0.6s)

1
s
=

= lim
s→0

3s(1+ 0.1s)(1+ 0.6s)
3s(1+ 0.1s)(1+ 0.6s) + 20(3s + 1+ 1.2s2)

= 0

(45)
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Vyjadrenie prenosov v uzavretom regula£nom obvode s

vyuºitím podielu polynómov

Riadený systém FP(s) a regulátor FR(s) môºeme vyjadri´ ako podiel
polynómov:

FP(s) =
B(s)

A(s)
, FR(s) =

P(s)

Q(s)
(46)

Z predná²ky 5 vieme, ºe LO regulovanej veli£iny Y (s) v uzavretom
regula£nom obvode má tvar:

Y (s) =
FR(s)FP(s)

1+ FR(s)FP(s)
W (s) +

FP(s)

1+ FR(s)FP(s)
Z (s) (47)

a po dosadení príslu²ných prenosov systému FP(s) a regulátora FR(s) v
polynomiálnom tvare dostaneme:

Y (s) =

P(s)
Q(s)

B(s)
A(s)

1+ P(s)
Q(s)

B(s)
A(s)

W (s) +

B(s)
A(s)

1+ P(s)
Q(s)

B(s)
A(s)

Z (s) (48)
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Vyjadrenie prenosov v uzavretom regula£nom obvode s

vyuºitím podielu polynómov

Po úpravách dostaneme LO regulovanej veli£iny systému Y (s) v
polynomiálnom tvare:

Y (s) =
B(s)P(s)

A(s)Q(s) + B(s)P(s)
W (s) +

B(s)Q(s)

A(s)Q(s) + B(s)P(s)
Z (s) (49)

polynóm v menovateli: A(s)Q(s) + B(s)P(s) = 1+ F0(s) nazývame
charakteristický polynóm uzavretého regula£ného obvodu.
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Regulátory - dynamické vlastnosti: ilustratívny príklad

Úloha:
Ur£te Nyquistovu a Bodeho charakteristiky pre PI regulátor.

Rie²enie:
Prenos PI regulátora je zadaný v interaktívnom tvare:

FR(s) =
U(s)

E (s)
= K (1+

1
Ti s

) (50)

Úpravou LO prenosu regulátora do frekven£nej oblasti dostaneme:

FR(jω) = K (1+
1

Ti jω
) = K − j

K

Tiω
(51)
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Regulátory - dynamické vlastnosti: ilustratívny príklad

Nyquistova frekven£ná charakteristika

Na základe prenosu regulátora vo frekven£nej oblasti môºeme priamo ur£i´
Nyquistovu charakteristiku:

lim
ω→0

Im{FR(jω)} = lim
ω→0

(−j) K

Tiω
= −∞

lim
ω→∞

Im{FR(jω)} = lim
ω→∞

(−j) K

Tiω
= 0

ω Re Im

0 K −∞
∞ K 0
1/Ti K -K
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Regulátory - dynamické vlastnosti: ilustratívny príklad

Bode-ho frekven£né charakteristiky

Následnou úpravou frekven£ného prenosu PI regulátora vypo£ítame
amplitúdu a fázu frekven£ného prenosu FR(jω):

|FR(jω)| =

√
K 2 +

K 2

T 2
i ω

2
= K

√
1

(Tiω)2
+ 1 (52)

Φ = tan−1
Im{FR(jω)}
Re{FR(jω)}

= tan−1(− 1
Tiω

) (53)
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Regulátory - dynamické vlastnosti: ilustratívny príklad

Vy²etrenie ²peciálnych prípadov Bode-ho charakteristiky:

20 log |FR(jω)| = 20 logK

√
1

(Tiω)2
+ 1 = 20 logK

√
(
ω0

ω
)2 + 1 (54)

pri£om ω0 = 1/Ti

1. prípad: ω >> ω0:

20 log |FR(jω)| = 20 logK

Φ = 0◦
(55)

2. prípad: ω << ω0:

20 log |FR(jω)| = 20 logK − 20 logω + 20 logω0

Φ = −π/2 = −90◦
(56)
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Regulátory - dynamické vlastnosti: ilustratívny príklad

Bode-ho amplitúdová a fázová frekven£ná charakteristika PI regulátora:
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