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Frekvencné kritéria stability: Michajlovo kritérium

Linearny dynamicky systém reprezentovany fyzikalnym systémom (f(t) = u(t))
alebo linearnym regulacnym obvodom (f(t) = z(t), f(t) = w(t)), ktory je
vyjadreny LDR:
2y () + ...+ a1y () + aoy(t) = £(t) (1)
s charakteristickou rovnicou:
aps"+...+a1s+a =0 (2)
je stabilny, ak po substiticii s = jw do charakteristického polynému
H(s) =1+ Fo(s):
H(jw) = an(jw)" + ... + a1(jw) + a0 (3)
spina dve podmienky:
@ pre w = 0 lezi koncovy bod vektora H(jw) na kladnej polovici realnej osi

@ pri zmene uhlovej frekvencie w € (0, 00) sa vektor H(jw) otoci o uhol n7,
teda plati:

A arg H(jw) = nt (4)
O<w<oo 2
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Frekvencné kritéria stability: Michajlovo kritérium

Uvazujme CHR n-tého stupia s konst. redlnymi koeficientami:
aps"+...+as+a =0 (5)
Z ktorej vytvorime charakteristicky polyném:
H(s) =aps"+ ...+ a1s+ ap (6)

Dosad'me do charakteristického polynému H(s) za s = jw:

H(jw) = ap(jw)" + ...+ a1(jw) + a0 (7)
H(jw) = U(w) +jV () (8)
U(w) = ap — aw? + agw* — . ..

5 (9)

V(w) = W — azw’ + agw® — ...
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Frekvencné kritéria stability: Michajlovo kritérium

Ak ma rovnica H(s) = 0 r korefiov v pravej komplexnej polrovine a dal3ich
(n-r) korenov v lavej komplexnej polrovine vieme vyjadrit zmenu
argumentu vektora H(jw):

A arg HGw)=(n—rr—rr=(n-2n7 (10)

—oo<w< oo

Ak st vsetky korene rovnice H(s) = 0 v l'avej Easti komplexnej roviny, teda
r =0 plati:

A arg  H(jw)=nm (11)

—oo<w< oo

Pri uvazovani zmeny argumentu w € (0, c0) dostdvame:

A arg H(jw) = nt (12)
0<w<oo 2
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Frekvencné kritéria stability - Michajlovo kritérium

Michajlovo kritérium:
linearny regulacny obvod n-tého radu je stabilny, ak sa pri zmene
w € (0, 00) otoci vektor H(jw) v kladnom zmysle o uhol n7

Geometrické miesto bodov vektora H(jw) pri zmene w € (0, 00) sa nazyva
Michajlov hodograf vektora H(jw)

Kritérium stability je mozné sformulovat:

linedrny regulacny obvod je stabilny, ak Michajlov hodograf H(jw) pre
w € (0,00) zacina na realnej osi a prejde postupne v kladnom zmysle n
kvadrantov roviny komplexnych Cisel, t. j. striedavo pretina realnu a
imaginarnu os.
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Frekvencné kritéria stability - Michajlovo kritérium
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Vysetrenie stability podla Michajlovho kritéria: Priklad 1

Priklad:
Podl'a Michajlovho kritéria vy3etrite stabilitu linearneho regulaéného
obvodu, ak ma jeho CHR tvar:

0.04s3 + 0552 +25+10=0

Riesenie:
1. Charakteristicky polyném linearneho regulaéného obvodu ma tvar:

H(s) = 0.04s® 4+ 0.5s% + 25 + 10 (13)

2. Dosadenim do charakteristického polynému H(s) za s = jw dostaneme
hodograf H(jw) uvedeného linearneho regulacného obvodu:

U(w) = ag — apw? =10 — 0.5w?

H(jw) = Ulw) +jV(w) {V(w) = aw — a3’ = w(2—0.04w?)
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Vysetrenie stability podla Michajlovho kritéria: Priklad 1

3. Nasledne ur¢ime hodnoty w, v ktorych budi prieseéniky s redlnou a
imaginarnou osou.

Priesecniky s realnou osou: Im[H(jw)] = V(w) =0

Imaginarnu zlozku V/(w) = w(2 — 0.04w?) hodografu H(jw) polozime
rovn( nule:

w1 =0

ImH(jw)] = V(w) =0 {2 —0.0402 = 0 = wy = 7.07

a vypocitané hodnoty w dosadime do realnej zlozky U(w) = 10 — 0.5w?
hodografu H(jw):

e U(w1) = 10, prvy priesecnik s Re[H(jw)]:
@ U(w2) = —15, druhy priesecnik s Re[H(jw)]:
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Vysetrenie stability podla Michajlovho kritéria: Priklad 1

Priesecniky s imaginarnou osou: Re[H(jw)] = U(w) =0
Realnu zlozku U(w) = 10 — 0.5w? hodografu H(jw) polozime rovna nule:

Re[H(jw)] = U(w) =0 = w3 = 4.47

a vypocitand hodnotu w dosadime do imaginarnej zlozky
V(w) = w(2 — 0.04w?) hodografu H(jw):

V(ws) = 5.364

Zaver:
PretoZe vektor vedeny z pociatku ku krivke opise uhol v kladnom zmysle a
prechadza tolkymi kvadrantmi akého radu je systém obvod je stabilny.
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Vysetrenie stability podla Michajlovho kritéria: Priklad 1

Michajlov's criterium
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Priklad 2: vysetrenie stability URO a vypocet kritického

parametra P-regulatora vyuzitim Michajlovho kritéria

Priklad:
Je dany regulagny obvod podla obrazku:

B 05 Y(s)
JQ’ Fols)= 055+ 101571 >

Z(s) R
U(s)
Ulohy:

@ vysetrite stabilitu tohto regulacného obvodu pomocou Michajlovho
kritéria

Fo(s)=30 (=

@ urcte kritické zosilnenie P-regulatora
Riesenie:
1) regulaény obvod je nestabilny
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Priklad 2: vysetrenie stability URO a vypocet kritického

parametra P-regulatora vyuzitim Michajlovho kritéria

2) vypocet kritického zosilnenia P-regulatora ry:
1. vyjadrime prenos uzavretého regulacného obvodu Fy,z(s):

Y(s) Fp(s) 0.5
Fy,z(s) = = = 14
v/z(s) Z(s) 1+ Fp(s)Fr(s)  0.05s% +0.6s°> + s+ 0.5 )
Fo(s) H(s)
2. charakteristicky polyném systému ma tvar:
H(s) = 0.05s% + 0.652 + s + 0.5r
3. substitaciou s = jw do H(s) dostaneme hodograf H(jw):
. . ) Uw) = —0.6w?+0.5r
H(jw) = —0,05jw® — 0.6w? + jw + 0.5r
Ue) / / “TVw) =-0.053 +w

(TUKE)

Zaklady automatického riadenia

ZS 2015/2016

12 /25



Priklad 2: vysetrenie stability URO a vypocet kritického

parametra P-regulatora vyuzitim Michajlovho kritéria

4. Linearny regulacny obvod je na hranici stability, ak jeho realna
Re[H(jw)] a imaginarna Im[H(jw)] zlozka prechadza bodom [0, 0] a teda
musi platit U(w) =0A V(w) =0

polozenim imaginarnej Casti V(w) hodografu H(jw) nule dostaneme
hodnoty kritickej frekvencie wkrg:

V(w) =0 = wkRr, w1 =0, wkr=24.47

nasledne vyjadrime ry z realnej zlozky U(w) = 0 hodografu H(jw) a do
vyjadreného vztahu pre rgxr dosadime vypocitani hodnotu frekvencie wkg:

O.6wf<R _

24
0.5

U(wW)w=wir = 0 = rokr, rOKR =
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Nyquistovo kritérium: sformuloval Nyquist v roku 1932

@ na vySetrenie stability uzavretého regulaéného obvodu staéi poznat
frekvenén( charakteristiku otvoreného regulagného obvodu, ktora
moZeme ziskat analyticky alebo experimentalne

@ CHR URO ziskame z CHP: H(s) =1+ Fo(s), ak 1 + Fo(s) =0,

)

kde Fo(s) = % je prenos otvoreného regulaéného obvodu

N(s) - CHP otvoreného regulaéného obvodu
M(s), N(s) - mnohoé€leny: N(s) - stupha n, M(s) - stupha m
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Budeme uvaZovat dva pripady:
@ obvod v otvorenom stave je stabilny

@ obvod v otvorenom stave je nestabilny

1) Obvod v otvorenom stave je stabilny

Ak je systém v otvorenom stave stabilny, potom rovnako ako pri
Michajlovovom kritériu plati:

A arg N(jw) = n= (15)
O<w<oo 2
Ak méa byt URO stabilny musi platit:
A arg [N(jw) + M(jw)] = n7 (16)

O<w<oo
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Na zaklade vztahov pre stabilitu otvoreného a uzavretého regulaéného
obvodu mézeme odvodit prirastok argumentu charakteristického
mnohoc¢lena 1 + Fy(jw):

A arg [1+ F(w)]=A arg M _

O<w<oo O<w<oo (./W) (17)
=A arg [N(jw)+ M(w)]—A arg N(jw) = n— —nl =0
0<w<oo 0<w<oo 2

URO je stabilny, ak je zmena argumentu komplexného vyrazu (1 + Fy(jw))
pre w € (0,00) rovna nule.
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Vyraz (1 + Fo(jw)) mozno geometricky znazornit ako vektor, ktorého
zaciatok lezi v bode [—1, 0] a koncovy bod lezi na frekvenénej
charakteristike otvoreného regulaéného obvodu.

Ak je ORO stabilny, ¢ize plati A arg H(jw) = n%, potom musi bod
0<w<oo
[—1, 0] lezat mimo frekvenZnej charakteristiky otvoreného regulagného

obvodu.

Ak je podmienka pre stabilitu ORO splnena, je stabilny aj URO.
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Nyquistov diagram otvoreného regulaéného obvodu

Nyquist Diagram
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

2) Linearny regulacny obvod v otvorenom stave je nestabilny
nech je obvod v otvorenom stave nestabilny a jeho CHR ma r korefiov v
pravej Casti komplexnej roviny:

A arg N(jw):(n—2r)g (18)

O<w<oo

Ak méa byt URO stabilny musi platit:

A arg [N(jw)+ M(jw)] = ng (19)

O<w<oo
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

2) Linearny regulacny obvod v otvorenom stave je nestabilny
Na zdklade vztahov pre stabilitu otvoreného a uzavretého regulaéného
obvodu mézeme odvodit prirastok argumentu charakteristického
mnohoélena (1 + Fo(jw)):

A arg [1+ FR(jw)]=A arg N(w) + M(jw) _

O<w<oco O<w<oco N(J )
— A arg [N(jw)+ M(jw)] = A arg N(jw) = n> — (n—2r)= = Zox
0<w< oo 0<w<oo 2 2 2

(20)

URO je stabilny, ak frekvenéna charakteristika otvoreného obvodu Fy(jw)
obehne 5 krat bod (-1, jw) v kladnom smere.
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Pri vySetrovni podmienok stability sme ur€ili, ze ak ma byt URO stabilny,
musia korene CHR (1 + Fy(s) = 0) lezat vlavo od imaginéarnej osi

komplexnej roviny s.

Im[H(w)] A

Im[H(jw)]

OBRAZ KORENOV

(TUKE)
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Frekvencné kritéria stability: Nyquistovo kritérium

Pre korene si, sy, ..., s, je splnend CHR Fy(s) = —1: v3etky korene z
roviny s sa zobrazia do bodu (—1,0j)) v rovine Fo.

Imaginarna os je mnozina bodov, pre ktord plati s = jw, kde w € (—o00, 00)
Pre postdenie stability berieme do avahy w € (0, 00). Teda mame vysetrit
v rovine Fg krivku, odpovedajicu vztahu:

Fo(jw) = Fr(jw)Fp(jw) (21)
pre w € (0,00). Tento vztah definuje frekvencni charakteristiku ORO.

Imaginarna os z roviny s sa zobrazi v rovine Fy ako frekvencna
charakteristika rozpojeného obvodu: Cize obraz korenov, t.j. kriticky bod,
musi lezat vlavo od obrazu imaginarnej osi, teda od frekvenéne;j
charakteristiky ORO, ak ma byt obvod stabilny.
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Priklad 3: vysetrenie stability URO podla Nyquistovho

kritéria

Priklad:

Podl'a Nyquistovho kritéria vySetrite stabilitu linedrneho regulacného
obvodu zadaného na obrazku ak w(t) = 1(¢t):

1 Y(s)
4@’ F"(S):(s+1)(105+1)

Z(s) +
U(S) L
FR(S)_% i W(S)

Riesenie:
1. UrCime prenos otvoreného regulaéného obvodu Fy(s):

1

Fo(s) = Fp(s)Fr(s) = s(s+1)(10s +1)
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Priklad 3: vysetrenie stability URO podla Nyquistovho

kritéria

2. Korene menovatela s(s+1)(10s + 1) si s =0, = —1,s3 = —0.1.
Ziadny z nich nelezi v pravej Casti komplexnej roviny, preto mdzeme pouzit
Nyquistovo kritérium na vySetrenie stability.

3. Vyjadrime frekvencny prenos Fo(jw) otvoreného regulainého obvodu:

Foljw) = —11 L 10w? — 1
oy 2 (12102 + (1002 — 1)2)

-~ 121w? + (10w? — 1)

a pre rozne hodnoty w vypocitame hodnoty Re[Fo(jw)] a Im[Fo(jw)] ako aj
prieseCnik s redlnou osou: Im[Fy(jw)] = 0 = wkr — Re[Fo(w)w=wxx]

(@ [ Re | m| |w [| Re | Im]
02 [[-212]-0.58 0.6 | -0.22 [ 0.08
0.316 || -0.91 0 1 |[-0.05 | 0.08
05 |/ -0.34| 0.09 2 | -0.005 | 0.01
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Priklad 3: vysetrenie stability URO podla Nyquistovho

kritéria

Nyquist Diagram
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