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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia

1. Pre praktickú pouºite©nos´ regula£ného obvodu je nevyhnutnou
podmienkou jeho STABILITA.

2. Kvalita lineárneho regula£ného obvodu:

regulovaná veli£ina y(t) má sledova´ zmeny riadiacej veli£iny
w(t) → FY /W (s)

potlá£anie vplyvu poruchy z(t) na regulovanú veli£inu y(t) → FY /Z (s)
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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia
Kvalita riadenia v ustálenych stavoch

Kvalita riadenia URO v ustálenom stave charakterizuje trvalá regula£ná
odchýlka e(∞):

e(∞) = lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE (s) (1)

vi¤ predná²ka 6:

e(∞) = lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE (s) =

= lim
s→0

s
1

1+ FP(s)FR(s)
W (s)− lim

s→0
s

FP(s)

1+ FP(s)FR(s)
Z (s) =

= ew (∞)− ez(∞)

(2)
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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia
Kvalita riadenia v prechodových dejoch

Pri vyhodnocovaní kvality riadenia v prechodovom deji lineárneho
dynamického systému vychádzame z odozvy uzavretého regula£ného
obvodu na jednotkový skok riadiacej veli£iny w(t) = 1(t).

Ako príklad uvaºujme kmitavý typ prechodovej charakteristiky lineárneho
spojitého regula£ného obvodu. K ustáleniu prechodového deja dôjde aº po
nekone£nom £ase. Priebeh riadenej veli£iny y(t) budeme povaºova´ za
ustálený, ak sa dostane do ur£itého pásma necitlivosti okolo svojej
skuto£nej ustálenej hodnotu y(∞) a uº z daného pásma nevybo£í.
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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia
Kvalita riadenia v prechodových dejoch

Treg - £as regulácie
δmax - maximálne preregulovanie

δ - pásmo necitlivosti
y(∞) - ustálená hodnota riadenej
veli£iny
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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia
Kvalita riadenia v prechodových dejoch

�as regulácie Treg

£asový interval vymedzený okamihom jednotkového skoku riadiacej veli£iny
w(t) a okamihom, kedy riadená veli£ina y(t) poslednýkrát vchádza do
pásma necitlivosti ±δ (spravidla maximálne 5%) okolo y(∞)

£ím je £as regulácie krat²í, tým je kvalita regulácie lep²ia (vo©ba typu
regulátora, jeho ²truktúry a parametrov)

�as nábehu Tn

£as, ktorý uplynie pri nábehu prechodovej charakteristiky od 10% do 90%
jej ustálenej hodnoty
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Lineárne spojité systémy riadenia, kvalita riadenia
Kvalita riadenia v prechodových dejoch

Maximálne preregulovanie δmax

rozdiel maximálnej hodnoty prechodovej charakteristiky a jej ustálenej
hodnoty

δmax = ymax − y(∞) (3)

Oby£ajne ho vyjadrujeme v percentách:

δmax =
ymax − y(∞)

y(∞)
100% (4)

V praxi sa £asto povo©uje 5% aº 50% maximálne preregulovanie
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Vybrané ²truktúry regulátora k danej regulovanej sústave

Typ regulátora:

P regulátor - vhodný pre menej náro£né aplikácie, ak nevadí trvalá
regula£ná odchýlka

I regulátor - pracuje bez trvalej regula£nej odchýlky, nie je vhodný pre
astatické systémy

PI regulátor - zlep²uje stabilitu oproti I regulátoru a pracuje bez trvalej
regula£nej odchýlky

PD regulátor - zanecháva trvalú regula£nú odchýlku, zloºka D je
citlivá na ²um a zlep²uje stabilitu oproti P regulátoru

PID regulátor - vhodný pre náro£né aplikácie, pracuje bez trvalej
regula£nej odchýlky, D zloºka zlep²uje stabilitu obvodu a je citlivá na
²um, oproti PD regulátoru dokáºe lep²ie regulova´ rýchle deje
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Návrh regula£ných obvodov

Pod návrhom regula£ného obvodu rozumieme ur£enie jeho ²truktúry a
parametrov tak, aby vyhovovali ur£itým poºiadavkám. Sú to hlavne
stabilita, predpísaná presnos´ regulácie v ustálenom reºime a poºadovaná
kvalita prechodového procesu pri riadení a pri potlá£aní porúch.

Pri návrhu regula£ného obvodu môºeme ma´ rôzne východiskové
podmienky:

1 nemáme ºiadne obmedzenia pri vo©be ²truktúry a parametrov RO aº
na fyzikálnu realizovate©nos´

2 £as´ ²truktúry a parametrov RO je zadaná
3 ²truktúra je úplná zadaná a treba ur£i´ len niektoré parametre RO
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Návrh regula£ných obvodov

Okrem východiskových podmienok pri návrhu RO potrebujeme pozna´:

vlastnosti riadeného systému

predpokladaný priebeh riadiacej veli£iny w(t)

predpokladaný priebeh poruchových veli£ín z(t)

obmedzenia ak£ných veli£ín

poºiadavky na kvalitu riadenia

Metódy návrhu PID regulátora:

metóda Ziegler-Nichols

metóda Naslin

metóda optimálneho modulu

metóda vo©by pólov
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols

Vyuºívaná v praxi pre svoju jednoduchos´.
Metóda Z-N je zaloºená na výpo£te kritického zosilnenia r0KR a kritickej
periódy TK v URO

Poznáme tri spôsoby zistenia kritických parametrov systému v URO:

experimentálne ur£enie kritických parametrov r0KR ,TK z prechodovej
charakteristiky systému (z doby nábehu a doby prie´ahu)

pouºi´ relé bez hysterézie v spätnej väzbe

ur£enie kritických parametrov na základe známeho prenosu URO s
vyuºitím Nyquistovho alebo Michajlovho kritéria
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, analytický výpo£et

Metóda vychádza z hranice stability URO. Ak z prenosu regulátora FR(s)
vyradíme integra£nú a deriva£nú zloºku (r−1 = r1 = 0) a vypo£ítame
zosilnenie regulátora r0KR , obvod sa dostane na hranicu stability (v obvode
nastanú trvalé kmity s periódou TK )

y(t) - regulovaná veli£ina URO
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, analytický výpo£et

Výpo£et kritického zosilnenia r0KR :

1. vychádzame z CHR URO:

1+ FS(s)FR(s) = 0 (5)

2. do CHR dosadíme zadaný prenos sústavy FS(s) a prenos
proporcionálneho regulátora FR(s) = r0:

1+ FS(s)r0 = 0

ans
n + . . .+ a1s + a0 = 0,

(6)

kde a0 = f (r0)
3. následne pouºijeme v CHR substitúciu s = jω:

an(jω)
n + . . .+ a1(jω) + a0 = 0 (7)

(TUKE) Základy automatického riadenia ZS 2015/2016 13 / 39



Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, analytický výpo£et

Na výpo£et kritického zosilnenia pouºijeme Michajlovo kritérium
(kritický bod [0, 0]⇒ U(ω) = 0 ∧ V (ω) = 0)

4. CHR vyjadríme v zloºkovom tvare:

U(ω) + jV (ω) = 0 (8)

5. výpo£et TK :

V (ω) = 0⇒ ωKR ⇒ TK =
2π
ωKR

(9)

6. kritické zosilnenie r0KR získame:

U(ω)ω=ωKR
= 0⇒ r0KR (10)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, analytický výpo£et

7. kon²tanty P, PI, PID regulátora vypo£ítame na základe kritických
hodnôt TK a r0KR vyuºitím Tab.1

Regulátor r0 r−1 r1

P r0 = 0.5r0KR � �
PI r0 = 0.45r0KR r−1 =

r0
Ti

= r0
0.85TK

�
PID r0 = 0.6r0KR r−1 =

r0
Ti

= r0
0.5TK

r1 = r0TD = 0.125TK r0
Tab. 1
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, príklad

Úloha:
Na základe Ziegler-Nicholsovej metódy vypo£ítajte parametre P, PI a PID
regulátora, ak je daný prenos regulovaného systému FP(s):

FP(s) =
1

s3 + 6s2 + 11s + 6

Rie²enie:
1. vychádzame z CHR URO (FY /W (s),FY /Z (s)) a dosadíme do nej prenos
systému FP(s) a prenos proporcionálneho regulátora FR(s) = r0KR :

1+ F0(s) = 0

1+
1

s3 + 6s2 + 11s + 6
r0KR = 0

s3 + 6s2 + 11s + 6+ r0KR︸ ︷︷ ︸
a0

= 0
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, príklad

2. následne pouºijeme v CHR substitúciu s = jω:

(jω)3 + 6(jω)2 + 11(jω) + 6+ r0KR = 0

3. s vyuºitím Michajlovho kritéria vyjadríme CHR v zloºkovom tvare:

U(ω) + jV (ω) = 0

U(ω) = −6ω2 + 6+ r0KR , V (ω) = −ω3 + 11ω

4. získame kritickú frekvenciu ωKR na základe podmienky:

V (ω) = 0⇒ ω(−ω2
KR + 11) = 0⇒ ωKR = 3.317

a vypo£ítame periódu kmitov na hranici stability:

TK =
2π
ωKR

= 1.89s
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, príklad

5. kritické zosilnenie r0KR získame na základe podmienky:

U(ω)ω=ωKR
= 0⇒ −6ω2

KR + 6+ r0KR = 0⇒ r0KR = 60

6. kon²tanty P, PI a PID regulátora vypo£ítame dosadením vypo£ítaných
kritických hodnôt TK a r0KR do vzorcov v tabu©ke:

Regulátor r0 r−1 r1

P 30 � �
PI 27 17,2 �
PID 36 38 8,52

P : FR(s) = 30, PI : FR(s) = 27+
17.2
s
, PID : FR(s) = 36+

38
s
+8.52s
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

Ziegler-Nichols, príklad

Odozva riadenej veli£iny y(t) na zmenu w(t) = 1(t)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou Naslinovej

metódy

Naslinová metóda pre výpo£et parametrov r0, r−1, r1 PID regulátora
vychádza z CHR URO (FY /W (s),FY /Z (s)):

1+ FS(s)FR(s) = 0

ans
n + . . .+ ai+1s

i+1+ai s
i + ai−1s

i−1 + . . .+ a1s + a0 = 0,
(11)

kde a0, . . . , an sú koe�cienty lineárneho RO.
Medzi trojicami za sebou idúcich koe�cientov CHR platí Naslinov vz´ah:

a2i = αai+1ai−1 (12)

kon²tantu α treba voli´ na základe prípustného preregulovania δmax

δmax [%] 16 12 8 5 3 1
α 1.75 1.8 1.9 2 2.2 2.4
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou Naslinovej

metódy, príklad

Úloha:
Na základe Naslinovej metódy vypo£ítajte parametre PI regulátora, ak je
daný prenos regulovaného systému FP(s):

FP(s) =
1

s3 + 6s2 + 11s + 6
, FR(s) = r0 +

r−1
s

a prípustné preregulovanie je δmax = 5%
Rie²enie:
1. Vyjadríme prenos URO FY /W (s),FY /Z (s):

FY /W (s) =
F0(s)

1+ F0(s)
=

Y (s)

W (s)

2. zostavíme CHR:

1+ F0(s) = 1+
1

s3 + 6s2 + 11s + 6
(r0 +

r−1
s

) = 0

s4 + 6s3 + 11s2 + (6+ r0)s + r−1 = 0
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou Naslinovej

metódy, príklad

3. Pre zadané prípustné preregulovanie δmax = 5% na základe tabu©ky
ur£íme hodnotu kon²tanty α = 2 Koe�cienty CHR si zapí²eme do
pomocnej tabu©ky:

ai a0 a1 a2 a3 a4
Hodnota: r−1 6+ r0 11 6 1

4. Pre prvú trojicu koe�cientov a1, a2, a3 na základe Naslinovho vz´ahu
získame hodnotu proporcionálnej kon²tanty r0:

a22 = 2a1a3 ⇒ 112 = 2(6+ r0)6⇒ r0 = 4.083

Pre druhú trojicu a0, a1, a2 dostávame hodnotu integra£nej kon²tanty:

a21 = 2a0a2 ⇒ (6+ r0)
2 = 2r−111⇒ r−1 = 4.62

Tým máme ur£ené parametre PI regulátora:

FR(s) = 4, 083+
4, 62
s
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou Naslinovej

metódy, príklad
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov

Ide o analytickú metódu, pomocou ktorej je moºné zabezpe£i´ aby CHR
lineárneho RO, ktorá odpovedá CHP: NURO(s):

ans
n + . . .+ a1s + a0 = 0 (13)

mala ºiadané korene si = α+ jβ:

Nref (s) = (s − s1)(s − s2) . . . (s − sn) = dns
n + . . .+ d1s + d0 (14)

Porovnaním charakteristického polynómu NURO(s) s referen£ným
polynómom Nref (s) pri odpovedajúcich mocninách vieme ur£i´ parametre
PID regulátora.

Pre zaistenie stability URO musia leºa´ v²etky korene CHR v ©avej £asti
komplexnej roviny, t.j. αi < 0, i = 1, . . . , n

Ideálnemu PID regulátoru je moºné nastavi´ maximálne tri parametre:
r0, r−1 a r1, teda nie je moºné vºdy dosiahnu´ ©ubovo©né korene CHR URO.
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov

Pri vo©be kore¬ov CHR URO vychádzame z ur£itých odporú£aní:
pri vo©be viacerých kore¬ov CHR URO je vhodné zvoli´ násobné korene:

n = 2
pre kmitavý URO zvoli´ s1,2 = α± jβ
pre nekmitavý URO zvoli´ s1 = s2 = α

n = 3
pre kmitavý URO zvoli´ s1,2 = α± jβ, s3 = γ
pre nekmitavý URO zvoli´ s1 = s2 = s3 = α

n = 4
pre kmitavý URO zvoli´ s1,2 = s3,4 = α± jβ
pre nekmitavý URO zvoli´ s1 = s2 = s3 = s4 = α
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov

A) Pre poºadovaný nekmitavý priebeh regula£ného pochodu sú v²etky
korene CHR URO reálne, ktoré volíme ako viacnásobné korene

B) Pre poºadovaný kmitavý priebeh regula£ného pochodu je moºné
imaginárnu zloºku kore¬a β voli´ nasledovne:

B1) ak je dynamický systém nekmitavý, tak volíme imaginárnu £as´
poºadovaného kore¬a β primerane k dominantnej £asovej kon²tante T
systému:

β =
2π
T
κ, (15)

kde pre dynamický systém 1. rádu κ ∈ 〈1; 2〉 a pre dynamický systém 2.
rádu κ ∈ 〈0, 5; 1, 5〉
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov

B2) ak je dynamický systém kmitavý, tak volíme imaginárnu £as´
poºadovaného kore¬a β primerane k netlmenej frekvencii ω0 systému:

d2y(t)

dt2
+ 2ξω0

dy(t)

dt
+ ω2

0y(t) = ω2
0Kuu(t) (16)

a to:
β = κω0, κ ∈ 〈1; 2〉 (17)

Hodnotu reálnej zloºky α poºadovaného kore¬a CHR URO je moºné pre
oba prípady: B1) aj B2) ur£i´ pomocou sú£inite©a pomerného tlmenia:

η =
|α|
β
⇒ |α| = βη, (18)

kde η ∈ 〈0.5; 1〉
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov, príklad

Úloha:
Ur£te parametre PI regulátora pre systém popísaný prenosom:

FP(s) =
0.1

s2 + 0.7s + 0.1
, FR(s) = r0 +

r−1
s

tak aby výsledný URO bol:

a) kmitavý

b) nekmitavý

Rie²enie:
Zostavíme CHR URO:

s3 + 0.7s2 + (0.1+ 0.1r0) + (0.1r−1) = 0 (19)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov, príklad

a) pre kmitavý URO sú zvolené korene CHR

s1,2 = α± jβ, s3 = γ (20)

kde α, β, γ sú reálne £ísla. Charakteristický polynóm URO má potom tvar:

(s − s1)(s − s2)(s − s3) = (s − α− jβ)(s − α+ jβ)(s − γ) =
= s3 + s2(−2α− γ) + s(α2 + β2 + 2αγ)− (α2 + β2)γ

(21)

Charakteristický polynóm URO uvedený v (19) musí by´ rovný
charakteristickému polynómu URO (21):

s0 : 0.1r−1 = −(α2 + β2)γ (22)

s1 : 0.1+ 0.1r0 = α2 + β2 + 2αγ (23)

s2 : 0.7 = −2α− γ (24)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov, príklad

Z (24) je zrejmé, ºe nie je moºné voli´ ©ubovo©né α a β, pretoºe medzi
nimi existuje väzba. Pri vo©be kore¬ov CHR URO budeme vychádza´ z
vlastností samotného systému a z jeho CHR:

s2 + 0.7s + 0.1 = 0 (25)

pre korene s1, s2 a £asové kon²tanty T1,T2 platí:

s1 = −0.2, T1 =
1
|s1|

= 5s, s2 = −0.5, T2 =
1
|s2|

= 2s (26)

Dominantný kore¬ CHR systému je ten, ktorý leºí najbliº²ie k imaginárnej
osi, teda: s1, ku ktorému sa vz´ahuje £asová kon²tanta T1. Zvolíme
parameter κ = 1:

β =
2π
T1

= 1.256[rad ∗ s−1] (27)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov, príklad

Pre vo©bu α = β zo vz´ahu (24) plynie:

α
.
= 0.233 (28)

Následne za základe vz´ahov (22) a (23) dostávame parametre PI
regulátora r0 a r−1 :

r0
.
= 16.4, r−1

.
= 3.8s−1 (29)

Prenos PI regulátora pre poºadovaný kmitavý priebeh URO je:

FR(s) = 16.4+
3.8
s

(30)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy vo©by

pólov, príklad

b) pre nekmitavý prechodový dej URO volíme viacnásobné reálne korene:

s1 = s2 = s3 = α (31)

Charakteristický polynóm URO má potom tvar:

(s − α)3 = s3 − 3αs2 + 3α2s − α3 (32)

Charakteristický polynóm URO uvedený v (19) musí by´ rovný
charakteristickému polynómu URO (32):

s0 : 0.1r−1 = −α3 (33)

s1 : 0.1+ 0.1r0 = 3α2 (34)

s2 : 0.7 = −3α (35)
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pólov, príklad

Zo vz´ahu (35) plynie:
α
.
= −0.233 (36)

Následne za základe vz´ahov (33) a (34) dostávame parametre PI
regulátora r0 a r−1 :

r0
.
= 0.63, r−1

.
= 0.13s−1 (37)

Prenos PI regulátora pre poºadovaný kmitavý priebeh URO je:

FR(s) = 0.63+
0.13
s

(38)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

optimálneho modulu

metóda optimálneho modulu vychádza z ideálnej prenosovej funkcie URO
FY /W (s), ktorá by sa mala rovna´ jednej:

FY /W (s) =
Y (s)

W (s)
=

F0(s)

1+ F0(s)
!
= 1 (39)

v tomto prípade by platilo y(t) = w(t) pre v²etky t. Autori tejto metódy
vychádzali z kvadrátu modulu frekven£nej prenosovej funkcie URO:

|FY /W (jω)|2 = M2(ω) = M(ω)M(−ω) !
= 1 (40)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

optimálneho modulu

Ak rozdelíme prenosovú funkciu URO FY /W (s) na jej reálnu a imaginárnu
zloºku:

FY /W (jω) = U(ω) + jV (ω) (41)

potom pre kvadrát modulu tieº platí:

M2(ω) =

∣∣∣∣ F0(jω)

1+ F0(jω)

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣ U(ω) + jV (ω)

1+ U(ω) + jV (ω)

∣∣∣∣2 =
=

U2(ω) + V 2(ω)

1+ 2U(ω) + U2(ω) + V 2(ω)
!
= 1

(42)

táto podmienka je splnená pre:

1+ 2U(ω) = 0 (43)

odkia© vyplýva podmienka pre reálnu zloºku prenosovej funkcie URO:

U(ω) = −1
2

(44)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

optimálneho modulu

�truktúru regulátora volíme teda tak, aby sa frekven£ná charakteristika
ORO v £o naj²ir²om rozsahu frekvencií nachádzala v blízkosti priamky
U(ω) = −1/2 alebo sa s ¬ou stotoºnila.

Pri ur£ovaní optimálnych parametrov r0, r−1, r1 vychádzame z prenosovej
funkcie regulovaného systému:

FP(s) =
K

1+ a1s + a2s2 + . . .
(45)

potom pre frekven£nú prenosovú funkciu ORO F0(s) platí:

F0(jω) = FP(jω)FR(jω) =
K [r0 + j(r1ω − r−1/ω)]

1− a2ω2 + a4ω4 − . . .+ j(a1ω − a3ω3 + . . .)
(46)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

optimálneho modulu

Frekven£nú prenosovú funkciu ORO

F0(jω) =
K [r0 + j(r1ω − r−1/ω)]

1− a2ω2 + a4ω4 − . . .+ j(a1ω − a3ω3 + . . .)
(47)

rozdelíme na reálnu U(ω) a imaginárnu V (ω) £as´. Reálnu £as´ U(ω)
poloºíme rovnú −0.5 a po odstránení zlomku dostaneme:

K (r0 − a1r−1) + K (r1a1 + a3r−1 − r0a2)ω
2 + K (r0a4 − r1a3 − r−1a5)ω

4 + . . . =

= −0.5
[
1+ (a2

1
− 2a2)ω

2 + (a2
2
+ 2a4 − 2a1a3)ω

4 + . . .
]

(48)
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Návrh parametrov PID regulátora pomocou metódy

optimálneho modulu

Porovnaním koe�cientov pri rovnakých mocninách ω na oboch stranách
tejto rovnice pre PID regulátor dostaneme systém lineárnych rovníc: a1 −1 0

a3 −a2 a1
a5 −a4 a3

 r−1
r0
r1

 =
1
2K

 1
−a21 + 2a2

a22 − 2a1a3 + 2a4

 (49)

a ich rie²ením dostaneme optimálne parametre PID regulátora r0, r−1, r1
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