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Co se dnes dozvime?

Jaké vstupni signaly pouzivame pro ovérovani modelu

Jak analyticky vyreSit jednoduché linearni diferencialni
rovnice

Z jakych Casti se sklada reseni diferencialni rovnice
Jak vyresit diferencni rovnici
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harmonicky vstup
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Reseni diferencialnich a diferenénich rovnic

= nutné pro ovéreni spravnosti modelu (nebo
odsimulovat)

= zname vstup u(t), poCateCni podminky; vystup y(t) =
Diferencialni rovnice

znama (vstupni) funkce (+ jeji
derivace)
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linearni (formovana linearni kombinaci derivaci vstupu
a vystupu) x nelinearni diferencialni rovnice
J dv(t) B
R dt R

V) =F)r a d‘éit) VA (t) = E (1)

obecna linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty v teorii systému
a,y" () +a, y" V() +--+ay(t) =bu™ (£) + b, u" (1) +---+byu(t)

dY()

y@ (t) = =y"(0) =) =¥, y* ()= y(©), y(t)=u(t)=0prot <0

rad rovnice n (>=m)

popisuje linearni spojity system

K jeji reseni nutno znat n poCatecCnich podminek
y"(0),y"?(0),...,y'(0), y(0)
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o y,(t) — odezva na vstupni signal u(t) (vnucena)

— sklada se z funkci e®, e2isin(wt+@), t" (zavislé na
vlastnostech systému) a z funkce signalu u(t)

Redeni jednoduchych diferencialnich rovnic

rovnice 1.radu — integraCni charakter

N L Y
iO u1 ¢ UO <> iLv § . F
N
m
duc(t) 1. - di(t) 1 o dv(t) 1 _
= h(0.Uc(0) = g, — SO =i, == =—F(0,v(0)=v,

O _ _
gt bu(t), y(0) = Yo
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t
feSeni: yt) =y, @) +y, () =y, + bju(r)dr
0

u(t) =1(t):y(t) =y, +b j 1(t)dt =y, + bt
dv(t) ’

F(1),v(0) =v,, F(t) =1(t),m = 2kg; v(t) = v, + 0.5t
dt m

prubeh rychlosti, v0=2m/s
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u(t) =sinot:y(t) =y, + bjsin(wr)dr =Y, —E(cos(cot) —1)
0 0

d\(;it) _ 1 F(t),v(0) =v,, F(t) =sint,m = 2kg;v(t) = v, + 0.5—0.5cost
m

prubeh rychlosti, v0=2m/s

vstupni signal
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rovnice 1.radu

w,Vv
B L, - r\v U
O (O)" =
| R
\'
F
d
V(tt)+Bv(t) o 22 Bvn=For R d”ét(t)wl(t):uo(t)
v(O)—V v(0) =V, U(O):um
dv(t)

gt m v(t)= F(t) d\(;it) > (t)— F(t) dudt(t) 1(t)_ ¢
ﬁi ) +ay(t) =bu(t), y(0) =y,
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t
reSeni: y(t) =y, 1)+ y, () = y,e ™ +be™ _[ u(r)e*dr
0

t
Ut =1(1): y(t) = yoe ™ +be ™ [e dr=y,e ™ L Do
0 a a

S Zv) =S 0,000 = vy, F(©) - 1000)
J =0.36 kgm?,B =0.5 Nms/rad, R =0.2m,r =0.15m,v(0) = 0; v(t) = 6 —6e"**
vstupni signal trenazer, J=0.36 kgmz, B=0.5 Nms/rad, R=0.2 m, r=0.15 m
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rovnice vyssich fadu

o linearni
— analyticky velmi obtizné
— pouziti integralni transformace — Laplaceova (pracné)
— numerické metody (soucast simulaénich programu)

o nelinearni

— analyticky vétsinou nemozné
— numerické metody (soucast simulaénich programu)
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Diferencni rovnice

Jv(tg/—/(J ~BT)V(t-T)=rRTF(t-T)

iAV(t_T)JrB
R At » R

| 4
V(t=T)=F(t—T)r
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linearni (formovana linearni kombinaci posunutych
prubéhu vstupu a vystupu) x nelinearni diferencialni
rovnice

Jv(t)—(J —=BT)v(t—T)=rRTF(t-T)

2

o(t) —20(t—-T)+o(t—-2T)+ gIT sinp(t—2T)=0

obecna linearni diferencni rovnice s konstantnimi
koeficienty
a,y(t)+a,y(t—T)+---+a,y(t-nT)=
=p u(t)+b, _ut-T)+---+bu(t—mT)
y(t)=u(t)=0prot<0
rad rovnice n (>=m) < kauzalita
popisuje linearni diskrétni systém
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jiny zapis diferen¢ni rovnice: t = kT (k - t) —

a,y(k)+a, ,y(k=1+---+a,y(k—n)=

=b u(k)+b, _u(k—=1)+---+byu(k —m)
nebo

a,yt)+a, ,yt="1+--+a,y(t—n)=

=pb u(t)+b u(t—1)+---+byu(t—m)

pokud popisuje spojity system, T — perioda vzorkovani
K jeji Feseni nutno znat n poCateCnich podminek

y(0),y(),...,y(n-1)

pro systemy radu n>=2 Casto nutno p.p. prepocitat:

MAS 2007/08 CVUT v Praze 5 - Reseni diferencialnich a diferenénich rovnic 17/29



2

(p(t)—2(p(t—T)+(p(t—2T)+g-|r sino(t—2T) =0

potiebujeme ¢(0) =05, o(T) = ;

vétSinou zname ¢(0) = ¢,, ®(0) = o,

prepocet

9(0) = 9y, (0) & A“’T(O) - ‘P(T)T‘ 90O _, o(T) = 0(0)T +0(0)

MAS 2007/08 CVUT v Praze 5 - Reseni diferencialnich a diferenénich rovnic 18/29



Reseni diferen¢nich rovnic

rekurzivné
V() —(J =BT)v(t—=T)=rRTF(t -T)
v(t) - ) ‘JBT v(t—T) =$ F(t-T)

J =0.36 kgm*,B =0.5 Nms/rad, R=0.2m,r =0.15m,v(0) =0
volba T = 0.1s: V(t)—0.861v(t—T)=0.0083F (t - T)

V(t) = 0.861v(t —T)+0.0083F (t —T)
uvazujme F(t) = 100*1(t)
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t=T=0.1s:  v(T)=0.861(0)+0.0083F (0)
~0.861-0+0.0083-100
-0.83
t=2T=0.2s: Vv(2T)=0.861(T)+0.0083F(T)
~0.861.0.83+0.0083-100
~1.54
t=3T=0.3s: v(3T)=0.861-v(2T)+0.0083-F(2T)
—~0.861-1.71+0.0083-100
-2.16
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= velmi snadno algoritmizovatelné

%inicializace

r=0.15;R=0.2;J=0.36;B=0.5;

T=0.1;

t =10:0.1:10]; % casova osa, t =[00.1 0.2 ... 10]

v = zeros(1,101); % inicializace rychlosti, v=1[0 0 ... 0]

Fped = 100;

F = [0, Fped*ones(1,100)]; % konstantni sila, F = [0 100 100 ... 100]

% vypocet rychlosti
fori=2:101 % smycka pro vypocet rychlosti

v(i) = ((J-B*T)J)*v(i-1) + (r*R*T/J)*F(i); % rovnice pro rychlost
end

%vykresleni grafu

%cas na osu Xx, rychlost na osu y

figure(2)
plot(t,v,'Color','Blue’,'LineStyle','none’,'Marker','o','MarkerSize',8,'Linewidth’,3)
grid on % mrizka

set(gca,'FontSize',14)

title('Rychlost setrvacniku','FontSize',14) %nadpis grafu

xlabel('t[s]','FontSize',14) %popis osy x

ylabel('v[m/s]','FontSize',14) %popis osy y
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rychlost setrvacniku

vstupni sila
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vstupni sila
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= F(t) = 100+100sin2t <> zmé&nime 1 (jeden)!! Fadek v
programu

%inicializace

r=0.15;R=0.2;J=0.36;B=0.5;

T=0.1;

t =10:0.1:10]; % casova osa, t=[00.1 0.2 ... 10]

v = zeros(1,101); % inicializace rychlosti, v=1[0 0 ... 0]
Fped = 100;

F = [0, Fped+Fped*sin(2*1)];% harmonicka sila

% vypocet rychlosti
fori=2:101 % smycka pro vypocet rychlosti

v(i) = ((J-B*T)J)*v(i-1) + (r*R*T/J)*F(i); % rovnice pro rychlost
end

%vykresleni grafu

%cas na osu Xx, rychlost na osu 'y

figure(2)
plot(t,v,'Color','Blue','LineStyle','none','Marker','o','MarkerSize',8,'Linewidth',3)
grid on %mrizka

set(gca,'FontSize',14)

title('Rychlost setrvacniku','FontSize',14) %nadpis grafu

xlabel('t[s]','FontSize',14) %popis osy x

ylabel('v[m/s]','FontSize',14) %popis osy y
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rychlost setrvacniku

vstupni sila

O diskretni vypocet
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kulicka na tyCi
X(t) =2x(t —=T) + X(t—2T) = KT *sinop(t — 2T)

¢
| g
K= > R=0.01m,r =0.007m
=2 2(R
-' 1+—| —
S\ r
vstupni uhel kulicka na tyci
5 000000000000000000000 1 ‘ !
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Je jednodussi vyresit diferencialni nebo diferenc¢ni rovnici?

analyticky
o diferencialni rovnice je o néco jednodussi
o rovnice vysSich fadu nebo nelinearni velmi obtizné

numericky bez pouziti specialnich nastroju (matematicky
software, simulacni nastroje)

o diferencialni rovnice neresitelna

o diferencni rovnice fesitelna velmi jednoduse
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Kontrolni otazky

Budeme-li Slapat na trenazeru konstantni silou, jeho rychlost se po
nejaké dobe ustali na konec¢né hodnote. Je tato hodnota zavisla na
velikosti momentu setrvacnosti J? Pokuste se zdlUvodnit.

Pro systém kuliCka na tyCi napiste program, ktery vykresli odezvu polohy
kuliCcky na skok uhlu z 0 na 5 stupnu, jestlize pocatec¢ni poloha kulicky je
x(0) =-0.2m.

Které veliCiny a v jakych Casovych okamzicich maji vliv na hodnotu
vystupu diskrétniho systému v Case y(t)?

UrCete hodnotu rychlosti zavazi v Casech t = 0, T, 2T nasledujiciho
systému. Volte T = 0.1s, m = 2kg. Vstupni sila F(t) = 100.1(t).

vstupni sila

1007———1;}—6—&43*50*$*0*$*0*l?*’

S A
| | | | |

P A AR RO N SR B
| | | | |

LS
Bl
FOIN]

———————————————————————————————————

m 20
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Jak obecné vypada diferencialni a jak diferenCni rovnice popisujici
linearni systém 2.radu?

Prabéhy vystupnich veli€in spojitych a diskrétnich systému u probranych
prikladl se pfesné neshoduji. Proc¢?

MuaZe mit linearni spojity systém nenulovy vystup, jestlize na jeho vstup
neprivedeme zadny signal? A linearni diskrétni system?

Je nasleduijici diferencni rovnice linearni?
yO)+2y(t-T)+1=u(t-T)

Kolik poCateCnich podminek je treba znat k jednoznacnému reSeni
linearni diferencni rovnice?
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