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1. Nelineárne systémy s hybridnou dynamikou
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Hybridný systém

Obr. 1 Diskrétny hybridný automat



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou
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Obr. 2 Hydraulický systém dvoch nádob s hybridnou dynamikou

Parametre systému, Fyzikálne veličiny



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou
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Obr. 3 systém bez interakcie 
dynamika A 

Obr. 4systém s interakciou 
dynamika B 

podmienka prepnutia dynamiky :

ℎ2 𝑡 > ℎ



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

Zákon zachovania hmotnosti 
𝑑

𝑑𝑡
𝜌. 𝑆. 𝑣 = 0,

kde 𝜌 = 𝜌 𝑡 je hustota kvapaliny , 𝑆 = 𝑆(𝑡) prierez potrubia, 
𝑣 = 𝑣(𝑡) rýchlosť prietoku kvapaliny 

Bernoulliho rovnica
1

2
𝜌𝑣1

2 + 𝜌𝑔ℎ1 + 𝑝 =
1

2
𝜌𝑣2

2 + 𝜌𝑔ℎ2 + 𝑝

kde  𝑝 − tlak v kvapaline, 𝑔- gravitačné zrýchlenie,  𝜌 – hustota kvapaliny,
𝑣1 - rýchlosť výtoku kvapaliny pri ploche  𝑆1 ,  
𝑣2 - rýchlosť výtoku kvapaliny pri ploche 𝑆2

Torricelliho vzťah

𝑣 = 2𝑔ℎ

kde ℎ = ℎ1 − ℎ2 je výška hladiny nad odtokovým ventilom
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Fyzikálne zákony

Obr. 5 Výtok kvapaliny otvorom 
malého prierezu



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

𝑑ℎ1 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑞0 𝑡

𝜋( 2𝑅1ℎ1 𝑡 − ℎ1
2(𝑡))

−
𝑘11 ℎ1 𝑡

𝜋 2𝑅1ℎ1 𝑡 − ℎ1
2 𝑡

,

𝑓1𝐴

𝑑ℎ2 𝑡

𝑑𝑡
=
𝑘11 ℎ1 𝑡

𝐹2
−
𝑘22 ℎ2 𝑡

𝐹2

𝑓2𝐴
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Dynamika A – bez interakcie

rovnovážny stav druhej nádoby systému pre dynamiku A : ℎ2𝑠1 = 1𝑚

Obr. 6 Systém – dynamika A



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

𝑑ℎ1 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑞0 𝑡

𝜋( 2𝑅1ℎ1 𝑡 − ℎ1
2(𝑡))

−
𝑠𝑖𝑔𝑛 ℎ1 𝑡 − ℎ2 𝑡 − ℎ 𝑘11 ℎ1 𝑡 − ℎ2 𝑡 − ℎ

𝜋 2𝑅1ℎ1 𝑡 − ℎ1
2 𝑡

,

𝑓1𝐵

𝑑ℎ2 𝑡

𝑑𝑡
=
𝑠𝑖𝑔𝑛 ℎ1 𝑡 − ℎ2 𝑡 − ℎ 𝑘11 ℎ1 𝑡 − ℎ2 𝑡 − ℎ

𝐹2
−
𝑘22 ℎ2 𝑡

𝐹2

𝑓2𝐵

8

rovnovážny stav druhej nádoby systému 
pre dynamiku B : ℎ2𝑠2 = 1,6 𝑚

Dynamika B – s interakciou

Obr. 7 Systém – dynamika B



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

Pracovné body pre dynamiku A , dynamiku B

1.) 𝑢 = 0 → rovnovážny stav
2.) 𝑢 ≠ 0 → rovnovážny stav ~ pracovný bod

Zvolené ustálené  hladiny druhej nádoby :

ℎ2𝑠1 = 1, ℎ2𝑠2 = 1,6

→ ustálené hladiny prvej nádoby

ℎ1𝑠1 = ℎ2𝑠1
𝑘22
𝑘11

2

, ℎ1𝑠2 = ℎ2𝑠2
𝑘22
𝑘11

2

+ ℎ2𝑠2 − ℎ,

→ ustálený prítok

𝑞0𝑠1 = 𝑘22 ℎ2𝑠1 , 𝑞0𝑠2= 𝑘22 ℎ2𝑠2 ,

𝑷𝑩𝑨 = 𝒉𝟏𝒔𝟏,𝒉𝟐𝒔𝟏,𝒒𝟎𝒔𝟏 , 𝑷𝑩𝑩 = 𝒉𝟏𝒔𝟐,𝒉𝟐𝒔𝟐,𝒒𝟎𝒔𝟐
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2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

Lineárnu aproximáciu vykonávame za pomoci rozvoja do Taylorovho radu :

𝑓𝑖 𝒙 𝑡 ,𝑢 𝑡 ≈ 𝑓𝑖 𝒙𝑠, 𝑢𝑠 + 

𝑘=1

𝑛𝑥
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑘

|𝑥𝑆 ,𝑢𝑆 𝑥 𝑡 − 𝑥𝑘𝑆 + 

𝑘=1

𝑛𝑢
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑘

|𝑥𝑆,𝑢𝑆 (𝑢 𝑡 − 𝑢𝑘𝑆)

Odchýlkový model systému pre zvolený pracovný bod:

∆  𝒙 = 𝑨∆𝒙 𝑡 + 𝑩∆𝑢 𝑡

kde ∆𝒙 𝑡 = 𝒙 𝑡 − 𝑥𝑆 , ∆𝑢 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢𝑆,   𝑨 ∈ 𝑅 𝑛 ×𝑛 , 𝑩 ∈ 𝑅 𝑛 ×𝑟
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pre dynamiku A 

pre dynamiku B 

Lineárna aproximácia



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

Dynamika A Dynamika B

𝐿 = ℎ1𝑠2 − ℎ2𝑠2 + ℎ

𝐴𝐴 =

𝜕𝑓1𝐴

𝜕ℎ1

𝜕𝑓1𝐴

𝜕ℎ2
𝜕𝑓2𝐴

𝜕ℎ1

𝜕𝑓2𝐴

𝜕ℎ2 𝑃𝐵𝐴

=

−𝑘11

2𝐹1 ℎ1
0

𝑘11

2𝐹2 ℎ2

−𝑘22

2𝐹2 ℎ2 𝑃𝐵𝐴

𝐴𝐵 =

𝜕𝑓1𝐵

𝜕ℎ1

𝜕𝑓1𝐵

𝜕ℎ2
𝜕𝑓2𝐵

𝜕ℎ1

𝜕𝑓2𝐵

𝜕ℎ2 𝑃𝐵𝐵

=

−𝑘11

2𝐹𝑠21 𝐿

𝑘11

2𝐹𝑠21 𝐿

𝑘11

2𝐹2 𝐿
−(

𝑘11

2𝐹2 𝐿
+

−𝑘22

2𝐹2 ℎ2
)
𝑃𝐵𝐵

𝐵𝐴 =

𝜕𝑓1𝐴

𝜕𝑞0
𝜕𝑓2𝐴

𝜕𝑞0 𝑃𝐵𝐴

=
1

𝐹1

0 𝑃𝐵𝐴

𝐵𝐵=

𝜕𝑓1𝐵

𝜕𝑞0
𝜕𝑓2𝐵

𝜕𝑞0 𝑃𝐵𝐵

=
1

𝐹1

0 𝑃𝐵𝐵
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𝑃𝐵𝐴 = ℎ1𝑠1,ℎ2𝑠1,𝑞0𝑠1 𝑃𝐵𝐵 = ℎ1𝑠2,ℎ2𝑠2,𝑞0𝑠2

Lineárna aproximácia



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

12

q0(t)

h1(t)

h

q1(t)

h2(t) q2(t)

k11

k22

R1

F2

q0(t)

h1(t)

h

q1(t)

h2(t) q2(t)

k11

k22

R1

F2

∆𝒙 𝑘 + 1 𝑇 = 𝑭∆𝑥 𝑘𝑇 + 𝑮∆𝑢 𝑘𝑇

Dynamika A 
bez interakcie

Dynamika B
s interakciou

∆  𝒙(𝑡) = 𝑨∆𝒙 𝑡 + 𝑩∆𝑢 𝑡

MOD 1: MOD 2:

Prepínanie 
dynamiky

ℎ2(𝑡) > ℎ

HYSDEL



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

dynamika A

∆ℎ1 𝑘 + 𝑇 = 1 −
𝑘1𝑏 𝑇

𝐹1𝑠1
∆ℎ1 𝑘 +

∆𝑞0 𝑘 𝑇

𝐹1𝑠1

∆ℎ2(𝑘 + 𝑇) =
𝑘1𝑏 𝑇

𝐹2
∆ℎ1 𝑘 + 1 −

𝑘2𝑏 𝑇

𝐹2
∆ℎ2 𝑘

∆ℎ1 𝑘 = ℎ1 − ℎ1𝑠1, ∆ℎ2 𝑘 = ℎ2 − ℎ2𝑠1, ∆𝑞0 𝑘 = 𝑞0 − 𝑞0𝑠1

Jakobiány F, G pre diskrétny systém

𝐹𝐴 =
−

𝑘1𝑏

𝐹1𝑠1
0

𝑘1𝑏

𝐹2
−

𝑘2𝑏

𝐹2

, 𝐺𝐴 =
1

𝐹1𝑠1

0
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Diskrétny popis lineárneho modelu hydraulického systému



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

dynamika B

∆ℎ1 𝑘 + 𝑇 = 1 −
𝑘1𝑠 𝑇

𝐹1𝑠2
∆ℎ1 𝑘 +

𝑘1𝑠 𝑇

𝐹1𝑠2
∆ℎ2 𝑘 +

∆𝑞0 𝑘 𝑇

𝐹1𝑠2

∆ℎ2 𝑘 + 𝑇 =
𝑘1𝑠 𝑇

𝐹1𝑠2
∆ℎ1 𝑘 −

𝑘1𝑠 𝑇

𝐹2
+
𝑘2𝑠 𝑇

𝐹2
− 1 ∆ℎ2 𝑘

∆ℎ1 𝑘 = ℎ1 − ℎ1𝑠2, ∆ℎ2 𝑘 = ℎ2 − ℎ2𝑠2, ∆𝑞0 𝑘 = 𝑞0 − 𝑞0𝑠2

Jakobiány F, G pre diskrétny systém pre dynamiku B

𝐹𝐵 =
−

𝑘11

2𝐹1𝑠2 ℎ1𝑠2−ℎ2𝑠2+ℎ

𝑘11

2𝐹1𝑠2 ℎ1𝑠2−ℎ2𝑠2+ℎ

𝑘11

2𝐹1𝑠2 ℎ1𝑠2−ℎ2𝑠2+ℎ
−

𝑘11

2𝐹1𝑠2 ℎ1𝑠2−ℎ2𝑠2+ℎ
−

𝑘22

2𝐹2ℎ2𝑠2

, 𝐺𝐵 =
1

𝐹1𝑠2

0
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Diskrétny popis lineárneho modelu hydraulického systému



2. Modelovanie hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou

Lineárny odchýlkový model HSsHD

- automatické prepnutie zmeny dynamiky 
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Nelineárny model HSsHD

- ručné nastavenie prepnutia zmeny dynamiky

fyzikálne zákony

Porovnanie lineárneho odchýlkového modelu a nelineárneho modelu

matematický 
model NDS

spojité rovnice
NDS

simulačný model
S-funkcia

MATLAB/Simulink

Lineárna aproximácia
diskrétne rovnice

LDS

simulačný model
HYSDEL

MATLAB/Simulink

matematický 
model NDS



3. Analýza hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou
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Obr. 8 Schéma nelineárneho modelu v S-funkcii a modelu HYSDEL  hydraulického 
systému dvoch nádob s hybridnou dynamikou

Porovnanie modelov HSsHD v prostredí MATLAB/Simulink



3. Analýza hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou
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Časové priebehy výšok hladín HSsHD v dynamike B v blízkosti 
pracovného bodu



3. Analýza hydraulického systému dvoch nádob s hybridnou 
dynamikou
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Časové priebehy výšok hladín HSsHD v dynamike B mimo 
pracovného bodu



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou
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Cieľom návrhu riadenia je zaistiť v okolí zvoleného pracovného bodu pre jednotlivé
dynamiky stabilizáciu zvolenej regulovanej veličiny ℎ2(𝑡) v rovnovážnom a ustálenom
stave.

Pre získanie požadovaného výstupu - využitie diskrétneho LQR regulátora
s minimalizovaním kvadratického funkcionálu :

𝐽𝑀 = 𝑥𝑇 𝑀 𝑄𝑥 𝑀 +  

𝑘=0

𝑀−1

(𝑥𝑇 𝑘 𝑄𝑥 𝑘 + 𝑢𝑇 (𝑘)𝑅𝑢(𝑘))

kde 𝑄 ∈ 𝑅𝑚𝑥𝑚 a 𝑅 ∈ 𝑅𝑟𝑥𝑟



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou
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Riadiaca štruktúra stavového riadenia s cieľom riadenia do 
rovnovážneho stavu

Zákon riadenia do rovnovážneho stavu :    

Δ𝑢(𝑘) = −𝒌𝒙Δ𝑥 𝑘

Spätnoväzobné zosilnenie:     

𝒌𝒙 𝑘 = (𝑅 + 𝐺𝑇𝑃 𝑘 𝐺)−1𝐺𝑇𝑃 𝑘 𝐹

Obr. 8 Riadiaca štruktúra optimálneho stavového riadenia 
HSsHD



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou
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Riadenie do rovnovážneho stavu

Obr. 10 Regulačná schéma stavového riadenia 
nelineárneho modelu HSsHD – S-funkcia

Obr. 9 Regulačná schéma stavového riadenia 
lineárneho odchýlkového modelu HSsHD - HYSDEL 

dynamika A   ∆𝑢𝐴 𝑘 = −𝑘𝐴 ∆𝑥 𝑘
dynamika B   ∆𝑢𝐵 𝑘 = −𝑘𝐵 ∆𝑥 𝑘

zákony riadenia: 



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou

Dynamika B

ℎ2𝑠2 = 1,6 m

počiatočné 

podmienky =[1.5;1.2]
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Graf riadenia do rovnovážneho stavu 

𝑄 =
10 0
0 1

, 𝑅 = 1

hodnoty matíc funkcionálu :



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou
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Riadenie na ustálený stav

zákony riadenia: 

dynamika A   ∆𝑢𝐴 𝑘 = −𝑘𝐴 ∆𝑥 𝑘 + 𝑁𝐴 Δ𝑤 𝑘
dynamika B   ∆𝑢𝐵 𝑘 = −𝑘𝐵 ∆𝑥 𝑘 + 𝑁𝐵 Δ𝑤 𝑘

Obr. 12 Regulačná schéma stavového riadenia 
nelineárneho modelu HSsHD – S-funkcia

Obr. 11 Regulačná schéma stavového riadenia 
lineárneho odchýlkového modelu HSsHD - HYSDEL 



4. Optimálne stavové riadenie hydraulického systému dvoch 
nádob s hybridnou dynamikou
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Dynamika B

nový ustálený stav:

ℎ2𝑟𝑒𝑓 = 1,7 m

počiatočné 

podmienky = [1.7;1.3]

𝑄 =
10 0
0 1

, 𝑅 = 1

hodnoty matíc funkcionálu :

Graf riadenia na ustálený stav



5. Získané výsledky

- modelovanie nelineárneho dynamického systému s hybridnou dynamikou 

→ využité programovanie S-funkcií

- modelovanie lineárneho diskrétneho modelu s hybridnou dynamikou  

→ programovanie v prostredí pre popis hybridných systémov HYSDEL

- optimálne riadenie nelineárnych dynamických systémov s hybridnou dynamikou

- výhody využitia prostredia HYSDEL pri riadení dynamických systémov s hybridnou 

dynamikou

- vytvorenie doplňujúcich materiálov pre cvičenia predmetu Optimálne riadenie 

hybridných systémov a Simulačné systémy
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Ďakujem za pozornosť
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