6 TEORIE NELINEARNIHO RIZENI

6.1 Nelinearni systém

Linearni systémy fizeni jsou popsany linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto systémy
dovedeme pomérné jednoduse fesit, ale ve skutecnosti jsou jen ur¢itou aproximaci, nebot’ kazdy
fyzikéalni systém je v podstaté nelinearni. Mnohé nelinedrni systémy je vSak mozno v urcité
oblasti a za urc¢itych podminek vySetfovat jako linedrni s dostateCnou piesnosti. Ale neni to
mozné u vSech systéml. Proto se musime také seznamit alespoit se zéklady teorie pro
vysetfovani nelinearnich systémii.

S linearnosti a nelinedrnosti prvkd systémill 1 systéml samych jsme se jiz sezndmili
v kapitole 3.3: Statické a dynamické vlastnosti regulacnich ¢lend. Pfipomenime: Je-li staticka
charakteristika regulacniho ¢lenu nebo obecné prvku systému piimka, jedna se o linearni ¢len ¢i
prvek systému. Neni-li pfimka, jednd se o nelinearni ¢len. Linearni systém ma vSechny prvky
linearni; jeden nelinearni prvek znamena neline4rnost celého systému.

Nelinearni systém je soubor jednotlivych prvki, z nichZ alespon jeden je nelinearni.
Nelinearni regulacni obvod je takovy, kdy alespoii jeden z jeho prvkii je nelinearni.

Vétsina regulacnich ¢lent ma nelinedrni statickou charakteristiku. OvSem nékteré z nich
je mozno uvazovat jako podstatné nelinearni a jiné slabé nelinearni. Pfi matematickém rozboru
se slab€ nelinearni charakteristiky nahrazuji ptimkami a ¢len se tesi jako linedrni ¢len. Prakticky
nevykazuji Cleny pii takovéto ndhrad€ odchylek od linedrnich Clenil.

Za podstatné nelinearni charakteristiku pokladame takovou, kterou nelze matematicky
popsat v celém rozsahu zmén vstupni veli¢iny jednou rovnici pfimky. Takova charakteristika
muze pouze sestavat ze dvou anebo vice primkovych usekd. Existuje jesté jedna zvlastnost
nékterych nelinedrnich charakteristik — nejednoznaéna zéavislost vystupni veliciny na vstupni.
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Statické charakteristiky nelinearnich regulacnich ¢leni mohou byt bud’ kiivky s obecnym
pribéhem anebo se vyskytuji ve tvaru tzv. typickych nelinearit (velmi Casty piipad). Typické
nelinearity jsou zndzornény na obr. 6.1 — to jsou zdkladni typické nelinearity a na obr. 6.2 — to
jsou kombinace téchto zakladnich typickych nelinearit.
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V nelinearnich obvodech neplati princip superposice. Z toho divodu nemize byt
nalezena odezva na libovolny vstupni signal jako suma reakci na posloupnost skoki nebo
impulsti. Odezva nelinearniho obvodu na skokovou zménu jej necharakterizuje, nebot’ neni
nezavisla na velikosti skoku.

Nasledkem neplatnosti principu superpozice je také nepouzitelnost extrapolace. Znamé
chovani nelinedrnitho obvodu pfi daném jednotkovém skoku nedovoluje délat zdvéry o

charakteru reakce na skok vétsi ¢i mensi velikosti. Dokonce u nékterych nelinearnich obvodii
muze zména velikosti vstupniho skoku zménit stabilni pfechodovy déj v nestabilni nebo naopak.

Frekvencni metody, které byly vyvinuty pro linedrni systémy jsou pro nelinedrni systémy
nepouzitelné. Je-1i totiz na vstupu sinusova ¢i obecné harmonicka funkce, neni sinusova funkce
na vystupu. Tim neni mozno pouzit frekven¢niho ptenosu, ktery pro linedrni systémy
predpoklada sinusové vstupni i vystupni kmity. A frekvenéni pienos je vychodiskem vSech
frekvencnich metod, pocinaje frekvenénimi charakteristikami.

U nelinearnich systéml nelze pouzit Laplaceovy transformace, nelze zavést pojem
prenos, a tim se vypocet nelineadrnich obvodu stava daleko slozitéjsi, nez byl vypocet linearnich
obvodu. Pro feSeni nelinearnich obvoda neexistuje ani ,,universalni‘ metoda, ani ,,zcela presnd*
metoda. Pro jejich feSeni existuje vice metod, z nichz kazda je vhodna pro jiny typ obvodu, pro
jinou nelinearitu a pro rizné cile vypoctu. VSechny metody jsou pfiblizné, jejich pfesnost zavisi
na velikosti kroku vypoctu, délce volenych intervald, ...

Obecné mizeme rozdélit metody feSeni nelinearnich obvodii na numerické, simula¢ni a
grafické Ci graficko-analytické.

Numerické metody jsou v podstaté numerické metody feSeni diferencidlnich rovnic.
V matematice existuje cela fada numerickych metod pro feseni diferencialnich rovnic, které se
zhruba daji rozdélit na jednokrokové a vicekrokové (jednokrokové pocitaji funkéni hodnotu
v daném bod¢ z jedné predchazejici, vicekrokové z n€kolika predchazejicich funkénich hodnot).

U téchto metod je zcela lhostejné, jestlize se jedna o linearni ¢i nelinedrni diferencialni
rovnice. Dnes existuje celd fada softwarovych produktt, které umoziuji feSeni diferencialnich
rovnic. Uzivatel nemusi vlibec ovladat numerické metody pro feSeni diferencialnich rovnic,
pokud je timto software vybaven. Co vSak umét musi, jsou zdklady feSeni nelinearnich
regulacnich systému, aby pochopil zvlastnosti, které se u nelinearnich systému vyskytuji a které
nemaji zddnou analogii u systému linedrnich. Nevyhodou numerickych metod je skute¢nost, Ze
davaji feSeni pouze pro jedny parametry a jedny pocateéni podminky a neumoznuji celkovy
prehled o tom, pro které parametry je obvod stabilni a pro které nestabilni a pro¢ se n€kdy chova
tak a jindy pravé opacné.

Simulaéni metody maji sviij zaklad také v numerickém feSeni diferencidlnich rovnic, ale
pracuji typicky simula¢nim zptisobem na pocitaci. Na pocita¢i se sestavuje simulacni model
regula¢niho obvodu z blokii pfislusného simulaéniho jazyka, na jeho vstup se pfivadi vstupni
funkce a sleduje odezva.

Nejznaméjs$im simula¢nim jazykem pro modelovani regulacnich systémi je produkt
MATLAB a jeho simula¢ni doplnék SIMULINK plus tzv. toolboxy pro fizeni, identifikaci atd.,
které jsou pouzivany v celém svété. Tyto programy jsou samoziejmeé jak pro nelinearni, tak i pro
linedrni systémy a také pro fuzzy tfizeni a pro mnoho dalSich aplikaci. O nich bude jest¢ mluveno
v dal$im.

Zéakladem grafickych metod je metoda stavové roviny. Ma sice nedostatek v tom, ze je
pouzitelna pouze pro obvody druhého fadu (ptejdeme-li do prostoru, piejde v metodu stavového
prostoru, umoziujici fesit obvody tietitho tadu). Ale vysledky feSeni davaji celkovy obraz
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chovani systému a mizeme je obdrzet pro celou fadu pocate¢nich podminek, pro rizné vstupni
funkce, pro rtzné nelinearity ¢i parametry nelinearit. Zdkladem metody je grafické feSeni
nelinearni rovnice prvniho fadu. VysSetfuje vlastnosti obvodu v tzv. stavové roving, jejimiz
soufadnicemi jsou vySetfovand veliina (nejcastcji regulovand) a jeji derivace. Vysledky se daji
rozsifit i na obvody vyssich fadi nez je druhy.

Mezi grafické ¢i graficko-analytické metody muzeme zatadit i frekvenéni metody
feSeni nelinedrnich systému, predev§im metodu ekvivalentniho prenosu. Tato metoda rozsifuje
pouziti frekvenénich charakteristik i na nelinearni systémy. Ekvivalentni ptenos pfedpoklada
linearizaci ve frekven¢ni oblasti. Dostaneme ho za ptedpokladu, Ze vstupni veli¢ina nelinearniho
¢lenu je sinusova a vystupni miZe byt nahrazena prvni harmonickou rozkladu ve Fourierovu
fadu. Pii pouziti metody ekvivalentniho pienosu se vyuziva linearnich frekvencnich metod, ale
v jejich pouZiti jsou n€které zvlastnosti. Nezastupitelné misto méa metoda ekvivalentniho pienosu
pii vySetfovani autooscilaci v nelinearnich obvodech.

6.2 Metoda stavové roviny

6.2.1 Zakladni vztahy metody
Kdybychom méli linedrni systém o ptenosu fizeni podle (3.101)

Y(s) _b,s"+..+bs+b,
w(s) a,s"+.+as+a,

G,(s)=
a rovnici fizeni (3.103)
a,y " (t)+...+a,y'(t)+agy(t)=b,w™ (t)+...4 bw'(t)+byw(t)

byla by to rovnice buzeného systému, kde vstup je samoziejmé fidici veli¢ina w. Kdybychom ji
polozili rovnu nule, dostaneme rovnici autonomniho lineérniho systému

any(")(t)+...+ aly’(t)+ aoy(t)z 0 (6.1)

Zde jsou koeficienty ay, a;, ...a, konstantnimi koeficienty. Budou-li ale misto téchto koeficientl

funkce y, napf.
Y"(e)+y2 ()" () + (1= p()y(e) + 25() = 0

dostaneme rovnici autonomniho nelinearniho systému — autonomniho nelinearniho regulacniho
obvodu.

Nelinearni obvody uvazujeme vesmés autonomni s nulovou budici funkci a buzeni pak
nahrazujeme nékterou nenulovou poc¢ate¢ni podminkou.

V matematice se pievadi nelinearni diferencialni rovnice (6.1) substituci

X =Yy
X5 : Y’ (: x{)

(6.2)
X = y(n_l) (: x;—l)

na soustavu diferencidlnich rovnic prvého fadu

63



................ (6.3)

Tuto substituci lze také chéapat jako zavedeni stavovych veli¢in. Prvni stavové veli¢ina x; je
vystupni veli¢ina systému y , dalsi stavové veli¢iny x», x3, ..., X, jsou derivace vystupni veli¢iny
v, y”,.... Timto jsme pfevedli nelinearni diferencialni rovnici autonomniho obvodu (6.1) n-t¢ho
radu, kde ay, a;, ...a, jsou funkce y, na n diferencialnich rovnic prvého fadu.

Této soustavé lze pfifadit jednoduchou geometrickou interpretaci. Proménné x; , xz, ...x,
budeme povazovat za soufadnice tzv. zastupujicitho bodu M

t |X3 zastupujici v n — rozmérném prostoru. Kazdému bodu tohoto prostoru
Mo[x1,X2,X3] bod odpovida ur¢ity stav systému. Proto se tento prostor nazyva
M[x,X2,X3] stavovy prostor. Proménné x; , x, , ...x, maji vkazdém

X casovém okamziku urcité hodnoty a urcuji tedy polohu

' zastupujiciho bodu M v kazdém casovém okamziku — obr.

6.3. Podle toho, jak se proménné s casem meéni, meni s i

poloha zastupujiciho bodu. Kiivka, kterou piitom bod
opisuje, se nazyva stavova trajektorie.

stavova
X2 trajektorie

Obr. 6.3 Stavovy prostor . ., i .
Stavovou trajektorii rozumime kiivku ve

stavovém prostoru, kterd spojuje vSechny body /x;, x2, ...x, / , jimiz systém postupné pii svém
pohybu prochazi. Cas systému se v této interpretaci stava nezavisle proménnou parametrického
vyjadieni stavové trajektorie.

Ptejdeme-li zn — rozmérného stavového prostoru do n = 2-rozmérného prostoru,
prejdeme do stavové roviny. Rovnice (6.1) ptejde do jednoduché rovnice

azy"(t)+a1y'(t)+a0y(t)=O (6.4)

ktera se nejcastéji vyskytuje ve tvaru

y'+g(y')+fly)=0 (6.5)

kde f(»), g(v) jsou nelinearni funkce proménnych y a y” Touto rovnici jde popsat velmi mnoho
nelinearnich systémi, a proto ji budeme povazovat za vychozi rovnici pro demonstraci metody
stavové roviny. Zdiiraznéme, ze v této rovnici neni explicitné vyjadien Cas.

Substituci zavedeme podle (6.2)

X, =
=y (6.6)
X, =Yy
a touto substituci pievedeme rovnici (6.6) na soustavu rovnic prvniho fadu
,dx,
Xl = d_ = )C2
dt (6.7)
, dx
Xy =7t2= _g(x2)_f(xl)
a podé€lenim druhé rovnice prvni dostaneme
dx, __g(x,)+f(x,)
= (6.8)
dx, X,
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Toto je rovnice stavové trajektorie v diferencidlnim tvaru.

X2 Kdybychom ji dovedli vyfesit, ziskali bychom skute¢nou rovnici

/— kiivky ve stavové rovin¢ a touto kiivkou by byla stavova

~ X1 trajektorie. Rovnice (6.8) neni sice obecné analyticky feSitelna,

k J Mo 1ze ale pouzitim nékterych grafickych konstrukci jeji feseni ziskat
a timto feSenim je prave stavova trajektorie.

Podle obr. 6.4 je stavova trajektorie kiivka ve stavové
roving. Jak souvisi stavova trajektorie s feSenim pivodni rovnice
(6.5)? Cely postup feSeni rovnice (6.5) je na obr. 6.5.

Obr. 6.4  Stavova trajektorie

nelinedrni systém 2.iddu substituce: soustava rovnic 1.7ddu:
rovnice: X, = dx
A=Y 2
y'+gly')+f(y)=0 X, =y

d
primé feseni X =2 =—g(r)- f(x)
* neni mozné

Casovy pribéh pievod do stavova di alni .
trajektorie:  grafické iferencialni tvar rovnice

regulované veliciny y(1): ~ Casove konstrukce  Stavové trajektorie:

y, domeny: 3 X : dx, g(x,)+f(x,)
V\ PNy <:I dx;, X,
‘ NN

moznost posouzeni
stability

Obr. 6.5 Postup pri reSeni nelinedrniho systému metodou stavové roviny

Protoze neni mozné piimé analytické ani grafické feseni vychozi nelinearni diferencialni
rovnice druhého tadu (6.5), pfevedeme tuto rovnici substituci (6.6) na soustavu diferencidlnich
rovnic prvniho tadu (6.7). Ty byvaji zdkladem numerického FeSeni systému. Pfi feSeni
metodou stavové roviny pievedeme tuto soustavu na jednu diferencidlni rovnici prvého tadu
(6.8). Tuto rovnici dovedeme fesit graficky a to tak, ze grafickymi konstrukcemi nakreslime jeji
feSeni a to je prave stavova trajektorie. Ta je ovSem v soutadnicich x; — x;, €ili ve stavové roving.
Stavova trajektorie ndm sice umozni urcit stabilitu daného nelinedrniho systému, ale to je
vétSinou malo. Obvykle chceme feSeni ve tvaru ¢asového pribehu regulované veli€iny y(z), které
je mozné ze stavové trajektorie ziskat. Timto problémem se zabyvaji metody vyjadreni ¢asu ve
stavové roving.

6.2.2 Konstrukce stavové trajektorie
a) Metoda izoklin

Metodou izoklin miizeme obecné fesit nelinearni diferencidlni rovnice prvniho fadu
r_
y'=flx,) (6.9)

Touto rovnici je uréeno, ze libovolnému bodu [x,y] je pfifazena smérnice y; tj. smérnice tecny
k feseni rovnice (6.9), kdyby toto fesSeni danym bodem [x,y] prochazelo.
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Podle metody izoklin volime postupné za y” konstanty x;, k3, ... k; a vroving x —y
nakreslime kiivky

k= f(x,) (6.10)

podle obr. 6.6. Tyto kiivky nazyvame izoklinami, nebot’ jsou to geometrickd mista bodu o stejné
smérnici (k feSeni dané diferencidlni rovnice). Kazdé feSeni rovnice (6.9) — tedy partikularni
feSeni — které¢ prochdzi nekterym bodem izokliny, musi mit vtomto bod¢ smérnici, kterd
odpovidd dané izokliné a je na ni vyznaCena kratkymi useky. Proto na kazdou izoklinu
nakreslime kratké useky o dané smérnici

y K, =Y 6.11)
dy% dx
dx ki

(je-li napt. x; = 2, je smérnice vedena pod thlem ¢,

kde tga = % =2,atedy a =arctg2=63,5°.
X

Mame-li sestrojit feSeni rovnice (6.9),
prochézejici bodem A4 uréenym pocatecni podminkou,
postupujeme nésledovné: bodem A4 vedeme
rovnobézku s nejbliz§i smérnici (na nejblizsi
izoklin€) a to az do bodu B, ktery lezi ,,uprostied
mezi dvéma izoklinami. Z tohoto bodu vedeme
rovnobézku se smérnici odpovidajici dalsi izoklin€ atd. Jsou-li izokliny dostate¢né husté, je
lomené ¢ara nahraditelna plynulou kiivkou a ta je partikularnim feSenim diferencialni rovnice
(6.9).

Obr. 6.6

Aplikujme nyni tuto matematickou metodu izoklin na feseni rovnice (6.8)

dx, _ g(x2)+f(x1)

dx, X,
dx,
Je ziejmé, Ze feSeni provadime v soufadnicich x; — x,, tj. ve stavové rovin€. Za derivaci dx
1

pokladame postupné konstanty x;, ko, ..., &, a kreslime izokliny o rovnici
glx, )+ flx

L= ( 2) ( 1) (612)

X,

Pocateénim bodem sestrojujeme popsanym zplisobem feSeni rovnice (6.8) a to je stavova
trajektorie.

Piiklad 6.1: Reste nelinearni regula¢ni obvod podle

obr. 6.7, kde dvoupolohovym regulatorem typu 1,25 oy
idedlni relé regulujeme integracni regulovanou Gy (S )_ s(l 25 +1) >
soustavu. Sestrojte odezvu regulované veli¢iny na i
jednotkovy skok fidici veli¢iny na vstupu obvodu. Au
. . 2— e
ReSeni: Z pfenosu regulované soustavy ziskame jeji / — W
rovnici —1-2

1,25y" + y'=1,25u Obr. 6.7

Ze vztahu e = w—y vyplyva y = w — e, coz dosadime do rovnice soustavy, abychom ziskali
rovnici regulaéniho obvodu (rovnici délime hodnotou 1,25)
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(w— e)" +0,8(w— e)’ =u
Protoze je w(t) =1,je w/=w”=0 atedy
e" + 0,88' =—u
Zavedenim substituce x; = e, x; = e’ dostaneme rovnice
X =X,
x, =—0,8x, —u
a jejich pod¢lenim dostaneme rovnici stavové trajektorie v diferencidlnim tvaru

dx, ~ 08x,+u

dx, X,

Akeni veli¢inaje u =2 pro e >0 (Cili x; >0) a u=-2 pro e <0 (¢ili x; <0). Tim padem
se rovnice stavové trajektorie rozpadne na dveé rovnice

dx 0,8x, +2 dx, -2

x;>0: 222 — — X, =

! dx, X, e 2T 108
d 0,8x, —2

x; <0 T2 0% — N X, = 2
dxl xZ dxl K+0,8

Resime samostatné v pravé a levé poloviné stavové roviny. Izokliny jsou polopiimky
rovnobézné s osou x; a cela konstrukce stavové trajektorie je na obr. 6.8 pro pocatecni bod [1;0]
(podle zadani feSime odezvu na jednotkovy skok fidici veli¢iny w a proto musi byt regulacni
odchylka e(0) = x;(0) =1 a e10) =x(0) =0 ... je to vidét z obr. 6.8). Zjistime, ze kiivka, kde

reguldtor pfepind je osa x» (pfepinaci kiivka). Na ni dochazi vzdy k ostrému zlomu stavové
trajektorie.

X2 piepinaci

kiivka
=12 ol
:2 | ° A Y
b 0.6
K:3 K=-
s 0.4

k=10 F "0‘2'+K:'10

k=-00 -0,6 -0.4 -0,2 10 0.2 0.4 0,6 0.8

k=-10 -0,2
1-0.4
K:_S 1 —_
7— k=3
1-0.6 /,

08 / 7 Kk=2
K=-3 i 1, /

- / /
=243 2 <

Obr. 6.8
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Casovy pribéh regulaéni odchylky e(?) lze zkonstruovat metodami, které budou uvedeny
v dalsi kapitole, ale na obr. 6.8 jiz tento pribéh je. Zname-li pritbéh e(?) je snadné ziskat prabch
regulované veli¢iny y(?) podle vztahu
y=w—-e=1—-e

protoze jsme sestrojovali odezvu na jednotkovy skok fidici veli¢iny w(?). Pribéh y(?) je rovnéz
sestrojen na obr. 6.8.

b) Metoda pomocnych kiivek

Rovnici izoklin nelze vzdy tak jednoduse vyjadtit jako v pfedchozim ptikladu. Zejména
jestlize jsou funkce g(y) a f{y) slozité anebo jsou dany experimentdln¢ ziskanymi
charakteristikami. Pak je pro konstrukci stavové trajektorie vyhodny nésledujici graficky zptisob.
Jeho vyhoda spociva také v tom, Ze nemusime kreslit celé pole izoklin jako u metody izoklin, ale
v podstat¢ kreslime jenom ty izokliny, kudy stavova trajektorie prochazi.

Metoda izoklin ndm ukézala, Ze nelinearnimu systému popsanému rovnici (6.8) mizeme
ve stavoveé roviné sestrojit pole izoklin. V kazdém bod¢ stavové roviny tedy existuje smérnice
k stavové trajektorii, kdyby tudy stavova trajektorie (pfi vhodné pocatecni podmince)
prochéazela. Metoda pomocnych kiivek je pravé metoda, kterd nam tuto smérnici v libovolné
bodé¢ stavové roviny umoziuje sestrojit.

Ve stavové roviné sestrojime dvé pomocné kiivky o rovnicich
X =-8 (xz )
x,=f (xl)

kde funkce g(x;) a f(x;) vezmeme z Citatele pravé strany rovnice (6.8). Smérnici stavové
trajektorie v libovolném bode¢ [x;9.x29] stavové roviny pak sestrojime takto — obr. 6.9:

(6.13)

Danym bodem vedeme rovnobézky se

N X2 X,=f(X;) soufadnymi osami x;, x. Pofadlvlim a = f(x)
N\ naneseme od osy x; na rovnob&zku s osou Xx;

a dostaneme bod A. Z priseciku této
rovnob&zky s pomocnou kiivkou x, = —g(x,),

[X10-X20]

oznacime ho jako bod B, spustime kolmici na
osu x; — oznatime jako bod C. Kolmice ke
spojnici AC pak udavd smérnici stavové
trajektorie v daném bodé [x;¢ . x2¢].

Spravnost konstrukce vyplyne ze
vztahu

(1)~ [gx30)] _ S(x1)+ &(x)

Y20 Y20

ga =

kde tga je smérnice stavové trajektorie a ta
odpovida rovnici (6.8). Znaménko smérnice je
kladné proto, Ze pro pfipad na obrazku 6.9 je

fx1)<0, g(xz) <0.

Lienard ukézal vyhodu této metody pro ptipady, kdy v rovnici (6.5) je f(y) linedrni
funkci, coz byva pomérné asto. Tuto rovnici pak znamou substituci pfevedeme na tvar

Obr. 6.9
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X1=-g(x) a  [x,

dxz :_g(x2)+xl (614)
dx, X,

Budeme-li aplikovat uvedenou
metodu sestrojeni smérnice stavové

trojtihelniku a pfimku x,

Obr. 6.10

trajektorie na tento piipad zjistime, Ze
pomocna kiivka x,=f (xl) je zde

pfimkou x,=x, jdouci pocatkem pod
uhlem 45°. Konstrukce smérnice se zde
redukuje na sestrojeni pravouhlého

=X, neni vibec zapotfebi sestrojovat. Uvedena konstrukce pro

linearni funkce f{y) se nazyva Lienardovou konstrukei.

Nyni dovedeme sestrojit v libovolném bod& stavové Xi=-g(X2) (X2 x=f (x1)
roviny smérnici k stavové trajektorii (bud’® obecnou metodou B NS D
nebo Lienardovou konstrukei). Jak nyni sestrojit stavovou C
trajektorii?

Resme tulohu sestrojit stavovou trajektorii obvodu /
popsané¢ho rovnici (6.5) a vyhovujici pocatecni podmince, / \

zobrazené¢ bodem A ve stavové rovin€. Sestrojime pomocné

Obr. 6.11

kiivky o rovnicich (6.13). V ptipad¢, ze f(y) je linearni funkce,
druhou kfivku nekreslime. V bod€ A4 sestrojime smérnici stavové trajektorie (obecnou metodou
nebo Lienardovou konstrukei). V blizkém bod¢ na této smérnici (ozna¢me ho B) znovu

BH CH AH

Priklad 6.2: Regulacni obvod podle obr. 6.13 se sklada

z nelinearniho regulatoru

charakteristikou typu nasyceni a zlinearni regulované
soustavy dané pifenosem Ggs(s). Nakreslete stavovou

Gqls)=
S( ) s(s + 1)
trajektorii tohoto obvodu pro pocateéni podminky y(0) = o
0,8 a y10) =0. 40;

ReSeni: Rovnici regulované soustavy ziskame z jejiho

prenosu

sestrojme smeérnici stavové trajektorie. Na ni zvolme blizky
bod (oznacme ho C) a vném ... Jestlize body 4, B, C,
...volime dostatecn¢ blizko sebe, je obalka smérnic v téchto
bodech stavova trajektorie — obr. 6.11.

Neékdy je vyhodné, zvlaste je-li f(y) linearni funkce,
nahrazovat smérnice kruhovymi oblouky, jak je to
naznaeno na obr.6.12. Stavova trajektorie se sklada
z kratkych kruhovych oblouckt, opisovanych z bodi 4”7 B”,
... jako stfedl, pfimo v bodech 4, B, ... Body 4”7 B’ ...
vSak nejsou stiedy kiivosti, metoda je jen pfiblizna a jeji
piesnost opét zavisi na hustoté bodu.

daného statickou 0,02

Obr. 6.13

y'+y"'=0,02u

Rovnice regulatoru je dana neline4rni funkci, ur€enou statickou charakteristikou

a proto je

u=fle)

Y+ =0,02f(e)=0
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Jelikoz je statickd charakteristika lichou

xi=-g( X2 funkci, je f(e) = -f(-e) a rovnice ma tvar
=
[ ! y'+'+0,02f(-¢)=0
|
i ProtoZe tento obvod neni buzen (w = 0) je
: e =w—y = -y adosazenim tohoto vztahu
| obvod  vlastné  uzavirame.  Rovnice
; ! ; ; I feného regulacniho obvodu je tedy
04 |02 02 08 uzaviené
WA Y+ +0,021(y)=0
i ’ Zavedenim substituce x; =y, x; =y’
| 0.4 pfevedeme tuto rovnici na tvar
’ dx, _ % +0,02f(x1)
Obr. 6.14 dxl x2

K obvodu, danému touto rovnici, budeme sestrojovat stavovou trajektorii metodou
pomocnych kiivek. Nelze pouzit Lienardovy konstrukce, ponévadz 0,02.f(y) neni linearni
funkci. Stavova trajektorie pro pocateéni podminku x;(0) = 0,8 a x,(0) = 0 je zkonstruovana na
obr. 6.14.

c) Metoda &
Metoda ptedpoklada, Ze 1ze rovnici (6.5)

" +g()+ fly)=0
pievést na tvar
y"+y+D(y,y')=0 (6.15)

Funkce D(y,y’) je obecna nelinedrni funkce proménnych y, y” Pro blizké okoli zvolené¢ho bodu
P ji nahradime konstantou &

D(y,y')=6 (6.16)

jejiz hodnotu spocitdme jako funkéni hodnotu dané funkce D(y,y) v bodé P. Rovnice (6.15) pak
ma tvar

Y'+y+0=0 (6.17)
Zavedenim substituce x; =y, x; =y’ pfevedeme tuto rovnici na tvar

dx,  x+6

= 6.18
dx, X, (6.18)

To, jak uz bylo feceno, je diferencidlni tvar
rovnice stavové trajektorie a ptimo udava jeji smérnici.
Ptedchozi metodou pomocnych kiivek jsme dovedli tuto P [x1, x2]
smérnici v libovolném bod¢ stavové trajektorie sestrojit.

A toto je také cil metody 6. Konstrukce celé stavové

trajektorie pak uz bude stejna jako u metody pomocnych

ktivek. ¢
. o ., L. Q///&\

Na obr. 6.15 je zplsob sestrojeni smérnice
v obecném bodé¢ P stavové roviny. Tato smérnice je L
vyjaddiena pomoci vyrazu O, ktery je spoCitdn ve
vypo¢tovém bod¢ P [x;, x,/. Na ose x; je realizovan Obr 6.15
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vyraz x; + 0 tak, ze za predpokladu o > 0 je na opacnou stranu jak x; nanesen usek o.
Dostavame tak bod Q , na jehoz spojnici QP je pravé kolma hledana smérnice.

Spravnost konstrukce dokédzeme vypoftem smérnice pifimky, kterou vydadvame za
smérnici stavové trajektorie:

1g(00°+a)=—— -1 __xu*o (6.19)
tga X, X,
X, +0

a to je podle rovnice (6.18) skutecné smérnice stavové trajektorie.
Ptedpokladame-li pro nejblizsi okoli bodu P konstantni &, 1ze rovnici (6.18) upravit

x, dx, =—(x, + 8)dx,
a integrovat
X+ (x, +6) =7 (6.20)

To je rovnice kruznice o poloméru » = QP a sttedu Q /-6, 0]. Stavovou trajektorii sestrojime z
kratkych kruhovych obloukt tak, ze zaéneme z dané¢ho pocatecniho bodu. Ur¢ime hodnotu o a ze
stitedu [-6, 0] opiSeme kratky obloucek. Na ném zvolime dalsi blizky bod a k nému uréime znovu
o, opiseme dalsi obloucek a tak postupujeme dale a postupné sestrojujeme stavovou trajektorii.
Vyhodou této metody je to, ze oblouky o sttedu [-0, 0] jsou skutecné oskula¢ni kruznice.

Priklad 6.3:  Sestrojte stavovou trajektorii
nelinearniho regulacniho obvodu popsaného
diferencialni rovnici

»"+0,33y +(1+0,58y ) y =0

pro pocate¢ni podminky y(0)=0, y'(0)=2 .

Re$eni: Rovnici upravime na tvar (6.15)
" +y+0,33)'+0,58)° =0

Funkci D(y, y')=0,33y"+0,58y° pokladdme

vzdy pro kazdy vypoctovy bod za konstantu 6.
Ta je po zavedeni proménnych x; , x;

5 =0,33x, +0,58x;

Konstrukce stavové trajektorie je na obr. 6.16
a to pro pocatecni podminky
x(0)=0, x,(0)=2. Vypodet pro prvnich Sest
vypoctovych bodi je v tabulce tab.6.1.

Obr. 6.16

C. X7 X2 5 C. X1 X2 5

1 0,0 | 2,00 | 0,66 4 1,0 | 1,28 | 1,00

2 0,4 | 1,81 ] 0,63 5 1,2 | 0,94 | 1,31

3 0,6 | 1,52 ] 0,80 6 1,3 | 0,68 | 1,50
v Vvpocet 6
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6.2.3 Vyjadreni ¢asu ve stavové roviné

Parametry systému se méni v Case, poCinaje Casem ¢ = 0.
Uvazujeme-li jako systém regulani obvod, méni se v case jeho
jednotlivé veli¢iny, nas obvykle nejvice zajimé, jak se méni
s casem regulovana veli¢ina y. U nelinedrniho systému, ktery
feSime metodou stavové roviny a sestrojujeme stavovou trajektorii
nam chybi udaj o Case, ve kterém se systém popisovany polohou
zastupujiciho bodu na stavové trajektorii nachazi — obr. 6.17. Pouze
je jasny pocatecni bod, d¢j zacina v ¢ase ¢ = (.Jak vyjadiime cas ¢,

ve kterém piejde obvod z bodu 4 do bodu B na stavové trajektorii?

Vyjdéme ze substituce (6.6)

Obr. 6.18

Obr. 6.17
x=y; x,=)
odkud mizeme vyjadfit
dx,
X, =— 6.21
2= (6.21)
a jestlize chceme vyjadfit ¢as, dostaneme nejdiive
dt = (6.22)
X,
a potom integraci
Xp 1
ty—t, = [—adx, (6.23)
X, X,

Podle tohoto vztahu bychom mohli spocitat ¢as, ve kterém ptejde systém z bodu 4 do bodu B.

N y . 1 . :
Graficky by to znamenalo sestrojit kiivku pfevratné hodnoty — v zavislosti na x; a

X,

planimetricky urcit plochu pod touto kiivkou z x4 do xz To je spiSe teoreticka varianta nez

prakticka.

Neékdy se ve vztahu (6.22) prejde od hodnot nekone¢né malych k hodnotdm konecné

malym

Obr. 6.19
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Ax
At=—1 (6.24)

X,
Tato rovnice udava ptiristek Casu A¢ v daném intervalu, kde
X, je stfedni hodnota x, na tomto intervalu, jak je naznaceno

na obr. 6.18. Stouto metodou se da pomémné jednodusSe
stavova trajektorie okdtovat Casem.

Pokud se nam podaii okdtovat stavovou trajektorii
Casem, neni uz problém ji prevést na ¢asovy pribeh regulované
veli¢iny. Staci si uvédomit, Ze soufadnice stavové roviny jsou
vlastné¢ y —y’ regulovana veli¢ina y a jeji derivace y” To nam
fika substituce (6.6). A stimto poznanim uz neni zadny
problém pievést stavovou trajektorii, kde je vyznacen cas, do
casového prubéhu y(?) — obr. 6.19. A je dobré si ujasnit prabeh
Casu ve stavové roviné. Pfipomenime, ze geometricka
interpretace stavové trajektorie je pohyb zastupujiciho bodu
v této rovin€. Zastupujici bod zde zastupuje systém respektive
jeho stav.



Je ale mozné a v praxi velmi pouzivané pievést na ;
casovy prubéh regulované veliCiny stavovou trajektorii, %{g R x2=y'
ktera neni okotovana casem (uloha na obr. 6.19 byla -
pfeurcena — hodnoty x;, jsme viibec nepouZzivali). Pouzijeme
k tomu metodu, kterd by se také dala nazvat metodou
izoklin, protoze tam opét budou vystupovat geometricka
mista bodi o konstantni smérnici. V tomto piipade to ale
bude smérnice Casového pribéhu y(z) a nikoli smérnice
stavové trajektorie. Aby se to nepletlo s predchazejici
metodou izoklin, tak zde radé&ji tento ndzev nepouzivejme.

Vyjdeme ze skutecnosti, ze kazdy bod stavové
trajektorie je dan hodnotami x; a x, neboli y a y’ Pii
prevadeéni ze stavové roviny do soufadnic 7 — y nebudeme
sice znat hodnoty ¢ a y jako na obr. 6.19 (s vyjimkou ¢ = 0),
ale budeme znat hodnoty y a y” Pro volen¢ hodnoty y si na
vodorovnou piimku (to je izoklina!) kratkymi useky
vyznaime smérnici, odpovidajici y’ (y=dy/dx=Ay/Ax).
Pak za¢indme v bod¢ ¢ = 0 a prokladdme kiivku y(?) tak,
aby stale byl jeji smér shodny se smérnicemi y’ Postup
bude 1épe patrny z ptikladu 6.4.

Priklad 6.4: Sestrojte stavovou trajektorii nelinearniho
systému, kterym je nelinedrni regulacni obvod o rovnici

¥ +0,5y +(1+0,55% )y =0

()]
I

[ t[s]

pro pocateni podminku danou bodem [-2; 0]. Tuto Obr. 6.20
trajektorii  sestrojte  metodou  grafické  konstrukce

s pomocnymi kfivkami. Potom pieved'te sestrojenou stavovou trajektorii na Casovy prubé¢h
regulované veli€iny y.

ReSeni: Substituci (6.5) prevedeme rovnici obvodu na rovnici stavové trajektorie

dv, 055, +(1+01x)x
dx, X,

Pomocné kiivky budou mit rovnice
x, =-0,5x,

x, = (140,122 I,

Musime pouzit obecnou metodu, nelze pouzit Lienardovy konstrukce. Vyslednd stavova
trajektorie pro dané pocate¢ni podminky je na obr. 6.20. A na tomto obrazku je také uvedena
plna konstrukce ¢asového pribéhu regulované veliiny y podle uvedené metody.

vvvvv

sméru ruci¢ek hodinovych a nikdy naopak. Je to proto, Ze v horni poloviné stavové roviny je

podle rovnice (6.21)

_dx,
dt

a proto ma stavova trajektorie smér zleva doprava, nebot’ s rostoucim casem se musi Xx;
zvétsovat. Naopak v dolni poloving je

>0

X,
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_dx
dt

<0

X
a stavova trajektorie ma smér zprava doleva.

Podobné je mozno konstatovat, Ze v okamziku, kdy stavova trajektorie prochdzi osou x;,
musi ji prochazet kolmo, smérnice musi byt kolma na osu x;, protoze na ose x; je x; = 0 atudiz

dx, _ gln)+/(x) _ gle)+f(x)

dx, X, 0

6.2.3 Singularni body
Vyjdéme z rovnice nelinearniho obvodu druhého tadu (6.5)
v+ )+ f(v)=0

z niz dostaneme rovnici stavové trajektorie (6.8) v diferencidlnim tvaru

dx, __g(x2)+f(xl)

dx, X,

Piipomenme si grafické feSeni této rovnice metodou izoklin. Derivaci na levé strané
rovnice jsme poloZzili rovnu konstanté x; a rovnice byla rovnici izokliny. Pro riznad x; jsme
dostali celou fadu izoklin a na nich byla vzdy vyznacena smérnice, ktera platila na celé izoklinég.
Takze jsme mohli konstatovat, ze kazdému bodu stavové roviny je piifazena jedna urcitd
smérnice. Samoziejm¢ myslime smérnice ke stavové trajektorii, kdyby ta danym bodem
prochézela za danych pocate¢nich podminek.

Neni tomu tak pfesné. Existuji body, ve kterych neexistuje zddnd smérnice a body, ve
kterych je smérnic nekonecné mnoho. Jsou to takové body, kdy je Citatel i jmenovatel v rovnici
(6.8) soucasn¢ roven nule

g(x2)+f(xl):0

x,=0

(6.25)

Takovychto bodli miize mit syst¢tm kone¢ny i1 nekonecny pocet, mize mit jeden takovy bod
anebo i1 zadny. V téchto bodech neni jednozna¢né definovana hodnota smérnice dx, /dx;
k stavové trajektorii, a tim padem muze timto bodem prochézet nekonecné¢ mnoho trajektorii
anebo zadna trajektorie. Tyto body se nazyvaji singularni body systému. V okoli singularnich
bodii jsou mozné nejriiznéjsi pripady, pokud se tyce existence a jednoznacnosti feSeni a tvaru
stavovych trajektorii. Z hlediska pozdé¢jSiho vySetfovani stability systému a chovani systému
maji tyto body velmi diilezity vyznam.

Singularni body, odpovidajici systému popsanému rovnici (6.5) a tim padem i (6.8) musi
samoziejm¢ lezet na realné ose, ponévadz pro né plati x; = 0. OvSem pro obecny nelinearni
systém druhého fadu tomu tak neni a singularni body mohou lezet obecné i mimo realnou osu.

Rovnici (6.8) jsme ziskali podélenim obou rovnic v soustaveé rovnic (6.7)

x'—% X

1T T

, d
x2=§=—g(x2)—f(xl)

a to znamena, ze v singularnich bodech bude soucasné také
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,dx,
X =—

_n. " dxz
o0 = (6.26)

To znamena, Ze jsou vném rychlosti zmén v jednotlivych osiach nulové — systém je
v rovnovazném stavu. V singularnich bodech jsou splnény podminky rovnovahy systému. Bude
ovSem zalezet na tom, zdali stavova trajektorie ma smér do singularniho bodu — v tom ptipadé
bude tento rovnovazny stav stabilni a systém se bude chovat v okoli tohoto rovnovazného stavu
jako stabilni systém. Anebo bude mit stavova trajektorie smér od singularniho bodu a v tom
pfipadé se bude jednat o nestabilni rovnovdzny stav a nestabilni systém v okoli tohoto
singularniho bodu. Na toto navazeme v kapitole o stabilit¢ nelinedrnich systémd.

Singuldrni body jsou tedy takové, kde neni urCena smérnice stavové trajektorie.

uzel uzel uzel
(stabilni) (nestabilni) X2 (nestabilni) X5
T
sedlo
stred (vzdy X
X2 (stabilnp) | X (nestabilnf) X2 . nestabi %/
B s Ny ) \7(
= (O 2=

Neprochazi jim jedna, ale vétSinou nekonecné mnozstvi stavovych trajektorii. Podle pribéhu
stavovych trajektorii singularnim bodem se nazyvaji singularni body uzel, sedlo, stied a ohnisko.
Ohnisko miizeme definovat jako singularni bod, ke kterému sméftuji spiralni trajektorie (nebo se
od né¢ho vzdaluji), uzel jako bod, ke kterému sméfuji asymptotické ¢ary, sedlo, kolem n¢hoz jsou
hyperbolické trajektorie, které jim neprochéazeji a stied, kolem n¢hoz jsou trajektorie kruznice
nebo elipsy. Zndzornéni je na obr. 6.21.

Priklad 6.5: Urcete singularni body systému, popsaného rovnici

10
y”—(O,l—?y’zjy'wwz =0
ReSeni: Zavedenim substituce x; =y, x, =y’ pejde rovnice v soustavu dvou rovnic

r_
X=X

X, = [0,1—?x22jx2 —x, =X

Pro singularni body musi soucasné platit x;"= 0, x,"’= 0, tedy
10
x,=0; (O,l—;xisz—xl—xfzo

Této soustaveé rovnic vyhovuji dva body, které jsou feSenim soustavy, a to [0. 0] a [-1, 0]. To
jsou singularni body systému.
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6.3 Stabilita nelinearnich systém
6.3.1 Obecné o stabilité

Stabilita je nejdilezitéjsi vlastnosti regulacnich obvodi, at uz linedrnich nebo
nelinearnich. Stabilita nelinedrnich obvodi je Siroky pojem, ktery se odliSuje od stability
systémt linearnich.

Stabilita linearnich systému je vlastnost téchto systémi a nezavisi na jejich okamzitém
stavu ani na vstupnich signéalech ¢i pocatecnich podminkach. VétSinou se stabilita linedrniho
systému definuje jako jeho schopnost vratit se do rovnovazného stavu, jestlize skoncilo ptisobeni
signalu, ktery jej z tohoto stavu vyvedl.

Pro nelinearni systémy je tato definice jiz nepostacujici a to z mnoha divodu, které budou
v dal$§im uvedeny (napf. rovnovaznych stavi je u nelinearnich systému vice — odpovidaji jim
singularni body).

Nejdiive o rozsahu platnosti stability u nelinedrnich systémti. Linedrni systém je stabilni
nebo nestabilni pro jakékoliv poc¢ate¢ni podminky. Toto muze za jistych okolnosti platit i pro
nelinedrni systém. V tomto piipad¢ pak mluvime o globalni stabilité (n¢kdy téz o stabilit¢ ve
velkém). Systém je globalné stabilni, je-li stabilni pro vSechny pocate¢ni podminky.

U nelinedrnich systému se vSak Castéji setkdvame se stabilitou pti malych vychylkach, pii
malych pocate¢nich podminkach, pouze v jistém okoli rovnovazného stavu. V tomto ptipadé pak
mluvime o lokalni stabilité (n¢kdy o stabilit¢ v malém). Systém je stabilni lokalnég, je-li stabilni
pro poc¢atecni podminky uvnitt libovolné malé oblasti kolem rovnovazného stavu.

Jeli systém stabilni globalné, je automaticky stabilni 1 lokdlné. Naopak to neplati.
Pozadavek na lokalni stabilitu je slabsi.

Ted si vSimnéme ustalenych stavii nelinedrnich systémd, to je stavl systému pro cas
jdouci k nekonecnu (¢ — o). Na rozdil od linearnich systém, které maji pouze jediny ustaleny
stav (anebo se viibec neustaluji a jsou nestabilni), mohou u nelinedrnich systému vzniknout dva
typy ustalenych stavii:

e rovnovazné ustalené stavy (také zvané klidové stavy)
e periodické ustalené stavy (periodicka feSeni reprezentovana meznimi cykly)

Rovnovazny ustaleny stav se vyznacuje nulovymi rychlostmi v jednotlivych osach — je
to stav klidu, jednotlivé veli¢iny se neméni.

Periodicky ustaleny stav se vyznacuje kmity o konstantni amplitudé a frekvenci
(nezaménujme tento stav se stavem na hranici stability u linearnich systémi — to neni ustaleny
stav, jakoukoliv malou zménou parametrii se obvod dostane do stabilniho nebo nestabilniho
stavu).

Jestlize vySetfujeme stabilitu nelinedrniho systému, pak vétSinou
nemluvime o stabilit¢ systému, ale o stabilité jeho rovnovaznych stavi,
které mohou byt bud’ stabilni anebo nestabilni.

Casto se stabilita systému vrovnovazném stavu vysvétluje na
prikladu kyvadla. Kyvadlo podle obr. 6.22 ma dvé klidové polohy — jednu,
je-li tézisté kyvadla v klidu kolmo pod bodem upevnéni a druhou, je-li téziste
kyvadla kolmo nad bodem upevnéni. Prvni poloha je stabilni, druha
nestabilni, nebot’ pii malém vychyleni nastdva pohyb kyvadla doltu z této

.....

Obr. 6.22
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tedy zfejmé, ze ma smysl mluvit pouze o stabilit¢ klidovych stavi, ve kterych systém bez
pusobeni vnéjSich podnétlh mize zistat. Toto jsou tzv. rovnovazné stavy systému.

U rovnovaznych stava jsou derivace stavovych veli¢in nulové. To jsme konstatovali
v kapitole o singuldrnich bodech — rovnice (6.26) — a toto tvrzeni pochopitelné miizeme zobecnit
na systémy i vysSich rada

, _dx

dx
X, =2

2 dt

;X
dt

==

: : =0; .. (6.27)

a témto staviim odpovidaji singuldrni body systému.

Nelinearni systém ma tolik rovnovaznych stavl, kolik existuje feSeni soustavy rovnic
(6.27). U linearnich systému je soustava (6.27) linedrni soustavou, ma jedno feSeni a proto u
linedrnich systémt existuje pouze jeden rovnovazny stav. U nelinearnich systému jich mize byt
nula ¢ili zddny, jeden, dva 1 vice a také nekone¢né mnozstvi.

Tedy napft. systém druhého fadu je v rovnovaze — je v ustaleném stavu — jsou-li rychlosti
v jednotlivych osach nulové, tj. plati-li rovnice (6.26)

,dx, ,  dx,
Sy

Témto ustalenym staviim odpovidaji body stavové roviny, ve kterych nejsou definovany
smérnice stavové trajektorie. Témito body mize prochédzet az nekone¢né mnoho trajektorii a jsou
to tedy singularni body.

Maji-li stavové trajektorie v okoli singularniho bodu smér dovnitf, spéje systém ke
stavu klidu a tento rovnovazny stav — tento singularni bod — je stabilni. Naopak, jestlize
stavové trajektorie opousti singularni body, dostavaji se ze stavu klidu a tento rovnovazny
stav - tento singularni bod — je nestabilni. Samoziejmé toto miiZeme konstatovat téz o
systému nebo regula¢nim obvodu, ale bude

Eliitlabﬂni) to jenom lokalni stabilita systému i
2 X2 obvodu, protoZe tento miiZe mit jeSté jiné
singularni body — jiné rovnovazné stavy.
X X H i
I <X ¢ 1 Jako ptiklad si zobr. 6.21 vyberme

dva singularni body — dva rovnovazné stavy a

to dva typy uzll — stabilni a nestabilni. Mame

je znovu uvedeny na obr. 6.23. Jestlize se pfi

feSeni systému vyskytne singularni bod

stabilni uzel, jdou vSechny stavové trajektorie
do tohoto bodu, rovnovéazny stav je stabilni, systém je lokaIn¢ stabilni pro okoli tohoto
singularniho bodu. Pokud se vyskytne singuldrni bod typu nestabilni uzel, vychazeji vSechny
trajektorie z tohoto singuldrniho bodu, rovnovazny stav je nestabilni a systém je lokalné
nestabilni pro okoli tohoto singularniho bodu.

Druhym typem ustdlenych stavii nelinearnich systému jsou periodické ustilené stavy
(periodicka FeSeni). Jsou to ustalené vlastni kmity neboli autooscilace. Ve stavové rovin€ jsou
reprezentovany uzavienymi trajektoriemi, které s nazyvaji mezni cykly.

Mezni cykly mohou byt stabilni, nestabilni nebo téz polostabilni a polonestabilni — obr.
6.24. U stabilniho mezniho cyklu sméfuji trajektorie z blizkého okoli k tomuto cyklu, u
nestabilniho se z obou stran od n¢ho vzdaluji. U polostabilniho mezniho cyklu se trajektorie
z vnéjsi strany piiblizuji a z vnitini vzdaluji k pocatku a pfesn¢ naopak je to u polonestabilniho
mezniho cyklu.. VySetfeni meznich cykli v systému je velmi dilezité pro praxi. V regulacni
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polostabilni

]
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)

/-
\
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technice neni zpravidla zddny mezni cyklus Zadouci (vyjimkou jsou zde piiklady dvoupolohové
regulace — Zehlicka), 1 kdyZ 1ze n€kdy pfipustit kmity s malou amplitudou, které nejsou na
zavadu C¢innosti systému. U nékterych mechanickych systému zlepSuji tyto malé kmity celkové
chovani, napf. snizuji vliv suchého tfeni. Naproti tomu se téchto kmitl vyuZiva v oscilatorech,
kde pozadujeme mezni cyklus s dostate¢nou (a proménnou) amplitudou.

Oba typy ustdlenych stavii (rovnovazné stavy a ji odpovidajici singuldrni body i
periodické ustalené stavy) tedy mohou byt stabilni nebo nestabilni. U nelinearniho systému je
proto tieba rozliSovat stabilitu rovnovazného stavu a stabilitu periodického feSeni.

0O,

—

—nestabilni

Py

Obecnou myslenku stability rovnovaznych stavi
formuloval rusky matematik Ljapunov.

Podle Ljapunova je rovnovazny stav stabilni,

kdyz stavova trajektorie zacinajici v n¢jaké oblasti O;
stavové roviny zUstane uvnitf néjaké oblasti O;
(libovoln¢ velké) — obr. 6.25.

Déle je podle Ljapunova rovnovazny stav
asymptoticky  stabilni, kdyz je stabilni podle
pfedchazejici definice a navic se stavova trajektorie
ustdli ~ vrovnovazném stavu (daném  nékterym
singularnim bodem).

stabilni
oI

[ !
asymptoticky

stabilni Q

-

Je-li oblast O; pocatecnich stavii ohranicend, pak
hovotime o stabilité¢ lokalni (v malém), je-li neohrani¢ena — o stabilité¢ globalni (ve velkém).
Totéz plati o stabilité asymptotické.

U linearniho regula¢niho obvodu, pokud je stabilni, jde vzdy o globalni asymptotickou
stabilitu jediného rovnovazného stavu.

Piiklad 6.6:  Metodou stavové roviny s prubéhem stavové trajektorie vysSetiete stabilitu
nelinearniho regula¢niho obvodu podle obr. 6.26 pro skokovou zménu fidici veliiny w.

ReSeni: Rovnice regulované soustavy je

2y"+y' =u

L L 1)
Protoze y =w—e aprotoze u=e¢e" je
A

=

2(w—e)"+(w—e) =¢’

Pro jednotkovy skok w=1 pii t=> 0 je w'=w” =0 a
rovnice regula¢niho obvodu je

2"+ +e> =0
Zavedeme-li
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jsou rovnice systému
! —_—
X =X
r_ 3
x; =-0,5x, - 0,5x;
a rovnice stavov¢ trajektorie a z ni ziskana rovnice obecné izokliny

dx, X, + X, dx x;
=— ] “r X, =—
dx, 2x, - P 2+l
Prubéh izoklin je na obr. 6.27.
Pocatecni stav jsme urcili z uvahy, ze k=0 X2 1
prot=0jey=0,w=1 ! k=-0,5
e(0)=x,(0)=1 K= .
a z prubehu y(?) je ™~
e'(0)=x,(0)=0 11
©)=.0) -
Z prubéhu stavové trajektorie «=-20

pro pocatecni stav [/; 0] plyne, Ze se
dostava do rovnovazného stavu,
kterym je pocatek soufadnic, tj. bod =00 K=00 X2
[0; 0] . Je tedy tento rovnovazny stav -

asymptoticky stabilni. ! -1 0 1
Rovnovéazny stav odpovidajici

singularnimu bodu [0, 0] je jedinym
rovnovaznym stavem systému, jak k=20
plyne z feSeni rovnic I

x,=0

’ 3 K=-5
-0,5x, —0,5x; =0
. L . , r K=5

které ukazuje, Ze systém nema dalsi -1

K:'O,S K:O 1

singularni bod mimo [0; 0]. Protoze
Obr. 6.27

pro libovolné pocateCni stavy se
stavové trajektorie vZzdy dostanou do
rovnovazného stavu daného singularnim bodem [0, 0], je tento globaln¢ asymptoticky stabilni.

O stabilit¢ dané¢ho nelinedrniho obvodu tedy udélame tento zavér: Obvod ma jediny
rovnovazny stav dany singularnim bodem [0; 0] a tento rovnovazny stav je globalné
asymptoticky stabilni.

6.3.2 VySetrovani stability

Vysettovat stabilitu nelinearnich systémi sestrojovanim stavové trajektorie by bylo stejné
obtiznym ukolem, jako pocitat kofeny charakteristické rovnice u linedrnich systémi. My
potfebujeme rychlejsi a méné pracné metody pro urceni stability nelinedrnich systémd.

a) Metoda linearizace

V predchazejici kapitole bylo ukédzano, ze rovnovazné stavy nelinearnich systémii mohou
byt stabilni nebo nestabilni podle toho, budou-li se stavové trajektorie ve stavové rovin€ s casem
t — oo blizit k pfislusnému singularnimu bodu nebo se od néj vzdalovat.
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Stabilitu rovnovaznych stavli ve smyslu Ljapunova miizeme pro dany nelinearni systém
vySettit tak, Ze jeho rovnice linearizujeme v okoli kazdého rovnovazného stavu a zjistujeme
stabilitu ndhradniho linearniho systému.

Budeme opétn€¢ uvazovat pouze jednoduchy nelinedrni regula¢ni obvod, ktery jsme
uvazovali pfi feSeni metodou stavové roviny o rovnici (6.5)

v+ () + fly)=0
a ktery substituci (6.6)
X =Y
x, =y
pievedeme na rovnici (6.8)
dx, __g(x2)+f(xl)

dx, X,

Bez odvozeni — viz napi.[23] — uvedeme, Ze tento obvod mlzeme v kazdém jeho
singularnim bod¢€ [x;9 ,x29 | linearizovat. Pfi této linearizaci nahradime jeho rovnici linearni
rovnici

0 + 0 +
y” + [g(XZ) f('xl )] y!+ [g(XZ) f(xl )] y = 0 (628)
Ox ox
2 [Xm,xzo] 1 [xloaxzo]
Chovani systému a typy singuldrnich bodt (pritbéh stavovych trajektorii) jsou stejné. VySetfeni
stability zlinearizovaného obvodu plati i pro nelinearni obvod. Ovsem pouze v okoli singularniho
bodu, je to tedy lokalni stabilita. Je to vySetfeni stability dané¢ho rovnovazného stavu.

Stabilitu zlinearizovaného obvodu budeme urcovat jako u linearniho systému. To
znamend, ze kofeny charakteristické rovnice musi mit zdpornou realnou ¢ast a to urcujeme
kritérii stability platnymi pro linearni obvody. Ze stability zlinearizovaného obvodu usuzujeme
na stabilitu pfislusného rovnovéazného stavu systému a také na chovani nelinedrniho systému a na
prubéh stavovych trajektorii v blizkém okoli pfislusného singularniho bodu, ve kterém byla
linearizace provedena.

Zduraznéme: Rovnovazny stav nelinearniho systému bude stabilni jen tehdy, budou-li
koteny charakteristické rovnice lezet v levé komplexni poloroving.

Ma-li charakteristickd rovnice kofeny s kladnymi redlnymi ¢astmi, je rovnovazny stav
systému (singularni bod) nestabilni. Mé-1i n€ktery kofen nulovou redlnou ¢ast, neni mozné podle
linedrniho pfiblizeni stanovit, zda ptivodni nelinedrni systém ma uvazovany rovnovazny stav
stabilni anebo nestabilni.

Priklad 6.7: VysSetiete stabilitu rovnovaznych stavi
nelinearniho obvodu podle obr. 6.28.

ReSeni: Z rovnice soustavy
01y"+y' =u
dostaneme dosazenim pro w = 0

u=0,5¢+0,25¢° #

e=-y
a z toho plyne rovnice obvodu

0,1y"+y'+0,5y+0,25y° =0
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Zavedeme substituci x; =y, x, =y apak je
X =X,
x) =—10x, —5x, —2,5x;
a rovnice stavové trajektorie
dx,  10x,+5x +2,5x]

dx, X,

Pro singularni body, respektive rovnovazné stavy (RS) plati

x,=0
~10x, - 5x, = 2,5x> =0 [10x, +2.5%,(2+x7)=0]
Z téchto rovnic uréime singularni body
1. x, =0; x,=0
2.-3. x,=tj\2; x,=0

Singularni body 2.-3. neodpovidaji redlnym rovnovadznym stavim. V tomto pfipadé¢ ma
proto vysetiovany nelinearni obvod pouze jediny rovnovazny stav [0, 0]. Jeho stabilitu urc¢ime
linearizaci nelinearni diferencialni rovnice v tomto bod¢.

Spocitame parcialni derivace a dosadime do nich soufadnice singularniho bodu [0, 0]

6[g(x2)+ f(x1 )] _ 6[10x2 +5x, + 2,5x13] _ |_1 OJ 10
i axz Jooy L axz Jioco) [0:0]

6[g(x2 )+ f()c1 )] _ 8[1 Ox, +5x, + 2,5x13] _ LS L7 5x12J _s
i 6)51 Joop L 6xl o] [0;0]

Tyto derivace dosadime do rovnice (6.28)
y'+10y'+5y=0

a dostali jsme zlinearizovanou rovnici daného nelinearniho obvodu v singularnim bodé¢ [0, 0] —
rovnovazném stavu tohoto systému.

Mame za kol vysetfit stabilitu tohoto rovnovazného stavu. Rovnice je linearni, a proto
sestavime charakteristickou rovnici

s +10s+5=0
a ur¢ime jeji kofeny
-9,47
S ,==5% 2\/_ =
' -0,53
Kofeny jsou redlné zaporné. Rovnovazny stav je stabilni. BliZz§im rozborem bychom mohli
zjistit, ze se jedna o rovnovazny stav typu uzel. ProtoZe je to jediny singularni bod systému,
jedné se o globalné asymptoticky stabilni rovnovazny stav. (Samoziejmé jsme kofeny nemuseli

ani pocitat, protoZze byla splnéna nutnd a pro rovnici druhého stupné postacujici podminka
kladnosti koeficientt.)

Priklad 6.8: Vysetfete stabilitu nelinearniho obvodu z ptikladu 6.5, jehoz rovnice je
y"—(O,l—%y’zjy’wwz =0

Refeni: V piikladu 6.5 byla sestavena soustava rovnic prvniho fadu
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,_
X =X

10 e
X, = (0,1—?)@2}62 —X, =X,
, DT L \ 0.5 _
a z ni byly urceny singularni body nelinearniho N nestabilni

ohnisko

systému a to [0, 0] a [-1, 0]. Spocitejme jeste
. e . sedlo 7
rovnici stavové trajektorie % X1

10
i, __—(0,1—3x22)x2 +x,+x]

dx, X,

a muzeme provadét linearizaci. Zacnéme
singularnim bodem [0, 0]. Ptislusné derivace jsou

10
ol| —x;—0,lx, |[+x +x]
V[g(xmf(xl)]J = {[3 j+ ’ } ~liox2 -01] =-0,
[0:0]

Oox, ox, .

[0;0]
10
0 [x3—0,1x j+x +x2}
{a[g(xz)"'f(xl)]J _ { 377 2 - =\_1+2xJ =1
ox ox e
1 [0;0] 1

[0;0]

Zlinearizovand rovnice nelinedrniho systému v singularnim bodé¢ [0, 0] dosazenim do (6.28) je
y'=0,1y'+y=0 [ char. rovn.: s> —0,ls+1=0]

Charakteristickd rovnice ma zaporny koeficient, a proto nejsou vSechny kotfeny v levé komplexni
poloroving. A proto je ptislusny singularni bod — rovnovazny stav — nestabilni.

Tytéz derivace jak v pfedchozim spocitame pro singularni bod [-1, 0]

o x2-01] =-01

2 1
or, ol

10
o — ;—0,1 2 1 12
{a[g<xz>+f<xl>]J _ Hs ) } 10w
[-1:0]
[-1;0]

{a[g@w(xl)] J ) 6[(130"3“”“@)“‘1”5} NI
[-1;0]

Ox, Ox,

[-1:0]
Zlinearizovana rovnice nelinearniho systému v singularnim bodé¢ [-1, 0] dosazenim do (6.28) je

y" =01y —y=0 [ char. rovn.: s> —0,ls—1=0]

Charakteristickd rovnice ma zaporné koeficienty, a proto nejsou vSechny kofeny v levé
komplexni poloroving. A proto je ptislusny singularni bod — rovnovazny stav — nestabilni.
Podrobnéjsim rozborem bychom zjistili, Ze singularni bod [0, 0] odpovida nestabilnimu
ohnisku a singularni bod [-1, 0] odpovida sedlu (to je nestabilni vzdy). A pfi jesté podrobné&jsim
rozboru bychom mohli vySetfit prubehy stavovych trajektorii v celé stavové roviné, kde oba
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singularni body maji dominantni postaveni. Na obr. 6.29 je stavovy obraz skutecného
nelinearniho systému, abychom s nim mohli nase vysledky konfrontovat.

b) Ljapunovova metoda

Tato metoda umoziuje posuzovat stabilitu i asymptotickou stabilitu v malém i ve velkém
(lokéaIni nebo globalni) u obecného nelinearniho systému a casto se zacina pouzivat i pro
vySetfovani stability line4rnich systémt.

Princip metody je ve vyhledani Ljapunovy funkce k danému systému. Jestlize ji pro dany
systém nalezneme, je tento stabilni anebo nestabilni. Pokud ji ale nenalezneme, neznamena to, ze
je systém nestabilni — pouze jsme neuspéli s vySetfovanim stability. Vyhledani Ljapunovy
funkce je komplikovana zélezitost a zde ji obejdeme pouzivanim ztabelovanych funkci.

Nejdriive si uvedeme zékladni potiebné pojmy o definitnosti funkei.

Rikame, Ze funkce f{x) je pozitivné definitni v intervalu a < f{x) <a , kdyZ v tomto
intervalu plati f(x) >0 . Obdobné je v tomto intervalu negativné definitni, kdyz v ném plati
f(x) <0. Pritom v pocatku mize funkce nabyvat i nulové hodnoty. Jestlize jsou funkéni hodnoty
f(x) vtomto intervalu nékdy kladné a jindy zaporné, je funkce f(x) indefinitni (nedefinitni)
v daném intervalu.

negativné pozitivné negativné indefinitni
definitni semidefinitni semidefinitni
f(x) f(x) x . f(x) x f(x)
1 x
X
f(x) 0 (mimo potatek) f{x) 0 (mimo pocatek) f(x)=>0 f(x)<0

Pokud by pro funkci f(x) platilo v daném intervalu f{x) >0 anebo f{x) <0, bude dana
funkce pozitivné semidefinitni anebo negativné semidefinitni. Schématicky je to zndzornéno

na obr. 6.30 pro interval (-co, +c0).
RozSifme tyto pojmy na funkce vice proménnych.

Funkci  f(x;, x,...... ,X,) nazyvame pozitivné definitni, jestlize ma nulovou hodnotu
pouze v pocatku a mimo pocatek nabyva pouze kladnych hodnot.

Funkci  f(x;, x,,...... ,X,) nazyvame negativné definitni, jestlize ma nulovou hodnotu
pouze v po¢atku a mimo pocatek nabyva pouze zapornych hodnot.

Funkci f(x;, xa...... ,X,) nazyvame pozitivné (negativné) semidefinitni, jestlize nabyva
pouze kladnych (zapornych) hodnot anebo nulovou hodnotu.

Definitnost funkce f(x;, xa,...... ,X,) muze byt bud’ v urcité oblasti kolem pocatku anebo
muze platit v celém prostoru. Pokud uvedeme pouze, ze funkce f{x;, xo,...... ,X,) je tak nebo
onak definitni, pfedpokladame definitnost v celém prostoru (globalni).

Priklad 6.9: Urcete definitnost téchto funkci
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a) f(xl,x2)=x12+2x; d) f(xl,xz):xlz(x22+l)
b) f(xl’x2):(xl+x2)2 e) f(xlaxz):xlz
o) f(x.x)=xx, B )= x 36 —x

Reeni: a) pozitivng definitni
b) pozitivné semidefinitni, nebot’ kdyz je x; = -x, je f{x;, x») = 0, tedy i mimo pocatek
¢) indefinitni
d) negativné semidefinitni, nebot’ kdyz je x; = 0 je f(x;, x3) = 0 pro jakékoliv x,
e) pozitivné semidefinitni, nebot’ kdyz je x; = 0 je f(x;, x;) = 0 pro jakékoliv x,
f) na prvni pohled nelze rozhodnout; snad feSenim nerovnosti.

Nyni k vlastni Ljapunovové metodé€. Metoda je naprosto obecnd, pro systémy jakéhokoliv
fadu. Budeme tedy ptfedpokladat obecny nelinearni systém n — tého tfadu popsany soustavou
rovnic prvniho fadu

X = £ %, ,)

4 —
xz—fz(xl,xz,...,xn)

(6.29)

x =fn(xl,x2,...,xn)

Pokud by byl popsan jednou nelinearni rovnici vyssiho tadu, je nutné jej substituci (6.2)

X =Y
x, =)
x, =y

pievést na tuto soustavu rovnic prvniho fadu (6.29).

Dale ptfedpokladejme, Ze tento nelinearni systém ma singularni bod (rovnovazny stav)
v pocatku soutadnicového systému, tzn. ze pro x;”=x,"=...= x,”= 0 je feSenim bod [0, 0, ...
0]. Kdyby obvod nemél singularni bod v pocatku (to je obecné pouze vlastnosti linedrnich
obvodi), je mozné pouzit vhodné transformace a do pocatku ho posunout. V dal§im budeme
zkoumat stabilitu tohoto rovnovazného stavu.

Ljapunovova metoda piedpoklada nalezeni vhodné spojité funkce (tzv. Ljapunovovy
funkce)

V(X X550y X,) (6.30)

proménnych x;, x,, ..., x,, které jsou zaroven proménnymi daného systému (6.29). Tato funkce
musi byt pozitivné definitni a mit spojité prvni parcialni derivace.

Podle definitnosti funkce V a jeji derivace dV/dt podle Casu lze pak posuzovat stabilitu
rovnovazného stavu systému (rovnovazny stav odpovidd podle ptedpokladu singuldrnimu bodu
v pocatku).

Derivaci funkce V(x,,x,,...,x,) podle ¢asu ziskdme jako derivaci sloZené funkce

, dV oVdx, OV dx, oV dx,
V=—=——e—rt— ..+
dt ox, dt 0Ox, dt ox, dt

(6.31)

vex . dx, . . : .
pricemz za derivace 7’ = x| dosadime pravé strany z rovnic systému (6.29).
t
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_dv_v f, + v f, +...+ﬂfn (6.32)
dt ox, oxX, ox,,

V!

VETY:

Asymptoticka stabilita:  Existuje-li Ljapunovova funkce V takova, ze jeji derivace
podle asu V'’ je negativné definitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Stabilita: Existuje-1i Ljapunovova funkce ¥ takova, ze jeji derivace podle Casu V'’ je
negativné semidefinitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Nestabilita: Existuje-li Ljapunovova funkce V takova, Ze jeji derivace podle Casu V'’ je
pozitivné definitni nebo semidefinitni, je rovnovazny stav asymptoticky stabilni.

Symbohcky Zapséno: V'<0 = RS asymptoticky stabilni
V>0: V'<0 = RS stabilni
V'>0 = RS nestabilni

Ljapunovovy véty o stabilit¢ davaji pouze postacujici podminky, nikoliv nutné a
postacujici. Jestlize pro néjakou funkci V je jeji derivace V'’ indefinitni funkce, pak to
neznamena, Ze obvod je nestabilni. Lze jen konstatovat, Ze pokus o urceni stability se
nezdafril a Ze je nutné volit jinou funkci V.

Uvedené véty o stabilité¢ jsou bud splnény v urcité oblasti kolem pocatku a pak je
rovnovazny stav lokaln¢ stabilni, asymptoticky stabilni ¢i nestabilni v dané oblasti. Nebo plati
podminky ptedchdzejicich vét vcelém prostoru a rovnovazny stav je globalné stabilni,
asymptoticky stabilni ¢i nestabilni.

Dané véty davaji postacujici podminky stability, ale neukazuji cestu k nalezeni funkce V.
Neexistuje pro nelinearni systémy obecny zptsob, jak funkci V' nalézt. Jde o to, abychom ur¢ili
V' tak, aby ona sama 1 jeji derivace dV/dt byly definitni funkce.

C. rovnice systéemu omezeni funkce V
1 |ay by “+cy=0 -
yrTe V= Exf +x;

2 lay™by' () +cy=0 r sudé g liché

3lay™+by (y)! +cyt=0 7 sudé gt liché
c 1 N

4 | ay"+bmy +ny’)(y )7 +cy'=0 r,s sudé gt liché V= 2—mx1t L+
a

5 |ay ™ b(my +ny')[e(y ) +f(y )] +cy'=0 r,s sudé k.q.t liché

T Tabulka Ljapunovovych funkci pro obvody 2. fadu

Obecné pro nelinearni systémy existuje vice matematickych metod, které umoZzuji
generovani Ljapunovovy funkce vzdy pro uréitou skupinu systémti. VSechny jsou vsak slozité a
teoretické narocné. Proto zde uvadime vtab. 6.1 ztabelované Ljapunovy funkce V' pro
nejobecnéjsi skupinu regulacnich obvodu 2. fadu. V podstaté by stacilo uvést rovnici €.5, nebot’
systétmy ¢.1-4 jsou zjednoduSenim tohoto systému. Uvedenim vSech péti funkci je prace
s tabulkou pirehledné;si.
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Piiklad 6.10:  Pro dany konkrétni nelinedrni systém 2. fadu zvolime pozitivné¢ definitni
Ljapunovu funkci ve tvaru
V(x,x,)=x +x;

a jeji Casové derivace V’(x1 ,xz) nam po dosazeni pravych stran rovnice systému vyjdou ve tvaru
2 2 2(..2
a) V'(x,,x,)= —(x1 +x, ) ) V'(x,,x,)=—x (x2 + 1)
i ' 2(..2
b) V(xl,xz)z—xl—x2 d) V(xl,xz):ﬂc1 (x2+1)
Rozhodnéte o stabilit¢ rovnovazného stavu, kterym je pocatek soutadnic.

ReSeni: a) asymptoticky stabilni (V”je negativné definitni)
b) podle zvolené Ljapunovy funkce V' nelze rozhodnout o stabilité (7”je indefinitni)
¢) stabilni (V’je negativné semidefinitni)
d) nestabilni (V’je pozitivn¢ semidefinitni).

Tyto vlastnosti rovnovaznych stavl jsou globalni.

Priklad 6.11: Rozhodnéte o stabilité nelinearniho regulacniho obvodu popsaného rovnici
y”+(1+y2)y’+y:O

ReSeni: Znamou substituci (6.2) pfevedeme rovnici na soustavu rovnic prvniho fadu
X =X,

X, :—(l-i-xf)xz - X

Soustava ma evidentné jeden singuldrni bod — jeden rovnovazny stav, a tim je pocatek soutradnic
[0, 0]. Podle tab. 6.1 zvolime Ljapunovu funkci €. 4 (a=b=c=m=n=q=t=1, r=0; s=2)

2 2
V(xl,xz):xl +x;
a spocitame jeji derivaci podle ¢asu s dosazenim pravych stran systému

V'(xl’XZ):f;?Vfi +27Vf2 =2x,x, +2x2[_(1+x12)x2 —xl]:—2(1+x12)x§
1 2

Funkce V'’ je negativné semidefinitni (protoze pro x, = 0 je pro libovolné x; rovna nule) a
rovnovazny stav je globalné stabilni (nikoliv asymptoticky stabilni).

Piiklad 6.12: Urcete stabilitu nelinearniho obvodu podle obr. 6.31.

ReSeni: Rovnice linearni ¢asti obvodu je

Y'+y'=m s+1

. 3 1 ..
Dosadime m = e’ ; e = -y (w = 0) a ziskdme rovnici

obvodu 1 o
ylr+yr+y3 :O —

Pouzivanou substituci pfevedeme rovnici na soustavu

9

, Obr. 6.31
Xl = X2

r_ 3
Xy ==X, =X

Rovnovazny stav je evidentné pocatek soufadnic. Podle tab. 6.1 zvolime Ljapunovu funkci €. 3
(a=b=c=q=1; r=0; t=3)
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4
X
V(xl,x2)=—l+x§
2
a spocitame jeji derivaci podle Casu s dosazenim pravych stran systému
oV oV
V'(x,%,) =~ f,+—— f, =2x,x, —i—2x2(—x2 —xf): —2x;
dx, dx,
Funkce V' je negativné semidefinitni (protoze pro x, = 0 je pro libovolné x; rovna nule) a
rovnovazny stav je globalné stabilni (nikoliv asymptoticky stabilni).

¢) Popovovo kritérium

V roce 1959 uvetejnil rumunsky védec A. M. Popov nové kritérium stability nelinearnich
systémd, které je velmi vyhodné pro praxi, protoze k vySetieni

stability se pouziva béznych frekven¢nich charakteristik y

linearni Casti obvodu. Kritérium je dnes rozpracovano pro

systémy se spojitymi i diskrétnimi systémy, pro systémy

s vétSim poctem nelinearit a pro dal§i systémy. My se wW=0
e -

sezndmime s nejjednodussi verzi tohoto kritéria pro obvody
s jednou nelinearitou a s linearni ¢asti, kde 1ze do jednoho
prenosu zahrnout vSechny linedrni ¢leny. Na tento typ lze
pievést velkou ¢ast nelinearnich systémd. Obr. 6.32

Podle obr. 6.32 uvazujme autonomni systém s linearni Casti danou pfenosem G(s) a

nelinedrni ¢asti, popsanou statickou charakteristikou, ktera
lezi v 1. a 3. kvadrantu a prochazi pocatkem.

primka: .

Podle obr. 6.33 najdeme primku prochazejici

poc¢atkem o rovnici u = ke , kde kje smérnice této

piimky tak, aby cela staticka charakteristika lezela pod

touto primkou. Jinak statickd charakteristika mtize byt

staticka zcela obecnd kiivka, ktera lezi ve vySrafovaném sektoru.

N To je velkd vyhoda Popovova kritéria — staticka

charakteristika mize byt obecna kiivka. V dalsim budeme

pfedpokladat, Ze staticka charakteristika nelinearniho

Obr. 6.33 prvku je danid hodnotou k, coZ je smérnice uvedené

primky a touto hodnotou je zadan nelinearni ¢len.

Popovovo kritérium: Nelinearni systém s linearni ¢asti danou prenosem G(s) a jednoznacnou
nelinearitou, lezici pod pfimkou o smérnici kje globalné asymptoticky stabilni, existuje-li
libovolné realné ¢islo g pro néz je pro vSechna @ >0 splnéna nerovnost

1
Re|(1+ joog )G( jco)]+Z >0 (6.33)
Toto je analyticka verze Popovova kritéria. VéEtSinou se vSak prevadi do grafické verze a

stabilita fesi graficky. Odvozeni pfevodu je mozno nalézt v [23].

Popovovo kritérium — graficka verze: Nelinearni systém, respektive nelinearni regulacni
obvod je globaln¢ asymptoticky stabilni, mizeme-li vést bodem [-//k, 0] libovolnou piimku, aby
cela modifikovana frekven¢ni charakteristika G*(jw) linearni ¢asti leZela vpravo od této
primky — viz obr. 6.34.
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Modifikovana frekven¢ni

asymptoticky Im nestabilni charakteristika G*(jw) linedrni &asti

Im stabilni

o se sestrojuje stejné jako normadlni

frekvencni charakteristika

Re Re v komplexni roving, jenom imaginarni

1 0~ 1 o 7 cast je pro kazdy bod vyndsobena
T \ o ptislusnou odpovidajici hodnotou .

G*(jo) G*(jo) Priklad 6.13:  Urcete, zda obvod
podle obr. 6.32 s pienosem linedrni

Obr. 6.34 Casti
G(s)

1
s 1) s+ 1°(0,55+1)

je stabilni, kdyz staticka charakteristika nelinedrniho ¢lenu lezi v 1. a 3. kvadrantu vSude pod
piimkou o smérnici & = 0,5.

ReSeni: V komplexni roving sestrojime modifikovanou frekvenéni charakteristiku linearni &asti
podle daného pfenosu G(s) — obr. 6.35.
Charakteristiku G*(jw) sestrojujeme tak,
ze vSechny imaginarni casti ndsobime
pfislusnou hodnotou @. V tabulce
k hodnotdm @ pocitdime hodnoty Re a
@.Im. Jak je zobrazku vidét, bodem

1 1
—-—=——=-2 mulzeme vést ptimku,
k 0,5
Obr. 6.35 aby G*(jw) lezela pro vSechna @ vpravo
od této piimky. Obvod je proto globalné
asymptoticky stabilni.
Priklad 6.14: Stanovte, pro jaky sklon £k pfimky ohranicujici nelinedrni reléovou

charakteristiku podle obr. 6.32 je regulacni obvod stabilni. Pfenos linedrni Casti je

6l5)= 1

0,55 +1)(0,2s +1)0,ls +1)

ReSeni: Normalni frekvencni pienos G(jw) rozdélime na redlnou a imaginarni slozku.
Modifikovany frekvenéni ptenos G*(jw) pak ma imaginarni slozku - krat vétsi
G*(jo)= 1-0,170° _ o 0,8-0,010°
(1+0,250° 1+ 0,040 1 +0,0100% ) (1+0,250° 1 +0,040° 1 +0,010% )

Jestlize je imaginarni ¢ast G*(jw) rovna nule, protina frekvencni ‘
charakteristika realnou osu, a to je pti 0,8 — 0,01 a=0 — G*(jo) Im
& =80 (w=38295). Dosadime-li tuto frekvenci do realné &asti

G*(jw), dostaneme Usek na redlné ose, ve kterém frekvenéni ~ ®=8,95

charakteristika protind redlnou osu a tento Usek je 0,08. Aby

podle obr. 6.36 byl obvod asymptoticky stabilni, musi platit Re=-0.08

—%<—0,08 = k<125

Re
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