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Obsah přednášky

■ popis nelineárnı́ch systémů
■ rozdı́ly mezi lineárnı́mi a nelineárnı́mi systémy
■ základnı́ nelinearity
■ linearizace
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Popis nelineárnı́ch systémů
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Motivace

■ většina reálných systémů je popsána
nelineárnı́mi závislostmi, které nenı́ možné vždy
vhodně linearizovat

■ přı́klad fyzikálnı́ kyvadlo

α

m

l

◆ pohybová rovnice
ml d 2α

dt2
= −mg sinα

◆ pro malé výchylky platı́
α " 1⇒ sinα ≈ α d 2α

dt2
= −g

l
α

◆ pro většı́ výchylky nelze
nelineárnı́ funkci sinus nahradit
a musı́me uvažovat nelineárnı́
diferenciálnı́ rovnici
d 2α
dt2
= −g

l
sinα
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Rozdělenı́ nelineárnı́ch systémů

■ každý systém, který nesplňuje podmı́nky
linearity, považujeme za nelineárnı́

■ typy nelineárnı́ch systémů
◆ systémy bez dynamiky

■ bez paměti
■ s pamětı́

◆ dynamické systémy
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Systémy bez dynamiky bez paměti

■ na vstupnı́ signál reagujı́ okamžitě bez přechodového děje nebo zpožděnı́
■ výstup je určen výhradně okamžitou hodnotou vstupu
■ za systémy bez dynamiky považujeme často i systémy, jejichž dynamika je
zanedbatelná vzhledem k vlastnostem řešené úlohy (např. dynamika přepnutı́
relé)

■ systém je popsán plně funkčnı́ závislostı́ y = f(u)
■ v přı́padě znalosti funkce jen v uzlových bodech

y0 = f (u0) , y1 = f (u1) , . . . , yn = f (un) možnost interpolace
◆ Lagrangeova interpolace Ln(u) =

n
P

j=1
yj

n
Q

k=1,k !=j

u−uk
uj−uk

◆ po částech lineárnı́ náhrada
F (u) = yi +

yi+1−yi

ui+1−ui
(u − ui) u ∈ 〈ui, ui+1〉 i = 0, 1, ..., n − 1

■ možnost linearizace
◆ metoda nejmenšı́ch čtverců
◆ Taylorova řada
◆ systémy po částech lineárnı́
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Implicitně zadaná nelineárnı́ funkce

■ funkce zadaná ve tvaru f(u,y) = 0
■ často nenı́ možné najı́t analytické řešenı́ - řešı́me graficky
■ přı́klad - operačnı́ zesilovač s omezenı́m

u1
u2

R1

R2

D1 D2

u1 u2

R1

R2

D1 D2

id

ud = 0i1

ir

i1 + i2 = 0

i1 =
u1
R1

i2 = id + ir = f (u2)

u1
R1
+ f (u2) = 0
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Implicitně zadaná nelineárnı́ funkce

f (u2)

uZ1−uZ2
u2

u2
R2

− u1
R1

i1, i2

u2 =

8

>

>

<

>

>

:

−R2
R1u1 u1 =∈

D

−uZ1
R1
R2
;uZ2

R1
R2

E

−uZ2 u1 > uZ2
R1
R2

uZ1 u1 < −uZ1
R1
R2
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Systémy bez dynamiky s pamětı́
■ systém reaguje na svůj vstup bez přechodného děje
■ hodnota výstupu závisı́ na hodnotě vstupu a předchozı́ hodnotě výstupu

◆ systém si „pamatuje“ předchozı́ hodnotu výstupu - stav systému
■ přı́klad - vůle v převodech

3

3

3

ϕ1

ϕ2

ϕv
ϕ1, ϕ2
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$
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3

3 3

3

ϕ1

ϕ2

ϕv

2

ϕv

2

−ϕv

2

−ϕv

2

v záběru -

v záběru +
ve vůli

■ výstup systému nelze popsat jako funkci vstupu pomocı́ uzavřené matematické
formule

■ často vede spı́še na algoritmický popis
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Vůle v převodech - grafické řešenı́
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Bloková algebra
■ seriové spojenı́

f1() f2() f2(f1(u))
u uy y

f1() f2() f2(f1(u))
u uy y

■ paralelnı́ spojenı́
f1(u)

f2(u)

f1(u)+ f2(u)
u u y

+

y
f1(u)

f2(u)

f1(u)+ f2(u)
u u y

+

y

■ antiparalelnı́ spojenı́

f1()
u

f2()

+

-

y
f1()

u

f2()

+

-

y

◆ y = f1(u − f2(y))
◆ vznik algebraické smyčky
◆ problémy během simulace - algebraickou
smyčku nutno odstranit vyřešenı́m algebraické
rovnice
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Nelineárnı́ dynamické systémy

■ dynamický systém nelze popsat statickou převodnı́ charakteristikou mezi
vstupem a výstupem

■ je nutné studovat časové průběhy jednotlivých veličin
■ popis nelineárnı́mi diferenciálnı́mi rovnicemi - stavové rovnice

dx1
dt
= f1 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

dx2
dt
= f2 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

...
dxn
dt
= fn (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

y1 = g1 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)

y2 = g2 (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)
...

yr = gr (x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um)
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Nelineárnı́ dynamické systémy
■ stavové rovnice v maticovém tvaru

dx
dt
= f (x,u)

y = g (x,u)

■ v nejobecnějšı́m přı́padě může ve stavových rovnicı́ch
vystupovat i čas

dx
dt
= f (x,u, t)

y = g (x,u, t)

◆ t-variantnı́ systémy
◆ obvykle značně složitá analýza

■ často lze systém rozdělit na lineárnı́ a nelineárnı́ část

u e y+

−

f(e) F(p)
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Základnı́ rozdı́ly mezi lineárnı́mi a
nelineárnı́mi systémy
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Použitelnost metod

■ lineárnı́ systémy jsou popsané lineárnı́mi
závislostmi

■ nelineárnı́ systémy jsou popsané obecnými
závislostmi bez podmı́nky jejich linearity

■ třı́du lineárnı́ch systémů lze považovat za
podmnožinou třı́dy nelineárnı́ch systémů

■ všechny postupy použı́vané pro analýzu
nelineárnı́ch systémů (včetně návrhu řı́zenı́) jsou
použitelné i pro systémy lineárnı́

■ metody navržené pro analýzu lineárnı́ch systémů
nejsou obecně použitelné pro nelineárnı́ systému
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Neplatnost principu superpozice

Pro nelineárnı́ systémy neplatı́ princip superpozice.
Princip superpozice: Necht’u1(t) a u2(t) jsou dva rozdı́lné průběhy vstupnı́ch
signálů působı́cı́ na systém s počátečnı́mi podmı́nkami x1(t0),x2(t0). Dále y1(t)
a y2(t) jsou přı́slušné průběhy výstupů systému a x1(t),x2(t) průběhy stavových
veličin pro uvedené dva vstupnı́ signály. Je-li přı́ počátečnı́ podmı́nce

x(t0) = α1x1(t0) + α2x2(t0)

na vstup lineárnı́ho systému přiveden signál

u(t) = α1u1(t) + α2u2(t)

systém odpovı́ na svém výstupu signálem

y(t) = α1y1(t) + α2y2(t)

přičemž průběh stavových veličin bude dán vztahem

x(t) = α1x1(t) + α2x2(t)
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Přı́klad neplatnosti principu superpozice

X

0

u
y

cos
R

Chovánı́ systému lze popsat rovnicemi

dx

dt
= 0

y = u cosx

jejichž řešenı́ je
x (t) = x (t0)

y (t) = u (t) cosx (t0)
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Přı́klad neplatnosti principu superpozice

Při vstupnı́m signálu u1(t) a počátečnı́m stavu x1(t0) pak bude platit

x1 (t) = x1 (t0)

y1 (t) = u1 (t) cosx1 (t0)

Obdobně pro vstupnı́ signál u2(t) a počátečnı́ stav x2(t0)

dostaneme
x2 (t) = x2 (t0)

y2 (t) = u2 (t) cosx2 (t0)

Předpokládejme, že systém bude v čase t0 v počátečnı́m stavu

x3 (t0) = αx1 (t0) + βx2 (t0)

a na systém bude působit vstupnı́ signál

u3 (t) = αu1 (t) + βu2 (t)
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Přı́klad neplatnosti principu superpozice

Pro stav systému platı́

x3 (t) = x3 (t0) = αx1 (t0) + βx2 (t0) = αx1 (t) + βx2 (t)

a platnost principu superpozice nenı́ vyloučena.

Výstup systému je dán vztahem

y3 (t) = u3 (t) cosx3 (t0) = [αu1 (t) + βu2 (t)] cos [αx1 (t0) + βx2 (t0)]

Pro splněnı́ principu superpozice by muselo platit

y3 (t) = αu1 (t) cosx1 (t0) + βu2 (t) cosx2 (t0)

[αu1 (t) + βu2 (t)] cos [αx1 (t0) + βx2 (t0)] %=

%= αu1 (t) cosx1 (t0) + βu2 (t) cosx2 (t0)

Princip superpozice splněn nenı́.



Obsah

Popis

Rozdíly
Použitelnost
metod
Superpozice
Příklad
superpozice
Důsledky
Stabilita
Ustálené stavy
Vyšší
harmonické

Nelinearity

Linearizace
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Důsledky neplatnosti principu superpozice

■ princip superpozice je využit v definici
Laplaceovy transformace i Fourierovy
transformace

■ pro nelineárnı́ systémy nenı́ možné použı́t
Laplaceovu transformaci ani Fourierovu
transformaci

■ nelineárnı́ systém nenı́ možné popsat
operátorovým přenosem v Laplaceově
transformaci ani frekvenčnı́ charakteristikou

■ neplatı́ pravidla pro blokovou algebru použı́vaná
v přı́padě lineárnı́ch systémů
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Stabilita

■ v přı́padě lineárnı́ch systémů je stabilita dána
výhradně vnitřnı́ strukturou systému
◆ systém je stabilnı́ nebo nestabilnı́ bez ohledu
na počátečnı́ stav a průběh vstupnı́ch veličin

■ nelineárnı́ systém může být pro určité počátečnı́
podmı́nky stabilnı́, pro jiné nestabilnı́

■ totéž platı́ pro průběh vstupnı́ch veličin
■ existence stabilnı́ch periodických řešenı́
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Ustálené stavy

■ ustálený stav lineárnı́ho systému 0 = dx
dt
= Ax+Bu

◆ existuje jen jeden ustálený stav
◆ ustálený stav je dosažen bez ohledu na počátečnı́ stav

■ ustálený stav nelineárnı́ho systému 0 = dx
dt
= f(x,u)

◆ nelineárnı́ funkce může mı́t vı́ce kořenů, může existovat vı́ce
ustálených stavů

◆ dosaženı́ ustáleného stavu může záviset na počátečnı́ch
podmı́nkách

■ periodická řešenı́
◆ lineárnı́ systém dosáhne periodického řešenı́ jen pokud je na
mezi stability - netlumené sinusové kmity

◆ v přı́padě nelineárnı́ho systému může existovat vı́ce
stabilnı́ch periodických řešenı́

■ chovánı́ nelineárnı́ch systémů je mnohem rozmanitějšı́, než
lineárnı́ch
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Generovánı́ vyššı́ch harmonických frekvencı́

■ lineárnı́ systém negeneruje žádné vyššı́
harmonické, obvodem se šı́řı́ frekvence
obsažené ve vstupnı́m signálu

■ nelineárnı́ systém může generovat vyššı́
harmonické frekvence
◆ často využı́váno v analogových obvodech
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Základnı́ nelinearity
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Nasycenı́

x

y

a

b

ya

yb

■ patrně nejčastěji se vyskytujı́cı́ nelinearita
■ přı́tomná v reálných technických systémech
prakticky vždy v podobě omezenı́ akčnı́ veličiny

■ funkce je po částech lineárnı́
■ nelinearita bez paměti
■ parazitnı́ nelinearita, projevuje se jen v určitých
stavech systému

y =











ya x ≥ a

xya

a
b < x < a

yb x ≤ b
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Necitlivost

x

y

a

b
α

β

■ vyskytuje se často v mechanických systémech jako projev
třenı́ a nepřesnostı́

■ může být do systému vložena i uměle k omezenı́ oscilacı́
■ funkce je po částech lineárnı́
■ nelinearita bez paměti

y =











(x − a) tgα x ≥ a

0 b < x < a

(x − b) tgβ x ≤ b
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Vůle v převodech
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■ vyskytuje se často v mechanických systémech - převodovky
■ nelinearita s pamětı́ - nelze ji popsat uzavřenou matematickou formulı́
■ podstatná nelinearita, nelze ji zanedbat
■ nenı́ ji možné většinou úspěšně linearizovat
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Releové charakteristiky

x

y

ya

yb

(a) bez hystereze

a
b

x

y

ya

yb

(b) třístavové bez hystereze

a
b

x

y

ya

yb

(c) s hysterezí

x

y

ya

yb

a1
b1

a2
b2

(d) třístavové s hysterezí
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Releové charakteristiky

■ relé bez hystereze - ideálnı́ dvoustavové relé

y =

{

ya x ≥ 0

yb x < 0

◆ v řadě přı́padů yb = −ya, y = ya signx
◆ nelze linearizovat v okolı́ bodu x = 0

■ třı́stavové relé bez hystereze

y =











ya x ≥ a

0 b < x < a

yb x ≤ b
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Releové charakteristiky
■ relé s hysterezı́

y =











ya x ≥ a

y „minulá“ b < x < a

yb x ≤ b

■ třı́stavové relé s hysterezı́

y =































ya x ≥ a2

y „minulá“ a1 ≤ x < a2

0 b1 < x < a1

y „minulá“ b2 < x ≤ b1

yb x ≤ b2

■ relé s hysterezı́ je nelinearita s pamětı́
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Třenı́

x

y

ya

yb

α

β

■ vyskytuje se často v mechanických systémech
■ přesné modelovánı́ třenı́ je značně
problematické, existuje řada modelů

■ nelze linearizovat v okolı́ bodu x = 0

■ nelinearita bez paměti

y =

{

ya + x tgα x > 0

yb − x tg β x < 0
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Obecná nelinearita

x

y

■ obecná nelineárnı́ funkce
■ charakteristiky elektronických prvků - dioda,
tranzistor. . .

■ charakteristiky převodnı́ků neelektrických veličin
■ fyzikálnı́ zákony - aerodynamická odporová sı́la,
gravitačnı́ zákon. . .

y = f(x)
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Matematické operace

(a) Absolutní hod-

nota

(b) Násobička (c) Dělení

■ násobenı́ signálů, dělenı́ signálů, absolutnı́
hodnota jsou nelineárnı́ operace

■ sčı́tánı́ a násobenı́ konstantou jsou lineárnı́
operace
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Linearizace
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Cı́l linearizace

■ předpokládejme nelineárnı́ systém dx
dt
= f(x,u)

■ nelineárnı́ systém nahradı́me lineárnı́m, jehož
chovánı́ pak vyšetřujeme pomocı́ metod
známých z teorie lineárnı́ch systémů

■ hledáme lineárnı́ náhradu - linearizace funkcı́
fi(x,u)

■ linearizačnı́ metody
◆ metoda nejmenšı́ch čtverců
◆ rozvoj do Taylorovy řady
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Metoda nejmenšı́ch čtverců

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
x

y ∆yi

y = f(x)

y = b+ ax

E =
∑

∆y2i
min
a,b

E

nezachová pracovnı́ bod

y = f(x0) + k(x − x0)

min
k

E

pracovnı́ bod (x0, y0)
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Metoda nejmenšı́ch čtverců

■ předpokládáme nelineárnı́ funkci y = f(x,u)

■ hledáme lineárnı́ náhradu F (h) = f(h0) + k(h− h0) v okolı́
pracovnı́ho bodu h0, kde h = [x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um]

■ kriterium
E =

r
∑

i=1
[f(hi)− F (hi)]2 =

r
∑

i=1
[yi − y0 − k(hi − h0)]2 = min

■ odchylka od pracovnı́ho bodu ∆yi = yi − y0, ∆hi = hi − h0

■ E =
r

∑

i=1
[∆yi − (k1∆h1,i + k2∆h2,i + . . .+ kn+m∆hn+m,i)]2

■ hledánı́ minima kriteria E
∂E

∂kj
= 2

r
X

i=1

[∆yi − (k1∆h1,i + k2∆h2,i + . . .+ kn+m∆hn+m,i)](−∆hj,i) = 0

j = 1, 2, . . . , n+m
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Metoda nejmenšı́ch čtverců

k1
r

P

i=1
∆h21,i + k2

r
P

i=1
∆h2,i∆h1,i + . . .+ kn

r
P

i=1
∆hn,i∆h1,i =

r
P

i=1
∆yi∆h1,i

k1
r

P

i=1
∆h1,i∆h2,i + k2

r
P

i=1
∆h22,i + . . .+ kn

r
P

i=1
∆hn,i∆h2,i =

r
P

i=1
∆yi∆h2,i

...

k1
r

P

i=1
∆h1,i∆hn,i + k2

r
P

i=1
∆h2,i∆hn,i + . . .+ kn+m

r
P

i=1
∆h2n+m,i =

r
P

i=1
∆yi∆hn+m,i

■ soustava n+m lineárnı́ch rovnic
■ řešenı́ existuje, pokud máme data z n+m lineárně nezávislých bodů
∆hi

■ obdobné rovnice lze nalézt i pro náhradu bez zachovánı́ pracovnı́ho
bodu F (u) = a0 + au
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Linearizace rozvojem do Taylorovy řady

■ předpokládejme systém popsaný stavovými rovnicemi
dx
dt
= f(x,u, t) y = g(x,u, t)

■ pracovnı́ bod x0,u0,y0 (obvykle volen jako rovnovážný stav - přı́štı́ přednáška)
■ odchylkové rovnice x = x0 +∆x, y = y0 +∆y, u = u0 +∆u

dx0 +∆x
dt

= f(x0 +∆x,u0 +∆u, t)

y0 +∆y = g(x0 +∆x,u0 +∆u, t)

■ rozvoj do Taylorovy řady, uvažujeme jen absolutnı́ člen a prvnı́ derivaci

dx0
dt
+
d∆x
dt
= f(x0,u0, t) +

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂f

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u+Rf

y0 +∆y = g(x0,u0, t) +

„

∂g

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂g

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u+Rg
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Linearizace rozvojem do Taylorovy řady

dx0
dt

+
d∆x
dt
= f(x0,u0, t) +

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂f

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u+ Rf

y0 +∆y = g(x0,u0, t) +

„

∂g

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂g

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u+ Rg

■ pro okolı́ blı́zké pracovnı́mu bodu jsou chyby malé, lze je zanedbat
■ odpovı́dá pracovnı́mu bodu, lze odečı́st
■ dynamický systém odchylek od pracovnı́ho bodu

d∆x
dt
=

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂f

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u

∆y =

„

∂g

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂g

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u
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Linearizace rozvojem do Taylorovy řady
d∆x
dt
=

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂f

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u

∆y =

„

∂g

∂x

«

(x0,u0,t)

∆x+

„

∂g

∂u

«

(x0,u0,t)

∆u

■ Jacobiho matice

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

„

∂f1
∂x1

«

(x0,u0,t)

„

∂f1
∂x2

«

(x0,u0,t)

. . .

„

∂f1
∂xn

«

(x0,u0,t)
„

∂f2
∂x1

«

(x0,u0,t)

„

∂f2
∂x2

«

(x0,u0,t)

. . .

„

∂f2
∂xn

«

(x0,u0,t)

...
...

. . .
...

„

∂fn

∂x1

«

(x0,u0,t)

„

∂fn

∂x2

«

(x0,u0,t)

. . .

„

∂fn

∂xn

«

(x0,u0,t)

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

■ matice lineárnı́ho systému

A ≈

„

∂f

∂x

«

(x0,u0,t)

, B ≈

„

∂f

∂u

«

(x0,u0,t)

, C ≈

„

∂g

∂x

«

(x0,u0,t)

, D ≈

„

∂g

∂u

«

(x0,u0,t)


