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Obsah prednasky

m popis nelinearnich systému
m rozdily mezi linearnimi a nelinearnimi systémy Popis
m zakladni nelinearity ,
_ _ Rozdily
m |[iInearizace
Nelinearity
Linearizace
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Motivace

= vétSina realnych systému je popsana Obsah
nelinearnimi zavislostmi, které neni mozné vzdy Popis
vhodné linearizovat
vr W s, Rozdéleni
m priklad fyzikalni kyvadlo nelinearnich
systému
+ pohybova rovnice Bez paméti
q20 . Implicitni
ml<s = —mgsina funkce
r s , S paméti
) + pro malé vychylky plati Blokova
. - d?a _ g algebra
a << % ? Slln Q~ a2 — ¢ Dynamické
o ¢ pro vetsi vychylky nelze systémy
nelinearni funkci sinus nahradit N
’ v . p ’ ZAally
a musime uvazovat nelinearni
diferencialni rovnici Nelinearity
d?a _ _ g
dt2 ! S v Linearizace
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Rozdeleni nelinearnich systéemu

m kazdy systém, ktery nesplnuje podminky Obsah
linearity, povazujeme za nelinearni Popis

= typy nelinearnich systémdu Motivace

Rozdéleni

+ systémy bez dynamiky nelinedrnich
vy systému
= bez pameti

Bez paméti

= S paméti %m;z{licitni
: , , unkce
+ dynamicke systémy S paméti
Blokova
algebra
Dynamické
systémy

Rozdily

Nelinearity

Linearizace
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Systemy bez dynamiky bez pameti

B na vstupni signal reaguji okamzité bez prechodového déje nebo zpozdeéeni
B vystup je urCen vyhradné okamzitou hodnotou vstupu

B za systémy bez dynamiky povazujeme Casto i systémy, jejichz dynamika je
zanedbatelna vzhledem k vlastnostem resené ulohy (napf. dynamika prepnuti
relé)

B systém je popsan plné funkcni zavislosti y = f(u)
B v pripade znalosti funkce jen v uzlovych bodech
yo = f(uo),y1 = f(u1),...,yn = f (un) moznost interpolace

n mn
¢ Lagrangeova interpolace L, (u) = Y y; [] ——k
=1  k=1,k#j ¢ F

¢ po castech linearni nahrada
Y4 —Yq .
F(u) =y; + m(u —ui)  u € (Ui, ui+1) 1=0,1,...,n—1
B moznost linearizace
¢ metoda nejmensich étvercl
¢ Taylorova fada

¢ systémy po Castech linearni
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Implicitne zadana nelinearni funkce

B funkce zadana ve tvaru f(u,y) =0 Obsah
B Casto neni mozné najit analytické feseni - feSime graficky oo
opis
B priklad - operacni zesilovaC s omezenim Motivace
Rozdéleni
D: D, D1 Ds nelinearnich
[: j | systemu
PN - Bez paméti
R- Ry 4 Implicitni
— — funkce
Ry Ry i S paméti
o o 4o Blokova
U1l l <+ ] —Z’ —0 algebra
l U2 Ull 1 lud =0 l Uo Dynamické
2 L e o o 5 systémy
11 +12 =0 Rozdily
. u1
“n= Ry Nelinearity
i2 = 1iq +ir = f (u2) L
Linearizace
U1
— + f(u2) =0
L f (u2)
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Implicitne zadana nelinearni funkce

Obsah

Popis

Motivace

£ f (u2) Rozdéleni
nelinearnich
systému

U Bez pameéti

—Uz2 U SV
71 Implicitni
funkce

Al R S paméti

T Ry Blokova
algebra

Dynamické
systémy

_ Ry —c{—us Bry,,Ba
r1Y1 W1 —€< uZle’uZ2R2> Rozdily

_ R
U2 = 4§ —Uzo u1 > uz2 g,
Nelinearity

_ By
[ Uz1 ur < —Uz1g,

Linearizace
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Systemy bez dynamiky s pameti

| m gystém reaguje na svUj vstup bez prechodného déje

B hodnota vystupu zavisi na hodnoté vstupu a predchozi hodnoté vystupu
¢ systém si ,pamatuje“ pfedchozi hodnotu vystupu - stav systému
B priklad - vile v pfevodech v zaberu -

ve vuli

v zabéru +

B vystup systému nelze popsat jako funkci vstupu pomoci uzaviené matematické
formule

B Casto vede spiSe na algoritmicky popis
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Blokova algebra

—— m seriové spojeni

m paralelni spojeni

f,(u)

u
- y — fi(u)+ f5(u) y

f,(u)
s f,0) >jl’

f,0

= antiparalelni spojeni
* y= fi(u— fa(y))
+ vznik algebraické smycCky
+ problémy behem simulace - algebraickou
smycCku nutno odstranit vyresenim algebraické
rovnice

Obsah

Popis

Motivace
Rozdéleni
nelinearnich
systému

Bez paméti
Implicitni
funkce

S paméti

Blokova
algebra
Dynamické

systémy

Rozdily

Nelinearity

Linearizace
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Nelinearni dynamicke systémy

B dynamicky systém nelze popsat statickou prevodni charakteristikou mezi
vstupem a vystupem

B je nutné studovat ¢asové prubéhy jednotlivych veli€in

B popis nelinearnimi diferencialnimi rovnicemi - stavové rovnice

dx
d—tl:f1(xl,xz,...,xn,ul,U2,...,um)
d:UQ
T2 = fo(T1,T2,. .., Tn, UL, U2, . .., Um)
dx
= fo (1, 22,...,Tn, UL, U2, . - ., Um)
y1 = g1 (T1,T2, ..., Tp, UL, U2, . - -, Um,)
Y2 = g2 (X1, T2, ..., Tp, UL, U2, .+« .y U,
Yr = gr (T1,T2, ..., Tp, UL, U2, - - -, U,
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Nelinearni dynamicke systémy

____| ® stavové rovnice v maticovém tvaru

Obsah
dx _
@ =f(x,u)
y =28 (X, U—) Popis
Motivace
Rozdéleni
: vivs o . o , ., nelinearnich
B v nejobecnejsim pripade muze ve stavovych rovnicich systémii
vystupovat i ¢as Bez paméti
Implicitni
d
d_}tc =1 (X7 u, t) funkce
S paméti
y=g(xut) Blokové
¢ t-variantni systémy ické
¢ obvykle znacné slozita analyza
W Casto Ize system rozdelit na linearni a nelinearni cast Rondil
ozdilly
_|_
U e Yy : :
f(e) = (p) > Nelinearity
Linearizace
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Zakladni rozdily mezi linearnimi a

Raniilara a vizani |l

nelinearnimi systémy

Obsah

Popis

Pouzitelnost
metod

Superpozice
Priklad
superpozice
Dtsledky
Stabilita
Ustalené stavy
Vyssi
harmonické

Nelinearity

Linearizace
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Pouzitelnost metod

m linearni systéemy jsou popsané linearnimi Obsah
zavislostmi .
Popis
= nelinearni systéemy jsou popsané obecnymi
’ . . s . n . . ROZdily
zavislostmi bez podminky jejich linearity
= tfidu linearnich systému lze povazovat za i—
v vrs . , , , o uperpozice
podmnozinou tridy nelinearnich systému Priklad
g .. i i superpozice
m vSechny postupy pouzivané pro analyzu Diisledky

nelinearnich systémi (véetné navrhu fizeni) jsou  Prabilia
. . i _ J stalené stavy
pouzitelné i pro systémy linearni Vyss
v , , i L, ) o harmonické
= metody navrzené pro analyzu linearnich systemu

nejsou obecne pouzitelné pro nelinearni systému  Nelinearity

Linearizace
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Neplatnost principu superpozice

Pro nelinearni systémy neplati princip superpozice.

Princip superpozice: Necht u;(t) a uz(t) jsou dva rozdilné prubéhy vstupnich
signalu pusobici na systém s po¢ate¢nimi podminkami Xi (to),X2(to). Dale y, (¢)
ay,(t) jsou pfislusné pribeéhy vystupu systému a x; (¢),x2(¢) prabéhy stavovych
veliCin pro uvedené dva vstupni signaly. Je-li pri pocateCni podmince

X(to) = a1X1(to) + aaXa(to)
na vstup linearniho systému priveden signal
u(t) = arus(t) + asux(t)
systém odpovi na svém vystupu signalem
y(t) = aay; () + a2y, (%)
pfiemz pribéh stavovych veli¢in bude dan vztahem
X(t) = a1Xi(t) + az2Xa(?)
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Priklad neplatnosti principu superpozice

Obsah

COS .
Popis

Rozdily

Pouzitelnost

Chovani systému Ize popsat rovnicemi metod
Superpozice

dr Priklad
— =0 superpozice
dt Disledky
Yy =ucosx Stabilita
Ustalené stavy
jejichz fesSeni je Vysst
. (t) _ (to) harmonické

y (t) = u (t) cosx (to) Nelinearity

Linearizace

Raoaniilara a rizani |l I 'hivmad A mAaliim mahvimialn Arsmdhmn®  ~de 4A0/AN



Priklad neplatnosti principu superpozice

P¥i vstupnim signalu «; (¢) a pocateCnim stavu x1(to) pak bude platit ~ Obsah
1 (t) = 21 (fo) Popis
Y1 (t) = U1 (t) COS I'1 (to)
Rozdily
Pouzitelnost
Obdobné pro vstupni signal u2(t) a pocatecni stav x2(to) metod
dost Superpozice
ostaneme Priklad
2 (t) = 2 (o) superpozice
o Dtsledky
ya (t) = uz (t) cos zz (to) Stabilita
Ustalené stavy
Predpokladejme, ze systém bude v Case ty v pocatecnim stavu Vyssi
harmonické
3 (to) = a1 (to) + B2 (to)
Nelinearity
a na systém bude pusobit vstupni signal
Linearizace
us (¢) = au (t) + Buz (1)
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Priklad neplatnosti principu superpozice

Pro stav systéemu plati
X3 (t) — X3 (to) — I (t()) -+ 5332 (to) — X1 (t) -+ 5332 (t)

a platnost principu superpozice neni vyloucena.

Vystup systemu je dan vztahem
Y3 (t) = ug (t) cosxz (tg) = |auy (t) + Bus (t)] cos |axy (tg) + B (to)]
Pro splnéeni principu superpozice by muselo platit

y3 (1) = auy (t) cosxy (tg) + Bus (t) cos zs (to)

lauy (t) + Busg (t)] cos |axq (tg) + Brxs (tg)] #
#+ auy (1) coszy (tg) + PBuz (1) cos x4 (1)
Princip superpozice splnén neni.
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Dusledky neplatnosti principu superpozice

m princip superpozice je vyuzit v definici Obsah
Laplaceovy transformace i Fourierovy Popis
transformace

At . : - v 1 Rozdily

m pro nelinearni systémy neni mozne pouzit Dot

Laplaceovu transformaci ani Fourierovu metod
. Superpozice

transformaci Piiklad
. ;s . y v superpozice

= nelinearni system nenli mozne popsat
operatorovym prenosem v Laplaceove Stabilita

. . v s - . Ustalené stavy
transformaci ani frekvencni charakteristikou Vyssi

= neplati pravidla pro blokovou algebru pouzivana — "*™ome
v pfipadé linearnich systému Nelinearity

Linearizace
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Stabilita

m v pfipadé linearnich systému je stabilita dana Obsah
vyhradné vnitrni strukturou systéemu .
, . o s o, Popis
+ systéem je stabilni nebo nestabilni bez ohledu
na pocatecni stav a prubéh vstupnich veli¢in Rozdily
. L, ; oo ; .. o, u . Pouzitelnost
= nelinearni system muze byt pro urcCité pocatecni metod
p _ - - Superpozice
podminky stabilni, pro jiné nestabilni PHllad
= totéz plati pro prubéh vstupnich veli¢in Disledky
i ilni indickveh redeni
» existence stabilnich periodickych feseni .
vy
Vyssi
harmonické
Nelinearity
Linearizace
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Ustalene stavy

. L , dx
m ustaleny stav linearniho systému 0 = — = Ax + Bu Obsah
¢ existuje jen jeden ustaleny stav Popis
¢ ustaleny stav je dosazen bez ohledu na pocCatecni stav
, ; . , ; ; dx ROZdﬂV
B ustaleny stav nelinearniho systému 0 = Fri f(x,u) Pouzitelnost
¢ nelinearni funkce maze mit vice kofenu, mize existovat vice metod
) ] ) Superpozice
ustalenych stavu Piiklad
¢ dosazeni ustaleného stavu mize zaviset na pocatecnich Sg}"irz‘f{z“’e
‘1z usledky
podminkach Stabilita
B periodicka feseni Sene stavy
L, , , vy . yssl
¢ linearni systém dosahne periodického feseni jen pokud je na harmonické
mezi stability - netlumené sinusové kmity
¢ v pfipadé nelinearniho systému muze existovat vice Nelinearity
stabilnich periodickych feseni L :
1nearizace
B chovani nelinearnich systémul je mnohem rozmanitéjsi, nez
linearnich
Raniilara a rizant Il hind Aa mAalimAaivimialh AvimbZiaa®  Abe ANTAN




Generovani vyssich harmonickych frekvenci

= linearni systém negeneruje zadné vyssi Obsah
harmonické, obvodem se sifi frekvence Popis
obsazené ve vstupnim signalu
= nelinearni systém muze generovat vy$si e —
harmonicke frekvence metod
v v/, s p Superpozice
¢ casto vyuzivano v analogovych obvodech Piillad
superpozice
Dtsledky
Stabilita

Ustalené stavy
harmonické

Nelinearity

Linearizace
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Obsah

Popis

Zakladni nelinearity Rozdily

Nelinearity
Nasyceni
Necitlivost
Vile v
prevodech
Relé

Tfeni
Obecna
nelinearita
Matematické
operace

Linearizace
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Nasyceni

\ Obsah

/
A | v Popis

b 4

Ya r > a Rozdily

\4

X — Ya
a Y < L a b <T<a Nelinearity

Tu, w  r<b

\ Necitlivost

Vile v
prevodech

m patrne nejcasteji se vyskytujici nelinearita Relé
vs , sy, . , , Treni
m pritomna v realnych technickych systémech Obecna

nelinearita

prakticky vzdy v podobeé omezeni akcni veliCiny Matematické
= funkce je po castech linearni operace
= nelinearita bez pamets Linearizace

m parazitni nelinearita, projevuje se jen v urcitych
stavech systemu
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Necitlivost

AY

[ (z—a)tga x>a
»@_’ o Y= 9 0 b<z<a
b (@ =D)tgB = <b
5\/ a T x

m vyskytuje se casto v mechanickych systémech jako projev
treni a nepresnosti

= muze byt do systému vioZzena i uméle k omezeni oscilaci
= funkce je po Castech linearni
= nelinearita bez pameti
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Vule v prevodech

v zabéru -

ve vuli

v zabéru +

P1, P2

m vyskytuje se ¢asto v mechanickych systémech - pfevodovky
B nelinearita s paméti - nelze ji popsat uzavienou matematickou formuli
B podstatna nelinearita, nelze ji zanedbat

B neni ji mozné vetsinou uspesne linearizovat
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Releoveé charakteristiky

ERN

Ya

Yo

(a) bez hystereze

/ \y

SV

Ya

>

A
A

*

(c) s hysterezi
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a

~
/
X

>_,|r

NY

Ya

Yo

~
—
X

a

(b) tristavové bez hystereze

Ya

X

ANY
b T
ba by H -
a1as ~,
Yb

(d) tristavové s hysterezi

Obsah

Popis

Rozdily

Nelinearity

Nasyceni

Necitlivost
Vile v
prevodech

Tfeni
Obecna
nelinearita
Matematické
operace

Linearizace
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Releoveé charakteristiky

m relé bez hystereze - idealni dvoustavove relé

Yo T >0

v v T <0

+ v fadé pfipadu v, = —v,, y = y, signz
+ nelze linearizovat v okoli bodu z = 0

m tristavoveé relé bez hystereze

rya T > a
y=+< 0 b<z<a
W x<b

Obsah

Popis

Rozdily

Nelinearity

Nasyceni

Necitlivost
Vile v
prevodech

Tfeni
Obecna
nelinearita
Matematické
operace

Linearizace
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Releoveé charakteristiky

—— = relé s hysterezi

Ya T > a
y =< y,mnulda® b<x<a
Ub r<b

m tristavové relé s hysterezi

;

Ya T > Gz
y ,ninula® a; <z < as
Y = | 0 by < x < aq
y ,ninula® by < x < b

\ Yb T < by

m relé s hysterezi je nelinearita s paméti

Obsah

Popis

Rozdily

Nelinearity

Nasyceni

Necitlivost
Vile v
prevodech

Tfeni
Obecna
nelinearita
Matematické
operace

Linearizace
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Treni

Yy
N\
~ A
a ) ) Yot xtga x>0
T
3 Yb

m vyskytuje se Casto v mechanickych systémech

m presné modelovani treni je znacne
problematické, existuje fada modelu

m nelze linearizovat v okoli bodu x =0
= nelinearita bez pameti

Obsah

Popis

Rozdily

Nelinearity

Nasyceni

Necitlivost
Vile v
prevodech

Relé

Obecna
nelinearita
Matematické
operace

Linearizace
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Obecna nelinearita

Obsah

Popis

-
> 1 Rozdily

Nelinearity

Nasyceni

Necitlivost
Vile v
prevodech

Relé
m obecna nelinearni funkce Tieni

Obecna
m charakteristiky elektronickych prvku - dioda,

Matematické

tranzistor. . . operace
= charakteristiky pfevodniku neelektrickych veli€in = 1, carizace

AV

m fyzikalni zakony - aerodynamicka odporova sila,
gravitacni zakon. . .
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Matematicke operace

| Obsah
ANy
(a) Absolutni hod- (b) Nasobicka, (c) Déleni Rozdily
nota
Nelinearity
= nasobeni signall, déleni signall, absolutni Ea%g?ni t
. . ;. ecitlivos
hodnota jsou nelinearni operace Vitle v
. . ; i ] _ L prevodech
m scitani a nasobeni konstantou jsou linearni Relé
operace Opent
nelinearita
Matematické
Linearizace
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Obsah

Popis

Linearizace Rozdily

Nelinearity

Linearizace

Cil linearizace
Metoda
nejmensich
¢tverca
Taylorova rada
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Cil linearizace

v , . ! , , dx Obsah
= predpokladejme nelinearni systém — = f(x, u)
_ ., ; i _ i d,t _ . Popis
m nelinearni system nahradime linearnim, jehoz
chovani pak vysetfujeme pomoci metod Rozdily
znamych z teorie linearnich systému Nelinons:
elinearity
= hledame linearni nahradu - linearizace funkci
f'(X u) Linearizace
i\
= linearizaéni metody e eaich
+ metoda nejmensich étvercu ctvercil

Taylorova rada

¢ rozvoj do Taylorovy rady
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Metoda nejmensich Ctvercu

—1Y A

A y = f(wo) + k(x — x0) v Obsah

9 1+ min £
k Popis
8 +  pracovni bod (x, yo) Rozdily
7 1
Nelinearity

6 -+ y = f(x) .
5 - Yy = b+ ax Cil linearizace

E=73 Ay’

min F
a,b

nezachova pracovni bod

10 20 30 40 50 60 70 80 90

=
=

X
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Metoda nejmensich Ctvercu

= predpokladame nelinearni funkci y = f(x, u)
= hledame linearni ndhradu F'(h) = f(hgy) + k(h — hy) v okoli

pracovniho bodu hy, kde h = [z1, x5, ..., x,, Uy, Usg, . . ., Up,]
m Kriterium
b= 2_31 f(hy) — F(hz‘)]2 = 2_31 yi — Yo — k(h; — ho)]2 = min

m odchylka od pracovniho bodu Ay; = y; — yo, Ah; = h; — hy
mF = Z [Ayz — (klAhl,z' —+ szhg)i 4+ ...+ kn—i—mAhn+m,i>]2
1=1

m hledani minima kriteria &

OF :
— =2 E [Ayz — (klAhl,i + szhg,i + ...+ kn+mAhn+m,i)](—Ahj,i) =0
Ok; i=1

j:1,2,.._.,n+m
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Metoda nejmensich Ctvercu

k1 Z Ahiz + ko Z Ahg,iAhlji + ...+ k, Z Ahn,iAhl,i = Z Ayz‘Ahl,i
i=1 i=1 i=1 il

k1 Z Ahl’iAhQ,i + ko Z Ah%,z + ...+ k, Z Ahn’@'AhQ,i = Z Ay@'AhQ,i
i=1 i=1 =1 =1

k1Y) Ah1iAhp; + ko Y AhoiAhp i+ ..o+ kngm Y Ahs s = > Ay Ahpgm
=1 i=1 i=1 i=1
® soustava n + m linearnich rovnic

m feSeni existuje, pokud mame data z n + m linearné nezavislych bodu
Ah;

®m obdobné rovnice Ize nalézt i pro nahradu bez zachovani pracovniho
bodu F'(u) = ap + au
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Linearizace rozvojem do Taylorovy rady

B predpokladejme systém popsany stavovymi rovnicemi

(31—); =f(x,u,t) y=g(x,u,t)

B pracovni bod xg, ug, yo (Obvykle volen jako rovnovazny stav - pfisti prednaska)
B odchylkové rovnice x = xo + AX, y = yo + Ay, u = up + Au
dxo + Ax

dt
yo + Ay = g(xo0 + Ax,up + Au, t)

= f(Xo + Ax,ug + Au, t)

B rozvoj do Taylorovy rady, uvazujeme jen absolutni Clen a prvni derivaci

dxo dAx of of

i W — A — A

v T = fxo,uo,t) + <8x>( t X + (au) u+ Ry
X07u07) (x07u07t)

) 5,

yo + Ay = g(xo, uo,t) + 8 Ax + 98 Au+R,
0x ( . ou

X0,u0, ) (X(),UO,'[J)
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Linearizace rozvojem do Taylorovy rady

(30) + By = C gl o) (ag) AH(S’g)
(x0,uq,t) u (x0,uq,t)

B pro okoli blizké pracovnimu bodu jsou chyby malé, I1ze je zanedbat
B odpovida pracovnimu bodu, I1ze odedist

B dynamicky systém odchylek od pracovniho bodu

—dfx - (?) Ax + (gf> Au
t X J(x0,u0,t) U J(x0,u0,t)

Ay = (g—g> AX + (g—g> Au
% J(x0,u0,t) U Jix0,u0,t)
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Linearizace rozvojem do Taylorovy rady

- _dﬁx = (g—f> Ax + (S—f) Au
L X J(x0,u0,t) W/ (x0,u0,t)

Ay = (g—g> AX + (g—g> Au
X J(x0,u0,t) U J(x0,u0,t)

B Jacobiho matice

(5n). .. (o) ()
L1 J(x0,u0,t) 022 J(xq,u0,t) OTn Jix u0,t)
(25) (2 (2%
(ﬁ> _ L1 J(x0,u0,t) 022 J(xg,u0,t) OTn Jixg u0,t)
ox ( . . . _ .
Xp,up, )
(s () ()
L axl (XO ug t) 8x2 (XO up t) axn (xO ug t) -

B matice linearniho systému

A~ (?) . B =~ (g—f) , C
X J(x0,u0,t) W J(x0,u0,t)
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