Metody vypoctu diskrétnych prenosovych funkcii
v DRO

Vypocet G(z),G(z,e) pri uvazovani spojitej cCasti diskréetneho
regulacného obvodu, ktoru predstavuje sériovo radeny
tvarovac a regulovany system:

Prakticky vypocet diskrétnej prenosovej funkcie

A. Ak uvazujeme, tvarovac¢ nultého radu, potom diskrétna

prenosova funkcia sa urCi postupnostou vykonania tychto
operacii:

« Urdenie spatnej Laplaceovej transformacie L-{G(s)/s},
ziskanie Casovej funkcie h(t)

 Zamena t=(k+¢)T

* UrCenie z-obrazov dielCich Clenov h(t) /- .t podla tabuliek

* Vynasobenie diel€ich obrazov vyrazom (z-1)/z alebo 1-z*




Pre komplikovanejSi tvar spojitej prenosovej funkcie je vyhodné
pouzit univerzalny postup (Kozak 1989), ktory vychadza zo
vSeobecného vyjadrenia spojiteho systému v tvare prenosu:

-1 1
b,s9+b 8% +...+b ;S +b,
G(S) = ~-===mmmmmmmmmemmeee oo g<p
-1 1
s'(a,sP+a, ;sP+...+a;5+a,)
r je rad astatizmu ar + p = n je rad systému

Prenosovu funkciu mozeme rozlozit’ na parcialne zilomky
napr.v Vv tvare:

6©)= 3t 3

]1S lr+1TS+1

Vyriesenim sustavy rovnic (L;,K;)=f(b;) ziskame koeficienty
(Kj.Li)

Spatnou Laplaceovou transformaciou parcialnych prenosov
ziskame Casovu funkciu h(t) ako sucet exponencial




j -1

ht)=>K, Y 3L exp(——)

j=1 i=r+1

h(t) je Casova impulzna funkcia predstavujuca odozvu
na Diracov impulz.

*Podla zvolenej periody vzorkovania mézeme potom
priamo vypocitat koeficienty {b;} a {a} diskretneho
prenosu.

*Koeficienty menovatela diskrétneho prenosu su
jednoznacne urcene realnymi korenmi charakteristickej
rovnice t.|.

Z, :Di :exp(—%) |: r+1, r+2,,n

i

Polynom menovatel’a ma tvar :
A(2)=(z-1)" 1_1[ (z-z)) = ay,z" + a,z"1+...+a, .z + a,
alebo v tvare zapornych mocnin z', pre i=1, 2,..., n

A(z)=a,+a,z1+...+a,_,z ()43 2z



Koeficienty Citatela sa urCia zo vztahu
b, =h(kT)+a,h[T(k-1)]+a,h[T(k-2)]+...+a,h(0)
pre k=0,1,2,...,n

» K urCeniu vsetkych koeficientov potrebujeme poznat (k+1)
hodnot h(KT) vCitane h(0).

* Ak chceme z hodnét K;, L; a T; urCit diskretny prenos
spojiteho systemu aj s tvarovacom nultého radu, potom
funkcia h,(t) (prechodova funkcia) dielCich prenosov Je
urcena vztahmi:

i=r+2

| G(s) 1 r+lK -
hp(t)_L{ s } ‘ {JZ;S TS+1}




Nech  g(t)r=h(kT)=h (kT)-h [T(k-1)]
(Funkcia h(t)=h,(t)-h,(t-T) predstavuje odozvu systemu na
impulz o Sirke T.)

Pre vypocet koeficientov menovatela diskrétnej prenosovej
funkcie s tvarovacom platia tie isté vztahy ako bez tvarova-
Ca) a pre vypocet koeficientov Citatela vztahy

b,=g(k)+a,g(k-1)+ag(k-2)+...+a,9(0)
Diskrétna prenosova funkcia sa da potom vyjadrit
B(z)

G(z) = ---------
A(z)

kde polynomy A(z) a B(z) su vyjadrené v kladnych alebo
zapornych mocninach z .




Pre dalSie uvahy predpokladame ,ze polynomy A(z),B(z) su
vyjadrene :

B(z) = bytbzt+...+b z™, A(z) = a,ta,zi+...+a,z", m <=n

Vztahy pre vypocet koeficientov Citatela diskretnej prenosovej
funkcie mézeme jednoducho odvodit z vlastnosti
diskrétneho prenosu:

B(Z) bo+b12'1+...+bmz'm 00 .
G(Z) T SooosoEs T S oS e e eSS e TS e S e e e S e S — Zg(i)z_’

A(z) a +ta,z’+...+a,z" =0

pricom a,=1, g(k)=g(kT), k=0,1,2,... su poradnice odozvy
systemu na impulz Sirky T.

Upravou prenosu a osamostatnenim polynému B(z):

B(2)=A(z) f‘, g(i)z”




= (apta,zt+a,z?+...a,2")(g(0)+g(1)zt+g(2)z%+...+)=

— -1 ) -
=bytb,z+b,z%+...+b z™

by,=2,9(0)
b,=a,9(0)+a,9(1) (*)
b,=a,9(2)+a,9(1)+a,g(0)....
b,=a,9(k)+a,9(k-1)+a,g(k-2)+...+a,9(0), pre k <=m
Rovnice mdzeme pouzit pre vypocet koeficientov polynomu
B(z) a tak isto zo znalosti koeficientov a,, b m6zeme odvodit
rekurzivny vztah pre vypocet poradnic g(kT).
Zo vztahov (*) mézeme urcit hodnoty g(i), pre 1=0, 1,...,k

g(0)=by/a,
g(1)=1/a[(b;-a,9(0)]
9(2)=1/a[(b,-a,9(1)-a,9(0)]

9(k)=by-a,9(k)-a,9(k-1)-a,9(k-2)-...-a,9(0)




Priklad Z2 : UrcCenie diskrétnych prenosovych funkcii s
tvarovacom a bez tvarovaca spojitych systémov vyjad-
renych prenosovymi funkciami pri jednoduchych pdloch
systému prveho a druheho radu, viacnasobnych poloch a
komplexnych pdloch.

K 2 K 1
1. G(S)=------ = --—--—-- 2. G,(S) = =
1+T;s 1+2s (T;s+1)(T,s+1) (s+1)(2s+1)
K 20 K 1
3. G5(8) = - = - 4. Gy(S) = ----mmmmm s T e
(Tys+1)3  (1+3s)3 T252+2bTs+1  s2+2s+2

Peridda vzorkovania T = 0.5s.




RieSenie:

1.a) (Bez tvarovaca, klasicky postup

K
S . najprv uréime impulznu funkciu
1+T,S
KIT, K
gl(t):L_l{Gl(S)}:L_l{ ------------- b e-t/T1
s+1/T, T,

Diskretnu impulznu funkciu dostaneme dosadenim za t=kT
(t=(k+e)T)

K -kT /T, K
g,(KT) = ------- e = - Dk,  D=exp(-T/T,),
Tl Tl

(T je perioda vzorkovania)




Diskrétna prenosova funkcia sa urci z tabuliek

K Z KIT,z

G,(2) = Z{KIT, DK} = mmmemmem = memmeemee = e .
T, z-D z-exp(-T/T,)

T 1-Dz1
(Analogicky postupujeme pri urcovani Z-obrazu g,(t) pre
t=(k+¢)T:
K K
gl(k+\?>)'|' — = e-(k+e)T/T1 = e DK De
D=exp(-T/T,)
Tq Tq

(D¢ je konstanta)




K z K 1
Z{KT,DKD#} = ---= —=eem- DI p LI—— = G,(z,c)
Tl Z'D Tl 1'DZ-1

Konkretizaciou pre K =2,
D=exp(-T/T,) = exp(-0.52) = 0.7788
e=0.5

Z 0.882496
Ell@)) S G,(z, &) = -------mmmmm -
z-0.7788 z-0.7788

Predelenim Citatela a menovatela najvyssou mocninou
(v menovateli) dostaneme vyjadrenie diskrétnej
prenosovej funkcie v zapornych mocninach z.




1b) Ak k spojitej sustave G,(s) je pripojeny tvarovac
nultého radu, potom diskrétna prenosova funkcia je
urcena :

G11(2,8)=G1cGy(2)=(1-z1) Z{LA[--------- ] t=(reyt 3

Ak postupujeme klasickym postupom, potom G,(S)/s
rozlozime na parcialne zlomky, urCime spatnou
Laplaceovou transformaciou casovu funkciu h(t) :

G,(s) K L, L,
h,(O)=L*[-------- ]= L1 [-----mmmmmee- | B [ t e ]
S (T,;Ss+1)s S T,s+1
Riesenim je L,=K L,= -KT,
Prechodova funkcia h,(t) = K(1-e"T))

Zamenou t=kT resp. t=(k+eT) dostaneme diskrétnu
funkciu, na ktoru ak aplikueme Z-transformacie
dostaneme




Z Z
Z{h,(kT)} = Z{K}-Z{Ke*T'T} } = K------- [ GRS
z-1 Z-exp(-T/Ty)

K(1-exp(-T/T,)z K(1-D)z
e D=exp(-T/ T,)
(z-1)(z-exp(-T/T,) (z-1)(z-D)

Vysledny prenos spojitého prenosu G,(s) s tvarovacom
nultého radu je potom urceny

K(1-D)z K(1-D)
Gll(Z’O) - (1-2'1)------—-—--—----—- e =
(z-1)(z-D) z-D
K (1-D)z! b,z?1
D 1Dzt 1eagzt

kde b,=K(1-D), a,=-D, b,=0




Ak dosadime do prech.funkcie za t=(k+?)T dostaneme
diskretnu funkciu  h[(k+¢)T] = K{1-exp[-(k+&)T/T,]}

Aplikaciou Z-transformacie

Z Z
Z{h,[(k+&)T] = Z{K}-Z{K D*D#}= K -------- KDé ——— =
Z-1 z-D
K[z%(1-D?)+z(Ds-D)] b, z°+b,.Z
 @D@Dd) -1 D)

Vysledna diskrétna prenosova funkcia pre G,(s) aj s
tvarovacom nultého radu pre ¢ =0

G (z,€) = (121) s D oo
(z-1)(z-D) z-D
kde b, =K(1-D2) by, =(Ds-D)K




Konkretizaciou K=2, T,=2, T=0.5, D = exp(-0.52) = 0.7788008

Bez tvarovaca:
Z 1
G1(2,0) = G((2) = ------===mmmmmm = e
z-0.7788008 1-0.7788008z1

S tvarovacom:

0.4423984  0.4423984z1

ErelBH{(E) = Grrf@) = e B e
2-0.7788008 1-0.7788008z.

Z prenosu G,(z) resp. G,,(z) m6zeme urcit diferencnu
rovnicu vyjadrujucu vstupno-vystupnu zavislost :




0.4423984z1 Y(z)
G11(Z) = - = e
1-0.7788008z1 U(z)
jej roznasobenim

0.4423984z1U(z) = (1-0.7788008z1)Y(z2)
0.4423984u(k-1) = y(k) - 0.7788008y(k-1)
y(K) = 0.4423984u(k-1) + 0.7788y(k-1)

kde Y(z)zt------- > y(k-1) U(z)zt —> u(k-1)




2. Uvazujeme spojity dynamicky system, ktory je vyjadreny
prenosovou funkciou :

1
G,(S) = ~---=-==m=mmmmee-
(s+1)(2s+1)

2.a) UrCenie diskrétnej prenosovej funkcie G,(z,¢) bez
tvarovaca. Diskrétna prenosova funkcia sa urci:

G,(z,e) = Z{ L G(s) li=reyTt

(Prenos sa rozlozi na parcialne zlomky, spatnou
Laplaceovou transformaciou sa urCia casove funkcie
jednotlivych zlomkov, teda ziskame funkciu g(t)/,- .7 a podla
tabulkovych vzorov urCime obrazy diskrétnych funkcii)




Pouzitie univerzalneho postupu je vhodné predovsetkym pre
ucely algoritmizacie vypoctu diskretnych prenosovych funkcii.

Pri jeho pouziti postupujeme nasledovne :
- prenosovu funkciu rozlozime na parcialne zlomky

1 1 L.

Gy (§) = rererrereees = e S
(Tys+1)(T,s+1) (5+1)(23+1) i=1T.S+1

(T,s+1) (T,S+2)

(r-rad astatizmu, r=0, n-rad menovatela, n=2)
Riesenim sustavy rovnic urCime L;a L,
L, T,+L,T,=0
L,+L,=1




Konkretizaciou pre T,=1; T,=2; L,=-1; L,=2; T=0.5

Impulzna funkcia g(t):

= - exp(-t) + exp(-0.5t), pre t>0
h(t) =0, pre t=0
Koeficienty menovatel’a diskrétnej prenosovej funkcie urcime
podla
A(2) = Hz z;), kde z;=D;=exp(-T/T,) pre i=<1, 2>,
Z,= exp( 0.5/1), z,=exp(0.5/2)

A(z) = (z-exp(-0.5/1))*(z-exp(-0.5/2)) =(z-0.60653)(z-0.7788) =
= 72-1.3853z+0.47236




A(z) = (z-exp(-0.51/1))*(z-exp(-0.5/2)) =(z-0.60653)(z-0.7788) =
= 72-1.3853z+0.47236

Koeficienty menovatela A(z): a,=1 a,=-1.3853 a,=0.47236
Koeficienty citatela B(z) diskrétnej prenosovej funkcie
b,=h(kT) + a,h[T(k-1)] + a,h[T(k-2)] +...+ a,h(0)

k=0 b,=h(0T) + a, h[0.5(0-1)] =0
h(0) =-exp(0) + exp(0.5*0)=-1+1=0

k=1 b, =h(0.5)+a,h[0.5*%0]+ 0 = 0.17227
h(0.5) =-exp(-0.5)+exp(-0.5*0.5) =0.17227

k=2 b, =h(1)+a,h(0.5)+a,h(0) = 0.2386-0.2386 =0
Koeficienty citatela: b,=0 b,=0.17227 b,=0

Vysledna diskrétna prenosova funkcia:

0.17227z 0.1722771
) EC X 3
72-1.38537+0.47236  1-.385321+0.4723622



2.b) Urcenie diskrétnej prenosovej funkcie 6,(z) s
tvarovacom nultého rddu

Koeficienty menovatela sa nemenia:
a,=1, a,=-1.3853, a,=0.47236,
Koeficienty citatela urCime podla vztahu
b,=g(k)+a,g(k-1)+a,g(k-2)+...+a,9(0)
V nasom pripade n=2,hodnoty funkcie g(k) urCime podla vztahu
9(k)=g(kT)=h,(kT)-h,[T(k-1)]
kde h(t) je prechodova funkcia prenosu G,(s).

Rozkladom G,(s)/s na parcialne zlomky, spatnou Laplaceovou
transformaciou a konkretizaciou pre T,=1;T,=2; L,=1; L,=-4;
K{=1:

Kl Ll I—2
hp(t) = LY e e = 1-2@0.5t+ -t
S T;s+1 T,s+1




Koeficienty Citatela diskrétneho prenosu:

k=0 by=g(0)+a;g(0-1)+a,g(0-2)-0 =0
(pre zap. hodnoty argumentu je g(-k)=0)
g(0)=h,(0*T)-h [T*(0-1)] = O

k=1 b, =g(1)+a,g(0)+0 = 0.0489291
g(1)=h(T)-h(T*0) = h (0.5) = 0.0489291

k=2 b, = g(2)+a,g(1)+0=g(2)-1.3853*0.0498291 =
=-0.105981-1.3853*0.0498291 =0.038199
d(2) = h,(2T)-h,(T) =h,(1)-h,(0.5)
=0.1548794-0.0489291 = 0.105981

Vysledna diskrétna prenosova funkcia s tvarovaéom :
0.0489291z-0.03819 3.819E-0272-4.8929*e-02z1

IO T
22-1.3853z+0.47236  1-1.3853721+0.4723672




3. Uréme diskrétnu prenosovi funkciu s tvarovacom nultého
rddu pre spojity dynamicky proces

1
G,(S) = -
S2+2s + 2
Poly prenosu 6,(s) si komplexne zdruzené
s;=-1+j ,5 ,=-1-j t.j.is;=c £ jd(c=-1d=1)

Diskrétny prenos G,(s) aj s tvarovacom nultého rdadu urcime
na zdklade prechodovej funkcie

64(s) : h(t) = 0.5 - 0.7071* sin(t+0.78539) * exp(-1),

pre t+ > 0
h,(t) =0 pret <0
Korene menovatela spojitého prenosu G,(s) su i

S; ,=-1 £ j a z nich mdZzeme prepocet korenov z s---
->z-oblasti realizovat’ priamo zo suvislosti medzi korenmi v
s a z-oblasti:




z, ,=esT =eT(-1 £)) =qa[cos(1T) = jsin(1T)],
kde a = ecT= 705 = 0.6065

teda z,,=0.53228 + j0.290786, s;=c¢ * jd
Charakteristicka rovnica diskrétneho prenosu G,(z) je potom v tvare :
A@) = Tliz-z)
i=1

= (z-0.53228+j0.290786) (z-0.53228-j0.290786) =
= z2-1.0645612+0.3678795 = O

v zap. mocninach A(z)= 1-1.064561z-1+0.3678795z-2 = O
Koeficienty menovatel'a: ay=1, a;=-1.0645, a,=0.36787

Urcenie koeficientov Citatel’a diskrétneho prenosu G,(z) podla
vztahu

b, = g(k) + a;g(k-1) + axg(k-2) +...+ a,g(0)
g(k) = g(kT) = hy(kT) - h[T(k-1)]




k=0 by=9(0)=0
g(0) = hy(0) = 0

k=1 b, = g(1)+a,g(0)+0 =0.08846649
g(1) = h,(T)-h,(0) =h,(0.5)=
=.5-0.7071sin(0.5+0.78539)*exp(-0.5)=0.088466

k=2 b,=9g(2)+a,g(1)+0 =g(2)-1.064561*0.08846649
= 0.06319
g(2) = h,(2T)-h(T) =h,(1)-h,(0.5)
= 0.5-0.7071sin(1.78539)*exp(-1)=
= 0.2458389-0.08846649 =0.1573724

Diskrétna prenosova funkcia s tvarovacom nultého radu :

0.08846z+0.06319 0.08846z1+0.06319z

C4l(Z) — GTCG4(Z) Rt —
z°-1.0645z+0.3678 1-1.064521+0.367822




B(z) = O + 0.08846z-! + 0.06319z-2

A(z) =1 - 1.0645z1 + 0.3678z2




