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1. LAPLACEOVA TRANSFORMACE 
 
DEFINICE LAPLACEOVY TRANSFORMACE 
 

Laplaceova transformace patří do skupiny integrálních transformací a je základním mate-
matickým aparátem v teorii lineární regulace a řízení. Používá se především pro řešení lineár-
ních diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty a ale tento postup pak následně umož-
ňuje: 

- nalezení homogenního a partikulárního řešení v jednom kroku, 
- převádí diferenciální rovnice na algebraické rovnice, jejichž řešení v s- rovině je již 

známé a jednoduché, 
- umožňuje zavést obrazový přenos, blokovou algebru, frekvenční přenos atd., což pak 

nachází široké uplatnění v analýze a syntéze řízení  
 

Definiční vztahy Laplaceovy transformace  
 

   { } ),()()(
0

sYdtetytyL st == ∫
∞

−      (P2 – 1) 

 
 kde je y(t) je obecně komplexní funkce reálné proměnn t, která splňuje následující  

podmínky  
a) je po částech spojitá pro t ≥ 0 
b) y(t) = 0 pro t < 0 
c) y(t) je exponenciálního řádu. Funkce reálné proměnné t se nazývá 

exponenciálního řádu, jestliže existuje takové reálné číslo "c" (index 
růstu), že platí   0)(lim =−

∞→

ct

t
ety   

Poznámka: Funkce vyhovující  podmínkám a), b), c) se nazývá předmět 
standardního typu. 

 s je komplexní proměnná 
Y(s) je Laplaceův obraz - komplexní funkce proměnné s  

 
     Definiční vztah inverzní (zpětné) Laplaceovy transformace 
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 kde je  i  imaginární jednotka, pro kterou platí 12 −=i , 
  c index růstu 
  Y(s) je Laplaceův obraz - komplexní funkce proměnné s 
 
 
 Ve většině aplikací je funkce y(t) reálná funkce proměnné t. Pro výpočet L-obrazu se 
zpravidla nepoužívá definiční integrál (P2 – 1) ale využívá se vlastností L transformace nebo 
se pracuje se slovníkem L-transformace. Podobně výpočet předmětu z obrazu není zpravidla 
nutno řešit definičním integrálem inverzní transformace (P2 – 2), ale využívá se rozkladu na 
parciální zlomky. Použití definičního integrálu pro výpočet L-obrazu je demonstrováno na ná-
sledujícím příkladě. 
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   Nalezněte L-obraz funkce atety =)( . 
 
Řešení: Podle definice (P2 - 1) platí 
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L-obraz je funkce analytickou v polorovině cas => ReRe . 
 
 
   
 
  
 
1.1 VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE 
 

Abychom mohli účinně využívat v analýze a syntéze dynamických systémů všech mož-
ností, které nabízí L-transformace, je nutné se seznámit s vlastnostmi L-transformace. Důkaz 
jednotlivých vět nebude vždy proveden, pouze tam, kde je to vhodné, bude naznačen. Vlast-
nosti budou demonstrovány na jednoduchých příkladech.  
 

1) Věta o linearitě 
 

Nechť C1, C2 jsou libovolné komplexní konstanty a funkce y1(t), y2(t) mají L-obraz 
Y1(s), Y2(s) pak platí 

 
  { } )()()()( 22112211 sYCsYCtyCtyCL ⋅+⋅=⋅+⋅ ,   (P2 – 4) 
 

 
Odvození (P2 – 4): Z definice L-transformace plyne 
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cas => ReRe
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Im 

Obr.1Oblast konvergence 

Konec příkladu 

Příklad P2.1 
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   Nalezněte L-obraz funkce tωsin  a tωcos  

  
Řešení:  

Funkci tt ωω cos,sin vyjádříme ve tvaru )(
2
1cos);(

2
1sin titititi eetee
i

t ωωωω ωω −− +=+= . 

Použitím věty o linearitě dostaneme  
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2) Věta o obrazu derivace předmětu 
 

Nechť funkce y(t) je spojitá na otevřeném intervalu ),0( ∞+  a nechť existuje obraz 
její  derivace  y‘(t), potom platí 
 
   { } ),0()()'( +−= yssYtyL     (P2 – 6) 
kde )(lim)0(

0
tyy

t +→
=+  je počáteční podmínka zprava. 

 
Pro funkci y(t) může být počáteční podmínka zprava y(0+) a  zleva y(0-) stejná, nebo 

se mohou lišit viz obr.P2.2 
 

Významný jev nastává 
tehdy, jestliže funkce má 
rozdílné derivace zprava a 
zleva pro t = 0, protože v 
tomto případě derivace 

podle času 
dt
dy  vyvolá Di-

racův  impuls viz obr.  
P2.2b.  
Rovnici (P2 – 4) je možno 
modifikovat do tvaru  
 

{ } ),0()()'( +−=+ yssYtyL  
 

{ } ),0()()'( −−=− yssYtyL  
 

Odvození (P2 – 6):   
Odvození (P2 – 6) se opírá o integraci per partes  ∫∫ −= vuuvuv '' . Platí 
 

Příklad P2.2 

Konec příkladu 
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Obr.P2.2 Počáteční podmínky zleva a zprava 

a) b)
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 ∫∫
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Z této rovnosti plyne pak vztah (P2 – 4) 
 

  )0()()()(1)0()( yssYty
dt
dLty

dt
dL

ss
ysY −=







 ⋅→







 ⋅+= . 

 
Podobně lze odvodit  formule pro L-obraz druhé derivace 
   

)0()0()()( )1(2 ysysYsty
dt
dL −−=







 ⋅ .   (P2 – 7) 

 
L-obraz n-té derivace y(t), za předpokladu, že všechny derivace )(,),(''),(' )( tytyty nL  mají 
L-obrazy, je definován 
 

)0()0()0()()( )1()1(21 −−− −−−−=








⋅ nnnn
n

n

yysyssYsty
dt
dL L . (P2 – 8) 

 
Je-li třeba vyjádřit L+ nebo L- pak se provede substituce t = 0+ nebo t = 0- v derivacích 

)(,),(),(),( )1()2()1( tytytyty n−L podle toho, který L-obraz se vyžaduje. 
  
     

        Nalezněte řešení diferenciální rovnice )(1,2)0(,3'2 tuyuyy ==+=+  
    
Řešení:  { } { } )(1,2)0(3'2 tuyuLyyL ==+=+  
  [ ] )(3)()0()(2 sUsYyssY =++−  
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sYysUsYs  

Jestliže L-obraz jednotkového skoku je 
s
1  a  y(0+) = 2  pak dostaneme 
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L-obraz byl rozdělen na část, jejíž L-obraz odpovídá buzení YU(s) a na část YP(s), která 

respektuje nenulové počáteční podmínky. Předmět k L-obrazu Y(s) je možno určit pomocí de-
finičního integrálu zpětné transformace nebo rozkladem na parciální zlomky viz Příloha P3. 
Podle (P2 – 3) je předmět k YP(s) přímo roven 

 

)(2�
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Příklad P2.3 
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Předmět YU(s) určíme pomocí rozkladu na parciální zlomky viz (P3 – 2) a koeficienty 
A1, A2 určíme podle (P3 – 3) 
 

).()1(3ˆ
)5,0(

33
)5,0()5,0(
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)12(

3)( 5,021 tye
sss
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s
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ssss
sY U
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+
+=

+
=
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Odezva y(t) je dána součtem 

  ttt
PU eeetytyty 5,05,05,0 32)1(3)()()( −−− −=+−=+=  

 
Kontrola počátečních podmínek: 
 

.2)0()0()0(,0)0(,2)0( =+++=+=+=+ UPUP yyyyy  
 
 
 
1.2 PŘEPOČET POČÁTEČNÍCH PODMÍNEK  
 
Uvažujme diferenciální rovnici ve tvaru 
 

nmproubububyayayay m
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n
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n ≤+++=++++ −
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)( LL . 
 

Bude-li budící funkce u(t) nespojitá pro t = 0, pak pro počáteční podmínky zleva a 
zprava platí: 
 

  
1,,pro)0()0(

1,,1,0pro)0()0(
)()(
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−−=+≠−

−−=+=−

nmnkyy
mnjyy

kk

jj
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   (P2 – 9) 

 
Vlastní přepočet je založen na postupné n-násobné integraci kolem ε okolí v počátku 
−+ εε , . Postupnou integrací získáme n-rovnic a následným limitním přechodem pro 0→ε  

dostaneme hledané přepočítávací vztahy. Postup ukážeme na následujícím příkladě.  
  

 
Uvažujte dynamický systém popsaný diferenciální rovnicí 

´22´3´´ uuyyy +=++   a) )(1;1)0´(;1)0( tuyy =−=−=− . 
    b) )(1;0)0´(;0)0( tuyy ==−=−  

 
Nalezněte počáteční podmínky ?)0´(a?)0( =+=+ yy      

Řešení: Provedeme integraci diferenciální rovnice kolem počátku a dostaneme 
 

∫∫∫
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++→+=++
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εεεεεε
ε

ε

ε

ε

uuudtydtyyyy . 

Konec příkladu 

Příklad P2.4 
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Limitním přechodem 0lim →ε  pak dostáváme první vazební podmínku mezi počátečními 
podmínkami zprava a zleva.  

 
 

[ ] [ ])0()0(2)0()0(3)0´()0´( −−++=−−++−−+ uuyyyy ,  (1) 
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Provedeme-li  druhou integraci dostaneme 
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Integrální rovnici je možno rozepsat do tvaru 
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a limitním přechodem 0lim →ε  dostaneme 
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Platí: a) )(1;1)0´(;1)0( tuyy =−=−=−  

     )0()0( −=+ yy ,  ,0)0(,1)0( =−=+ uu                  1)0( =+y    
      [ ] [ ] 1)0´()0()0(2)0()0(3)0´()0´( =+→−−++=−−+−−=+ yuuyyyy  
 
 b) )(1;0)0´(;0)0( tuyy ==−=−  

    0)0()0( =−=+ yy            0)0( =+y  
    [ ] [ ] 2)0´()0()0(2)0()0(3)0´()0´( =+→−−++=−−+−−=+ yuuyyyy  
 
Prosím, porovnejte výsledky. Zajímavý je určitě případ b), kdy počáteční podmínky 

zleva jsou nulové, a zprava pro derivaci y‘(0+) vycházejí nenulové. Proto v definici obrazo-
vého přenosu se požadují počáteční podmínky zleva nulové! 
 

 
 
 
 

Konec příkladu 
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3) Věta o obrazu integraci předmětu 
 

Nechť funkce y(t) je předmětem standardního typu, pak je jím i její integrál a platí 
 

    )(1)(
0

sY
s

dyL
t

⋅=







∫ ττ     (P2 – 10) 

  

        Nalezněte L-obraz 







∫
t

dL
0

)(1 ττ  

 
Řešení:  L-obraz jednotkového skoku určíme z L-obrazu exponenciální funkce tak, že 

dosadíme za  

   ;11
ˆ)(1 00 sas
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 a následně pak        { } t
s
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s
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==⋅=







∫ �1)(11)(1 2
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ττ .   (P2 – 11b) 

 
 
 
 
 

4) Věta o obrazu konvoluce 
 

Nechť funkce u(t), g(t) jsou předměty standardního typu, mající L-obrazy U(s), G(s) pak 
platí 
 

)()()(})()({})()({)}()({)}({
00

sYsUsGdgtuLdtguLtgtuLtyL
tt

==∫ −∫ =−=∗= ττττττ  

 
           (P2 – 12) 
      
 
 
 
 

Odvození (P2 – 12): Odvození věty o konvoluci vychází z definice L-transformace, 
tedy musí platit 
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t
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t
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Funkce )(1)( ττ −⋅− ttu je nulová pro τ<t .Substitucí τ−= tx  
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Příklad P2.5 

Konec příkladu 

Laplaceův obraz konvoluce   je dán prostým součinem jejich L-obrazů G(s) a U(s). 
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Výraz můžeme upravit do tvaru 
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5) Věta o posunutí (o translaci) 
 

Nechť y(t) je předmět standardního typu, 
který má L-obraz  Y(s). Pak funkce posunutá 
vpravo  )(1)( DD tty ττ −∗−  o 0≥Dτ  má L-
obraz a platí 
  
  { } DS

DD esYttyL Τ−⋅=−∗− )()(1)( ττ   (P2 – 13) 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
Odvození (P2 – 13): Při odvození vyjdeme z definičního integrálu L- transformace. Platí  
 

{ } dtettydtettyttyL st
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st
DDDD

−
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τ
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protože na intervalu (0, τD) je integrovaná funkce rovna nule. Zavedeme-li substituci 

Dtx τ−=  pak dostaneme  
 

)()(1)()(1)()(1)(
0

)(

0
sYedxexxyedxexxydtetty DssxDsDxsst

D
DD

τττ

τ
ττ −−

∞
−+−

∞
−

∞
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 Integrál na pravé straně je právě Y(s), takže platí 
 

)(ˆ)(1)( sYetty Ds
DD

τττ −=−∗−       
 
 

 
        Nalezněte L-obraz paraboly 2ty =  posunuté vpravo o .sec3=Dτ  
 

)(1)( tty ⋅  

)(1 t

)(1)( DD tty ττ −⋅−

)(1 Dt τ−Dτ

)(ty

t

)(ty

t

Obr.P2.3 Funkce posunutá vpravo 

    Posunutí předmětu o Dτ  doprava 
odpovídá násobení  obrazu Dse τ−  

Příklad P2.6a 
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Řešení: { } 3
2 2)(1

s
ttL =⋅ , podle věty o translaci platí 

 { } .2)3(1)3( 3
3

2 se
s

ttL −=−⋅−  

 
        
 
 
 
 

 
        Nalezněte L-obraz pulsu dle obrázku. 

 
Řešení:  Puls vytvoříme ze skokové funkce výšky 2 od 
kterého odečteme v časovém okamžiku t = 3 skok posu-
nutý o 3 sekundy doprava. 
 

).1(222
ˆ)3(12)(12)( 33 ss e
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Nalezněte L-obraz Diracova impulsu násobeného vahou S. 
 

Řešení: 

Podle definice (3 – 2) platí  ∫
−
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=⋅→=≠==

ε

ε
δε

δ
δ

δδδ 11lim1)(lim;0,0)(
00

T
T

dtttprot
T

.   

Diracův impuls vynásobený vahou S, bude splňovat podmínku 
    

∫
−

→→
=⋅→=≠=

ε

ε
δε

δ
δ

δδ ST
T
SSdttSttS

T 00
lim)(lim;0pro,0)(  

a jeho aproximace je na obr.P2.4.  
 
Laplaceova transformace je pak rovna L-obrazu impulsu na 
obr P2.4 s limitním přechodem 0→Tδ . Při výpočtu limitní-
ho přechodu použijeme L´hospitalova pravidla a dostaneme 
L-obraz ve tvaru 
 

         { }
[ ]

S
s

sS

Ts
T
d

eS
T
d

e
Ts

StSL

Ts

T

Ts

T
=

⋅
=

⋅

−
=



 −
⋅

=⋅

−

→

−

→
δ

δ

δ
δ

δ

δ

δ

δ

δ

)1(
lim)1(lim)(

00
. (P2 – 14) 

 
 
Je-li S = 1, pak získáme L-obraz Diracova impulsu a platí 
  

t
)3(1 −t

)3(1)3( 2 −− tt

30

2ty =

Konec příkladu 

Příklad P2.6b 

t

2

30

)(tu

 

Příklad P2.7 

t 
T

C
δ
1Tδ  

Cδ(t) 

0 
Obr.P2.4 Diracův impuls 

Konec příkladu 
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     { } 1)( =tL δ .     (P2 – 15) 
 
Diracův impuls můžeme také vyjádřit jako derivaci jednotkového skoku 
 

     ).(1)( t
dt
dt =δ      (P2 – 16) 

 
 
 6. Věta o tlumení (substituci v obraze) 
 

Nechť a je libovolná komplexní konstanta a nechť y(t) je předmět k L – obrazu Y(s), po-
tom platí 

 
    { } )()( asYtyeL at −=  ,    (P2 – 17) 
 
což znamená, že násobení předmětu y(t) funkcí eat vede k substituci v obraze nezávisle 

proměnné s. 
Odvození (P2 – 17): Důkaz věty o tlumení vyplývá přímo z definičního integrálu L-

transformace: 

 { } ).()()()(
0

)(

0

asYdtetydtetyetyeL tasstatat −=== ∫∫
∞

−−
∞

−  

 
Nalezněte L-obraz funkcí tete atat ωω sin,cos −− . 

 
Řešení: Podle (P2 – 5a,b) jsou L-obrazy funkcí  tt ωω sin,cos rovny 
 

  { } )(cos 122 sY
s

stL =
+

=
ω

ω ,   { } )(sin 222 sY
s

tL =
+

=
ω

ωω . 

 
Podle (P2 – 17) dostaneme 

    { } 221 )(
)(cos

ω
ω

++
+

=+=−

as
asasYteL at ,  (P2 – 18b) 

 

    { } 222 )(
)(sin

ω
ωω

++
=+=−

as
asYteL at .  (P2 – 18a) 

 
 
 7. Věta o derivaci obrazu (substituci v obraze) 
 

Nechť funkce y(t) má L-obraz Y(s), potom  
 

     { } )()( sY
ds
dtytL −=⋅ .   (P2 – 19) 

Obecně platí 

    { } K,3,2,1),()1()( =−=⋅ nsY
ds
dtytL n

n
nn   (P2 – 20) 

Konec příkladu 

Příklad P2.8 

Konec příkladu 
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K odvození rovnosti (P2 – 19) použijeme definičního integrálu 
 

{ } ).()()()()(
000

sY
ds
ddtety

ds
ddte

ds
dtydtetyttytL ststst −=−=−=⋅=⋅ ∫∫∫

∞
−

∞
−

∞
−  

Zavedeme-li substituci )()( tyttx ⋅=  a pak pro n = 2 dostaneme 
 

{ } ).(.)()()()()( 2

2

00

sY
ds
dsY

ds
d

ds
dsX

ds
ddte

ds
dtxdtetxttxtL stst =



−−=−=−=⋅=⋅ ∫∫

∞
−

∞
−  

 
Vícenásobným použitím tohoto postupu a věty (P2 – 19) můžeme odvodit L-obrazy pro 
libovolnou mocninu n funkce „t“. 
 
 

Nalezněte L-obraz  rampové funkce ).(1)( ttty ⋅= . 
 
Řešení: Z funkce )(1)( ttty ⋅=  je zřejmé, že ji můžeme pokládat za součin funkce „t“ a jed-

notkového skoku. L – obraz { }
s

tL 1)(1 =  roven, takže podle (P2 – 19) platí 

 

    { } 2

11)(1
ssds

dttL =





−=⋅ .    (P2 – 21) 

 
8. Věta o násobení předmětů (konvoluce obrazů) 

 
  Nechť funkce y1(t), y2(t) mají L-obrazy Y1(s), Y2(s) pak  

 

{ } { }∑∫
=

→

∞+

∞−

−=−=⋅⋅
n

j zjz

ic

ic

zsYzYresdzzsYzY
i

ttytyL
1

212121 )()()()(
2
1)(1)()(
π

 (P2 – 22) 

 
kde )(),( 21 zYzY  jsou analytické funkce pro α>zRe  
 α  je index růstu funkcí )(),( 21 zYzY  

integrační cesta je vertikální přímka α>= czRe , 
 s   je komplexní proměnná α+> csRe  
 c  splňuje podmínku α>= czRe , 
 n  počet pólů. 
 
 
 
 
 

Konec příkladu 

Příklad P2.9 

c 

∞− ic

∞+ ic

α 
Re 

Im 

Obr.P2.5 Integrační cesta 
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Odvození (P2 – 22): Naznačíme pouze odvození rovnosti (P2 – 22).  Z uvedených podmínek 
vyplývá, že z obrazu Y2(z) je možno pomocí definičního integrálu zpětné transformace  (P2 – 
2) určit  y2(t) 
 

{ },)()(
2
1)( 1

1
11 zYLdzezY

i
ty

ic

ic

zt −
∞+

∞−

== ∫π
    (1) 

kde  c > α,  
 α poloměr konvergence funkce Y2(z) . 
 
Dosazením (1) do (P2 – 22) dostaneme 
 

{ } ∫ ∫∫
∞

−
∞+

∞−

∞
− ⋅








⋅=⋅⋅=⋅⋅

0
12

0
2121 )(

2
1)()()()(1)()( dtedzezY

i
tydtetytyttytyL st

ic

ic

ztst

π
 (2) 

Z rozboru proměnných v rovnosti (2) vyplývá, že je možno provést následující úpravu 
 

            ∫∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞
−−

∞
− −==⋅⋅

ic

ic

ic

ic

tzsst dzzsYzY
i

dzdtetyzY
i

dtetyty )()(
2
1])()[(

2
1)()( 21

0

)(
21

0
21 ππ

, 

 

  kde )()( 2
0

)(
2 zsYdtety tzs −=∫

∞
−− . 

 
Nalezněte L-obraz funkce tettytyty −⋅=⋅= )()()( 21  pomocí věty o L-
obrazu součinu dvou předmětů. 

Řešení: 
Funkce )(1)();(1)( 21 tetyattty t ⋅=⋅= −  jsou předměty standardního typu, mající L-obrazy 
 

;
)1(

1)(;1)( 221 +
==

s
sY

s
sY  

 
Podle věty (P2 – 24) platí 
 

{ } =
+−

⋅=−=⋅⋅ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

dz
zszi

dzzsYzY
i

ttytyL
ic

ic

ic

ic 1
11

2
1)()(

2
1)(1)()( 22121 ππ

  (1) 

 

.
1

1
)(

1
2
1

2 dz
zzsi

ic

ic +
⋅

−
= ∫

∞+

∞−π
 

Poznámka: 
Funkce Y2(z-s) je analytická pro cz <Re , jestliže s je pevné a splňuje podmínku 

α+> csRe , protože pak platí .)(Re)(Re α>−>− cszs  
Z toho vyplývá, že pro dostatečně veliké „ Re s“ integrační cesta odděluje singu-

lární body funkce Y1(z) a Y2(z-s): první leží vlevo od této přímky, druhé leží vpravo 
Konec poznámky. 

Příklad P2.10 
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Integrály řešíme pomocí věty o residuí (P1 – 19,20). Integrační uzavřenou křivku vo-

líme tak, aby obsahovala póly .1;0 211211 −=== sss   
a) Pro 0→z  platí 

 

).(
)1(

1
)1(

1lim

1
11lim)(Re

1
11

2
1)(

2
1

220lim

2
2

0lim1
2

sY
szs

zsz
z

dz
dzFsdz

zszi
dzzF

i

z

z

n

j zjz

ic

icc

=
+

=
+−

=

=














+−
⋅==

+−
⋅=

→

→
=

=

∞+

∞−
∑∫∫ ππ

 

 
b) Pro 1−→z  platí 

 

.
)1(

1
)(

1.lim
)(

1
1

1)1(lim
1

1
)(

1
2
1

221212 +
=

−
=









−
⋅

+
+=

+
⋅

− −→−→

∞+

∞−
∫ szszsz

zdz
zzsi zz

ic

icπ
 

 
Můžeme se lehce přesvědčit, že oba dva postupy dávají shodné výsledky. Závěr je 
 

{ } { } .
)1(

1)()(
2
1)(1)(1)()( 22121 +

=−=⋅⋅=⋅⋅ ∫
∞+

∞−

−

s
dzzsYzY

i
tetLttytyL

ic

ic

t

π
 

 
Výsledek je možno ověřit pomocí věty o derivaci obrazu (P2-19) 
 

{ } .
)1(

1
1

1)()( 2+
=

+
−=−=⋅

ssds
dsY

ds
dtytL  

 
 
 
1.3 LIMITNÍ VĚTY 

 
9. Věta o počáteční hodnotě 
 
Nechť funkce y(t) má L-obraz  Y(s) a ),0()(lim

0
+=

+→
yty

t
 pak platí  

 
   )0()(lim)(lim

0Re
+==

+→+∞→
ytyssY

ts
.    (P2 – 23) 

 
 

Odvození (P2 – 23): Abychom ukázali odvození věty (P2 – 23) použijeme věty o ob-
razu derivace (P2 – 6) 

).0()()( +−=






 yssYty

dt
dL  

 
Na časovém intervalu ∞≤≤+ t0  funkce 0→−ste , jestliže ∞→sRe , takže platí   

[ ] ,0)0()(lim)(lim
Re

0
Re

=+−=
∞→

∞
−

∞→ ∫ yssYdtety
dt
d

s

st

s
 

Konec příkladu 
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a z této rovnice pak dostaneme 
 
    ).0()(lim

Re
+=

∞→
yssY

s
 

 

       L-obraz  funkce je .
)1(

2)(
+
−

=
ss

ssY  Určete )!0( +y  

Řešení: 

Podle (P2 – 23) platí )0(1
)1(

2lim)(lim
ReRe

+==
+
−

⋅=
+∞→+∞→

y
ss

ssssY
ss

. 

 
 
 

10) Věta o konečné hodnotě 
 

Nechť y(t) je předmětem standardního typu a nechť dále existuje konečná limita 
)()(lim ∞=

+∞→
yty

t
pak platí: 

    )(lim)(lim
0

ssYty
st →+∞→

=      (P2 – 24)  
 
Poznámka: Limitu v (P2 – 24) chápeme jako )(lim

2/
0Re

ssY
sArg

s
π<

→
. Podmínka existence konečné  

limity je, že póly leží v levé části roviny s. 
 
Odvození (P2 – 24): Abychom ukázali odvození věty (P2 – 24) provedeme limitní přechod 

[ ])0()(lim)(lim
0Re00Re

+−=∫
→

∞
−

→
yssYdtety

dt
d

s

st

s
 

Protože 1lim
0

=−

→

st

s
e dostaneme        

  [ ].)0()(lim)0()()()(lim
00

00Re
+−=−∞==∫

→

∞
∞

→
yssYyytydtty

dt
d

ss
 

Porovnáním pak dostaneme  )(lim)(
0

ssYy
s→

=∞ . 

 

       L-obraz  funkce je .
)1(

2)(
+
−

=
ss

ssY  Určete )!(∞y  

Řešení: 

Podle (P2 - 24) platí )(2
)1(

2lim)(lim
0Re0Re

∞=−=
+
−

⋅=
→→

y
ss

ssssY
ss

. 

 
 

 

                             Vypočtěte hodnotu kvadratického funkcionálu .)(;)(
0

2
2

tetydttyJ −
∞

== ∫  

Řešení: Hodnotu funkcionálu vypočteme v obraze a provedeme ho v těchto krocích: 
 

Příklad P2.11 

Konec příkladu 

Příklad P2.12 

Konec příkladu 

Příklad P2.13 
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1) Nalezení L-obrazu funkce { } .)(;)(1)(2 tetyttyL −=⋅   
 
Podle věty o násobení předmětů (P2 – 22) platí  
 

{ } .
2

1
1

1
1

1)1()()(
2
1)(1)(

1

2

+
=









+−
⋅

+
+=−=⋅

−→

∞+

∞−
∫ szsz

zresdzzsYzY
i

ttyL
z

ic

icπ
 

2) Integrál .)(;)(
0

2 t
t

etydtty −=∫ určíme podle věty o obrazu integrace předmětu (P2 – 9) 

{ } .
2

11)(1)(1)( 2

0

2

+
⋅=⋅⋅=








∫ ss

ttyL
s

dttyL
t

 

 
3) Hodnotu funkcionálu pak v obraze vypočteme  pomocí věty o konečné hodnotě (P2 – 

24) . Platí  

.
2
1

)2(
1lim)(lim)(lim

00

2

00

2
2 =

+
=








∫=∫=

→→∞→ ss
sdysLdyJ

s

t

s

t

t
ττττ  

 

Hodnota kvadratického funkcionálu je rovna .
2
1)(

0

2
2 == ∫

∞

dttyJ  

 
 
 
 
2. LAPLACEOVA TRANSFORMACE PERIODICKÉ FUNKCE 
 
 Uvažujme periodickou funkci 

)()( Ttyty += , kde T je perioda viz 
obr.P2.6. 
 Funkce yT(t) se nazývá vytvářejí-
cí impuls, který splňuje tyto podmínky 
 
   0 pro t < 0, 

=)(tyT    y(t) pro 0 ≤ t ≤ τ, 
   0 pro  t ≥ 0.      
 
 Předpokládejme dále, že vytvá-
řející impuls yT(t) má L-obraz YT(s). Pak 
L-obraz periodické funkce y(t) je roven
   
 

    ,0;
1

)()( >
−

= − T
e

sYsY sT
T     (P2 – 25) 

 
kde { } { } ).()();()( sYtyLsYtyL TT ==  
 

y(t) 

T T 
t 

yT(t) τ

t 
Obr.P2.6Periodická funkce 

Konec příkladu 
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 Odvození (P2 – 25): Provedeme součet L-obrazů posunutých funkcí yT(t) vždy o peri-
odu opakování T. Platí 
 
 { } { } { } { } =+−⋅−+−⋅−+⋅= L)2(1)2()(1)()(1)()( TtTtyLTtTtyLttyLtyL TTT  
   = =++++ −−− LTs

T
Ts

T
Ts

TT esYesYesYsY 32 )()()()(  
   = ].1)[( 32 L++++ −−− sTsTsT

T eeesY  
 

Vzhledem k tomu, že součet L++++∑ = −−−
∞

=

− sTsTsT

k

kTs eeee 32

0
1 je součtem geomet-

rické řady,je roven 

    .1;
1

1
0

<
−

∑ = −
−

∞

=

− Ts
Ts

k

kTs epro
e

e   

 

Z toho pak plyne  TsT e
sYsY −−

=
1

1)()( . 

 
 
      Určete L-obraz  periodické funkce u(t) dle obr.P2.6 
 
 

Řešení: 
 
  
 
 
 
 
 

 
L-obraz vytvářejícího impulsu 

     ).1(3)( 2s
T e

s
sY −−=   

L-obraz periodické funkce s periodou sec3=T podle (P2 – 25) je 
 

   .
)1(
)1(3

1
)()( 3

2

3 s

s

s
T

es
e

e
sUsU −

−

− −
−

=
−

=  

 
 
 
 
 
 
2.1 ODEZVA SOUSTAVY NA PERIODICKÝ VSTUPNÍ  SIGNÁL 
 

V této kapitole bude diskutován problém výpočtu odezvy dynamického systému, který  
je popsán obrazovým přenosem F(s) a jeho vstupem je obecný periodický signál. Pro jedno-
duchost budeme předpokládat, že obrazový přenos má pouze póly reálné různé, tedy je možno 
provést rozklad 

Příklad P2.14 

Konec příkladu 

t 

uT(t)
u(t) 

60 1 2 3 4 5 107 8 9

τ 

T 

t 
0 2 

Obr.P2.6 Periodická vstupní funkce u(t)  

3 
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  ∑
−

=
−−−

==
=

n

i i

i

nn ss
A

ssssssa
sB

sA
sBsF

121

.
)())((

)(
)(
)()(

L
 

 
L-obraz obecné periodické funkce )()( Ttutu +=  s periodou T je 
 

     .
1

)()( sT
T

e
sUsU −−

=  

Výstup z takto buzeného systému musí být opět periodická funkce )()( Ttyty += s 
periodou T , kterou můžeme vyjádřit jako součet periodické funkce výstupu y(t) a účinku roz-
vážení ve tvaru 

 

 ∑
−

+
−

=
−

⋅=
=

−−

n

i i

i
sT

T
sT

T

ss
A

e
sY

e
sUsFsY

1
.

1
)(

1
)()()(     (P2 – 26) 

 
 Metodika výpočtu odezvy bude demonstrována na následujícím příkladě. 
 
 

   Dynamika systému je vyjádřena obrazovým přenosem .
15

10)(
+

=
s

sF   

  L-obraz vstupního periodického signál je .
)1(
)1(3

1
)()( 3

2

3 s

s

s
T

es
e

e
sUsU −

−

− −
−

=
−

=   

Určete analyticky odezvu y(t) = ? 
Řešení:  

F(s) má jeden pól 2,01 =s  a je možno ho zapsat do tvaru .
2,0

2
15

10)(
+

=
+

=
ss

sF  

Podle (P2 - 26) je L-obraz výstupu roven 
 

.
2.01

)(
)1(
)1(3

2,0
2.

1
)(

1
)()()( 33

2

1 +
+

−
=

−
−

⋅
+

→∑
−

+
−

=
−

⋅= −−

−

=
−− s

A
e
sY

es
e

sss
A

e
sY

e
sUsFsY i

s
T

s

sn

i i

i
sT

T
sT

T  (1) 

 
Vynásobíme-li rovnici (1) členem (1 - e-3s ) a provedeme-li na levé straně rozklad členu 

)2,0(
6
+ss

 na parciální zlomky, je  možno tuto rovnici přepsat do tvaru 

( ) ( )
2.0

1)(1
2,0

3
2

+
−

+=−⋅







+

+
−

−

s
eAsYe

s
C

s
B s

T
s .   (2) 

 
Koeficienty jsou B = 30, C = -30. Převedeme-li rovnost (2) do časové oblasti, dostaneme 
 

).()]3(1)(1[)]2(1)(1[30)]2(1)(1[30 )3(2,02,0)2(2,02,0 tyteteAtetett T
tttt +−−=−−⋅−−−⋅ −−−−−−  

            (3) 
Nyní je třeba určit konstantu A a vytvářející výstupní impuls yT(t) . 
 
1) Pro interval 3≥t  je 
  

Příklad P2.15 
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1)3(1)2(1)(1 =−=−= ttt       (4)  
 

a vytvářející impuls výstupní funkce  yT(t) = 0. 
 
Dosadíme-li pro  (4) do (3)  a vykrátíme-li funkci e-0,2t  dostaneme 
 

 )1()1(30 6,04,0 eAe −=−−  .943,17
1
130 6,0

4,0

−=
−
−

⋅−=→
e
eA     (5) 

 
 
2) Pro časový interval  32 <≤ t  platí: 1)2(1)(1 =−= tt ,     (6) 
      0)3(1 =−t .     (7) 
 
Dosadíme-li (6,7) do (3) dostaneme 
 

).
30
11(30)()()1(30 )4,02,02,0)4,02,0 AeetytyAeee t

TT
tt −−⋅=→+=−⋅ −−−  

 
Dosadíme-li za A z (5) bude vytvářející impuls yT(t) v tomto intervalu roven 
 

 

.
1

30)( 6,0

6,0
2,0

e
eeety t

T −
−

⋅= −    (8) 

 

a) Pro 2=t  je yT(t) roven .921,21
1

30)( 6,0

6,0
22,0 =

−
−

⋅= ⋅−

e
eeetyT  

 
 

b) Pro 3=t  je yT(t) roven .947,17
1

30)( 6,0

6,0
32,0 =

−
−

⋅= ⋅−

e
eeetyT  

 
 
3) Pro časový interval  20 <≤ t  platí: 1)(1 =t ,      (9)
  
        0)3(1)2(1 =−=− tt .    (10) 
 
Dosadíme-li (9,10) do (3) dostaneme  
 

).40176,01(30))1(1(30)()(3030 2,02,02,02,0 tt
TT

tt eAetytyAee −−−− ⋅−=−−=→+=⋅−  
a) Pro 0=t ;  .947,17)0( =Ty  
b) Pro 2=t ;  .921,21)2( =Ty  
 

 Průběh funkce yT(t) je na obr.P2.7. Odezva systému na periodickou funkci je rovna 

t 

17,947
21,921 

17,947 

2 3 0 

yT(t) 

Obr.P2.7  Vytvářející 
              impuls yT(t)  
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=⋅+=
 

 
Průběh odezvy je na obr.P2.8. 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.P2.8 Průběh odezvy na periodický signál 
 
3. ZPĚTNÁ L-TRANSFORMACE PODLE DEFINIČNÍHO INTEGRÁLU 
 
 Podle definice zpětné L-transformace platí 
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Postup bude demonstrován na následujících příkladech. 
 

   Nalezněte předmět k L-obrazu .
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   Nalezněte předmět k L-obrazu .
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Řešení: Podle (P2 – 2) platí: 
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Příklad P2.16 

Konec příkladu 

Příklad P2.17 

Konec příkladu 
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SLOVNÍK L- A Z-TRANSFORMACE 
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