Kapitola 4: Aplikacie metdd numerickej matematiky

4 Aplikacie metéd numerickej matematiky

4.1 Numerické a algoritmické riesSenie urcitého integralu

V tejto kapitole sa budeme zaoberat numerickym rieSenim integralu. Rozoberieme si dve metody jeho
rieSenia a to :
obdiZnikovi metédu,
lichobeZnikovu metddu.
V tejto kapitole sa budeme zaoberat vypocétom integralu funkcie zadanej tabulkou.
b
Urcity integral / f(z)dz predstavuje obsah plochy ohraniCenej nerovnicami
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Obrazok 4-1 Grafické znazornenia urcitého integralu funkcie f(x)

e Obdiznikova metéda
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Obrazok 4-2 Obdiznikova metéda vypoétu uréitého integralu
Podstatou obdiinikov;aj metddy je rozdelenie intervalu <a,b> na n €asti ( v naSom pripade 10). Plochu
rozdelime na n obdlZnikov, ktorych jednu stranu bude tvorit premenna d=(b-a)/n alebo d=xi+s-x;
a druhu stranu tvori funkéna hodnota v bode xi.
Obsah obdlZnika potom vieme vypoditat :
S=d*f(x;)

Integral potom vieme vyjadrit ako sudet obsahov jednotlivych obdiZnikov.

Algoritmické rieSenie uré&itého integralu obdiZznikovou metédou.
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C Urcity integral >
Cbdi%nikovd metdda
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Obrazok 4-3 Vyvojovy diagram vypoétu uréitého integralu obdiznikovou metédou

e Lichobeznikova metoda
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Obrazok 4-4 Lichobeznikova metéda vypoctu uréitého integralu

Podstatou lichobeznikovej metddy je rozdelenie intervalu <a,b> na n &asti ( v nasom pripade 10).
Plochu rozdelime na n lichobeznikov, ktorych vySku tvori d=(b-a)/n alebo d=xj.+-xi. Zakladfiami
jednotlivych lichobezZnikov su funk&né hodnoty v bodoch vysky — f(x)) a f(Xi+1).
Pre obsah lichobeznika s takto danymi stranami plati :

S=(f(x;)+f(xix1)) *d/2
Vypocet integralu sa realizuje s€itanim jednotlivych obsahov lichobeznikov.

Algoritmické rieSenie urcitého integralu lichobeznikovou metddou
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Urcity integral D
ichobeZnikovd metdd

_~%adaj a, b, n, £(x)—
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Obrazok 4-5- Vyvojovy diagram vypoctu urcitého integralu lichobeznikovou metédou

e Vypocet integralu z funkcie zadanej tabulkou — algoritmické rieSenie

V pripade, ze predpis funkcie, ktorej integral mame pocitat, nepozname a mame len jej body
zadané tabulkou vyuzijeme vSetky tieto body [x; yi/ avypoCet vykoname po nahradeni urcitého
integralu suctom, ktory vyjadruje nasledujici vzorec:

-1

-

(g — %3

i=1
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( Integral zadany >
tabulkou
/ Zadai x, v /

length (x)=length(Vy

Error - vektory x a y
musia mat rovnaka diZim

lengthy

_|_

| oo ]

————::::E — 1:length(x)-1

Error - pre vypodet su
potrebné aspof 2 body

| T = I+ (x(itl)-x(i))*v(i)

Obrazok 4-6 Vyvojovy diagram vypoétu uréitého integralu obdiznikovou metédou
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4.2 Aplikacie urcitého integralu v ekonémii
o Cisty prebytok zisku

Majme dva projekty, ktorych rychlosti ziskov su dané funkciami Ps(x) a P»(x), kde x predstavuje pocet
rokov. Nech funkcia P2(x) > P1(x) poCas nasledujucich N rokov.
Cisty prebytok zisku — NEP vypoc&itame nasledovne:

NEP = [[By(x)- R ()] ax
0

0
o Zisk z vyrobného zariadenia

Vyrobné zariadenie vytvara prijem rychlostou R(x) a naklady na jeho prevadzku rastu rychlostou C(x),
kde x predstavuje pocet rokov. Zariadenie je ziskové, pokial plati nerovnost R(x) > C(x).
Zisk z vyrobného zariadenia P, za N rokov vypocitame podla vzorca:

YA

y=R(X)
N
P(x)= !'[R(N)— C(x)] dx P&

0 N

o Spotrebitel'ska Uspora, podnikatel'sky prebytok

=Y

Majme danu funkciu dopytu p = d(q) a funkciu ponuky p = s(q) a suradnice rovnovazneho bodu

Obrazok 4-7 Vyvojovy diagram vypocétu uréitého integralu pre funkciu zadanu tabulkou

Spotrebitel'ska uspora — SU predstavuje rozdiel medzi mnozZstvom penazi, ktoré su spotrebitelia
ochotni minut za ge vyrobkov a mnozstvom pefiazi, ktoré by minuli pri cene pe.

P A

gdE ™
SU = [d(q)dg - prqx |
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Podnikatel'sky prebytok — PP je rozdiel medzi mnozstvom penazi, ktoré vyrobcovia dostanu za qe
vyrobkov predavanych za cenu pe a mnozstvom pefiazi, za ktoré boli ochotni predat’ ge vyrobkov.

P A

9 \\
PP=pzq; - | s(q)dg \

0 % /;V(([)
\p =dfq)

%
e Celkovy prijem . 9 g
Nech je funkcia hustoty toku prijmu f(f) v Case t spojita na intervale <ty,t>>
Celkovy prijem — CP v Case <t,f>> ur€ime podla vzorca:
Vv &
fy iy
- v=f(t
CP=Jf(»r)dr =
|
i I 1
I 1
1
l CP .
| !
o II I; r
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4.3 Algoritmické a numerické rieSenie derivacie

Derivacia predstavuje smernicu ku krivke v urCitom bode. Pri odhade derivacie funkcie f(x)
mbdzeme vychadzat z definicie :

f'&) =lim(fCx + B) - fG))/h
kde h je z prstencového okolia bodu 0. Po zvoleni ,malého” h, dostaneme odhad derivacie v bode x.

Tento postup v3ak nie je mozné pouzit pri funkciach zadanych tabulkou.

V pripade, Ze je funkcia zadana tabulkou, s rovnomernym rozdelenim bodov xi1, X2, X3, ... ,Xn-1, Xn,
mbdzeme pouZit' interpolaciu 2. stupfia a ziskame vztahy pre vypocet derivacie v danych bodoch —
derivaciu vo vnutornych bodoch xz, ... , Xs-1 ur€ime podfa symetrického vzorca a okraje dopocCitame
z vnutornych bodov.

Numericka derivacia
Funkcie zadanej tabulkou

Zadaj x, ¥

N — length (X)

N=length(y)

Error- vektory x a y
musia mat rovnaka dlZku

h - (x(2)-x(1))
dy « ¥
dy (1) — (-3*y(1)+4*y(2)-y(3))/(2*h)
\l/ Error - pre vypodet su
potrebné aspoii 3 body
i~ 2:N-1
[av(i) — (v(i+1)-v(i-1))/(2*n)|

|d&'(NJ ~ (v(N-2)-4*y (N-1)+3*y (N) )/ (2*h) |

l

Vypis dy(N)

C Ukoné&i )
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4.4 Priklady na samostatné rieSenie

1,5
Ccos (x
g ) dx

1. Vypotitajte integral o1 * obdiznikovou metddou, pre n zadané z klavesnice, rieste

pomocou funkcii v MATLAB-e a vlastnych naprogramovanych funkcii.

2,3

f dx

2. Vypoditajte integral °s V(13 obdiznikovou metédou pre n=5, 10 a 15. Vypoéty porovnajte.
21
f sin(x) dx

3. Vypoditajte integral © , ha vypocet pouzite lichobeznikovi metodu.

4. Majme funkciu dani bodmi uvedenymi v tabulke. Vytvorte funkciu na numericky vypodet uréitého
integralu obdiZnikovou metédou. Aplikujte tuto funkciu na vypodet integralu funkcie danej
nasledujucou tabufkou

X 1 2.12 3.24 4.36 5.48 6.6 7.72 8.84

y 0.265 0.369 0.985 1.356 1.452 0.874 1.256 2.012
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4.5 Pojem funkcie funkcii v jazyku MATLAB

Hfadanie minima funkcie viacerych premennych, numericky vypocet koref rovnice f(x) = 0, rieSenie
sustavy diferencialnych rovnic, numericka integracia su asto vyskytujuce sa problémy pri rieSeni
inZinierskych uloh.

Simulaény jazyk MATLAB s vyuzitim svojich vstavanych funkcii podporuje rieSenie napr. tychto
problémov:

a) najdenie nulovej hodnoty funkcie jednej premennej (rieSenie nelinearnych rovnic)
b) najdenie minima funkcie jednej alebo viacerych premennych,

c) numericky vypocet hodnoty urcitého integralu jednej premennej,

d) rieSenie sustavy diferencialnych rovnic (linearnych,nelinearnych DR)

Funkcie funkcii su funkcie, ktoré pracuju s funkciami programového prostredia MATLAB v Ulohe ich
parametra umozfiuju pracu s matematickymi funkciami namiesto &iselnych premennych.

Podmienkou pre pouzivanie 3tandardnych vstavanych funkcii simulaéného jazyka MATLAB je
programatorska zruénost' pri vytvarani m-funkcii : funkcie funkcii maju ako prvy parameter meno
novovytvorenej funkcie, dalSie parametre su dané syntaxou vstavanej funkcie.

Vstavané funkcie jazyka MATLAB pracujuce s matematickymi funkciami su umiestnené v adresari
funfun.

funkcia popis

fmin - minimalizicia funkcie s jednou premennou
fmins — minimalizicia funkcie s niekolkymi premennymi
frlot - zobrazenie priebehu funkcie

zero - nijdenie nil funkcie s jednou premennou
ode23 ~ ricsenie DR R — K 3.radu
oded4d R — K 5.radu

quad

v trare nizsicho ridu

uadd — numericky integral .
q reRy meg v tvare vyiiicho ridu

gquadl
e Zapis matematickych funkcii
V simulaénom jazyku MATLAB mdzeme zapisat funkcie pomocou m-suborov typu funkcia alebo

s vyuzitim priamych objektov ~ s vyuzitim funkcie inline. Definicia funkcie inline je docasné a pri
novom spusteni programového systému MATLAB je funkcia nedostupna

Priklad 1
Uvazujeme matematicku funkciu s nasledujucim predpisom
fo)=———+————56

(x-0,2)2+0,01  (x-09)2+0,04

Tato funkcia moze byt pouZitd ako vstup pre uz vysSie uvedené funkcie. To si vyZaduje vykonat zapis
funkcie f(x) do m-suboru napr. s ndzvom humps.m:

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

function y = humps (x) %$x je vstupnd premennd, y je vystupnd premenné
y=1./((x - 0,3).72 +0,01) + 1./((x / 0,9).”2 + 0,04) / 6;

Priklad 2
S vyuzitim funkcie inline vytvorte v simulaénom jazyku Matlab zapis funkie f(x) z prikladu 1.

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:
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>> f=inline('l./((x - 0.3).72 + 0.01)+ 1./((x = 0.9).72 + 0.04)- 6")

f =
Inline function:

f(x) = 1./((x-0.3).7240.01)+1./((x-0.9).7240.04)-6
Pri vypocte funkénej hodnoty v danom bode je postup rovnaky nezavisle na spésobe, ako bola funkcia
zadefinovana (m-subor resp. inline).

Priklad 3
Vypocitajte hodnotu funkcie f(x) pre x = 2.

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

>> £(2)
ans =
-4.8552
Vytvorenie funkcie viacerych premennych prebieha pomocou zapisu:

inline('funkcia'.'argl’. 'arg2',..)

kde:
funkcia - retazec znakov vyjadrujucich funkciu (vstavanu alebo zadefinovau uzZivatefom)
arg1, arg2 — argumenty — parametre funkcie

Priklad 4

S vyuzitim MATLAB funkcie inline vytvorte funkciu viacerych premennych
fle.y) =y =sin(x) + x = cos(y).

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

>> f=inline ('y*sin(x)+x*cos(y)', 'x', 'y")
f =

Inline function:
f(x,y) = y*sin(x)+x*cos(y)

e Grafické zobrazenie funkcii

Funkcia fplot umoZiuje zobrazit matematické funkcie, ktoré su bud’ vstavané funkcie jazyka MATLAB
alebo funkcie vytvorené uzivatefom.

fplot('fmeno' limit)

kde:

fmeno — nazov funkcie v jazyku MATLAB

limit — interval na ktorom budeme zobrazovat funkciu s nazvom fmeno
Priklad 5

Priklad s vyuzitim funkcie fplot. Graficky znazornite goniometrické funkcie na definovanom intervale.
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In.nu-l-'r—n—.pu—nq -I

NEWe kN2 ODEL- @ 0@ aD

>> fplot('sin', [0,2*pi]);

W

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

NEWS k| RXODEL-|B|0E| a0

>> fplot('[sin(x),cos(x)]"',[0,4*pi]);

>> fplot ('humps', [-3,3]);

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

DEHS K RNV RA- |08 a1

>> f=inline('x.*sin(x)"','x");
>> fplot (f, [0,2*%pi])
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e Minimum funkcie a hl'adanie nulovych bodov — funkcia fminbnd

Na minimalizaciu zadefinovanej funkcie simulacny jazyk MATLAB vyuZiva vstavané funkcie ktoré
umoZiuju:

- minimalizacia funkcie s jednou premennovu;

- minimalizaciu funkcie s viacerymi premennymi;

- hradanie nulového bodu funkcie s jednou premennou:

Minimalizacia funkcie s jednou premennou :

fminbnd (' fun', x4, x5, options)

kde:
fun — retazec znakov, pomocou ktorého je zadefinova funkcia alebo nazov premennej, v
ktorej je funkcia zadefinova pomocou prikazu inline
x1,x2 — zacCiatok a koniec intervalu na ktorom hfadame minimum
options — volby pre hfadanie minima
Priklad 6

Najdite minimum funkcie sin na intervale <0,2;1>, vyuzite pritom vstavanu funkciu fminbnd.

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

>> k=fminbnd('sin', 0, 2*pi)

k =
4.7124

>> min=sin (k)

min =
-1.0000

e Praca s rovnicami s jednou premennou — funkcia fzero

Na rieSenie korefov algebraickych rovnic méZeme vyuzit funkciu reets (fava strana polynomu),
avSak na hfadanie numerického rieSenia rovnice, ktora nie je algebraicka, pouzivame funkciu fzere -
najdenie nul funkcie(nulovych bodov), ktorui volame nasledovne:

fzero('fun',xy)

kde :
fun — zapis funkcie, ktora predstavuje lavu stranu funkcie
Xo — poCiato€ny odhad rie$enia, alebo interval kde sa ma nachadzat’ korefi
Priklad 7
Najdite rieSenie rovnice cos(2x) =sin(3x) = 0 s vyuZitim funkcie fzero
>> x=fzero(inline ('cos (2*x) *sin(3*x)"'),2)
X =
2.0944
>> x=fzero(inline ('cos (2*x)*sin(3*x)"'),[1.5 2.2])
x =
2.0944

Samostatne rieste nasledujuce rovnice s vyuzitim funkcie fzero, s ich Upravou na tvar f(x) = 0

1. x=g" =

¥ +x+1=0
x

sm(x] = ;
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¢ Numericka integracia

f(x) f(a)

b
I 0= f f@)dx
fb) )

0 a b p

Na numerické integrovanie funkcie jednej premennej v tvare f:f(x)dx ponuka MATLAB dve
Standardné vstavané funkcie quad, quadl|.

e quad - implementuje adaptivne Simpsonovo pravidlo
Pre vypocet Simpsonovym pravidlom rozdelime interval <a,b> na parny pocCet podintervalov

av kazdom intervale vykonavame nahradu povodnej funkcie parabolou. Vzorec pre vypocet
Simpsonovho pravidla je:

f:f{x)d.’r -] S{f{xnj +f(-’f:n) + +(f(x1) +f{xg) + .. + fc:x:i’!—j_:):] - ch{l':) + f(xq_:] + e f(.’r:ﬂ_:)])-
e quad/ - implementuje adaptivne Lobattovo pravidlo

Funkcie quad,quadl maja analogicku syntax:

hodnota;,, = quad('fname’,dolna_hr, horna_hr);

kde:
fname — meno uzivatelom vytvorenej funkcie alebo aj meno funkcie programového
prostredia MATLAB, (built-in-funkcie), ktoré su napriklad: sin, sqrt ...
dolna_hr, horna_hr — hranice intervalu, ktorych pocitame integral z definovanej funkcie
Priklad 8

Vypocitajte s vyuzitim funkcie quad v simulacnom jazyku MATLAB hodnotu integralu f:dex: na
intervale <0,5> .

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

-1 Editor - C\ofca\tuke\bakalarka\priklady\num_int.m* ® ol s |

File Edit Text Go ~ Cell  Tools Debug  Desktop . | x f(x)

NMEdd $RR90 |- |ddakl- >0 - 25 [F

BB -0 |+ | +h1 [x |0 g

1

1 % vypocet integralu O Y = — !
2= a=input('Zadaj favl hodnotu intervalu == 0"); =vx !
3 - b=input('Zadaj pravu hodnotu intervalu == 0 ), !
4= kg=quad('sqrt',a,b); 0 } } } } i
5= fprintf(hodnota integrélu numericky je %f, kq);| 1 2 3 4 5 X
‘| script Ln 5 Col 51 |OVR

Medzi dalSie volitelné parametre pre funkciu quad :
Q@ = quad ('fun',a.b, tol, trace)

kde:
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tol- presnost integralu (1e~°)
trace — nenulovy vypis vypoctovej rekurzie

e Numericka derivacia - funkcia diff

Funkcia diff vypocita diferencie medzi hodnotami vo vektore a vytvara novy vektor:

f(x)
. () —Flag_, e ,
flx)= N;_—im spatna diferencia
0 X
f(x)
. _ Flagyd—fxg) . .
£ wena () P dopredna diferencia
0 X
Priklad 9

Predpokladajme, Ze funkcia f(x) ma tvar polynému:
Fl) =x%—3x* —11x% + 27x% + 10x — 24
Vypocitajte derivaciu tejto funkcie na intervale [-4,5] s vyuzitim funkcie diff.

RieSenie v programovom prostredi MATLAB:

== X=-4.0.1:5;%generovanie hodndt nezavisle] premennej
== = A5-3 A -1 A 3+277x M 2+10%x-24;
== Idfzdiff(f).ldiff(x);

Priklad na samostatné rieSenie:

Vypoditajte integral _f;:.‘:"a} cos(2t)2 4+ sin(t)? + 1 dt pomocou vytvorenia funkcie ako m-subor a ako
objekt.

[t,y]=solver(‘odefun’, cas_int, poc_pod)

kde:
solver - riesitel , napriklad vstavané funkcie ODE45, ODE23 ...

‘odefun’ — meno m-suboru funkcie , ktord obsahuje definovany predpis systému DR
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4.6 Analytické a numerické rieSenie diferencialnych rovnic

Fyzikalne systémy (elektrické, mechanické, tepelné, hydraulické) ,ktoré su vo vSeobecnosti popisané
systémom linearnych alebo nelinearnych diferencialnych rovnic (linearne dynamické systémy su
popisané LDR s konstantnymi koeficientmi).

Analytickeé rieSenie LTI (Linear Time Invariant) systému DR v ¢asovej oblasti ziskame:

e rieSenim DR bez a s pravou stranou a s¢itanim homogenného a partikularneho rieSenia
e rieSenim v Laplaceovej transformacii a asovy original rieSenia ziskame spatnou Laplaceovou
transformaciou (L~%).

DR mézeme rieSit numerickymi metédami. Funkciu, ktorl dostavame po kazdom kroku pri
numerickom vypocte nazyvame aproximacia analytického rieSenia.

Pri rieSeni diferencialnych rovnic v sa budeme vzivat dva postupy a to :
e na rieSenie DR pouzijeme vstavanu funkciu ode45 (vyuziva metéodu Runge-Kutta 4.stupna),

e avlastnu funkciu vyuzivajucu algoritmus metédy Runge — Kutta.

Je nutné si uvedomit, ze simula¢ny jazyk MATLAB neumoznuje rieSit DR vy3Sieho radu ako 1. radu,
t.j. DR s definovanou pociatoénou podmienkou v tvare

dy(t) y
— = flt.y), PP:y(0) =y,

Z tohto dévodu je pri oboch postupoch potrebné vykonat transformaciu DR n-tého radu na systém n
diferencialnych rovnic 1. radu. (prepisanie DR do substitu¢ného kanonického tvaru). Princip spociva v
vysvetleny na konkrétnych prikladoch DR.

¢ Prepis diferencialnej rovnice na substituény kanonicky tvar

Prepis linearnej DR 2.radu do substituéného kanonického tvaru:

Uvazujme DR, ktora ma nasledujuci tvar:

y (1) + 3y’ (t) +y(t) = 1

Na prepis do substituéného kanonického tvaru zvolime substiticiu :

y=xi(t),y =xz(1)

Y'(8) = x1'(t) = x2(t)
YUt =x2'(t) = 1-3x2(t) + xa(t)

\ 4

Substituény kanonicky tvar

V kazdom kroku vypoctu je dblezité poznat hodnoty stavovych premennych ktoré su reprezentované
vektorom [x7; x2]. V prostredi MATLAB si vytvorime funkciu, ktori nazveme ,,dif.m*. Jej vystupny
parameter (xout) predstavuje v kazdom kroku derivacie stavovych premennych: xout = [x7’; x21.

function [ xout ] = dif(t,x)
x1=x(2):

X2=x(1)-3*x(2)+1;
Xout=[x1;=x2];

end
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Prepis linearnej DR 3.radu do substituéného kanonického tvaru:

Uvazujme vSeobecnu DR 3.radu s pravou stranou.
)+ ay (8 + ayy () + apy(t) = by = u(t)
Definujme stavové premenné: y = x(t), y" = x2 (1), y'= x5 (t)
Prepis do substituéného kanonického tvaru:
) = x,7() = x,(8)

(ﬂ x,°(8) = x5(8)
(t-] xg‘(t:) = bou(t:) —QpXy — QX7 — QX3

y
.\

DR n = 3 je prepisana do substitu¢ného kanonického tvaru troch DR 1.radu.
¢ RieSenie DR s vyuzitim vstavanej funkcie ode45 jazyka MATLAB

Funkcia ode45 vypocita rieSenie DR n-tého radu, ktora bola zapisana do substituéného kanonického
tvaru(subor ,,dif.m*), funkcia ode45 pouziva nazov funkcie ,,dif* ako parameter. Funkcie na rieSenie
diferencialnych rovnic teda povazujeme za ,funkcie funkcii®. Zakladna syntax funkcie ode45 je
nasledovna:

[t,x] = ode45(@dif, [tO0,tf], [P])

kde:

dif — funkcia, ktora obsahuje definovany predpis rieSenej DR v tvare systému diferencialnych
rovnic 1. radu

[t0, t£f] — zaliato€na a koncova hodnota intervalu, na ktorom vykonavame rieSenie DR

[P] — vektor podiato€nych podmienok

Vystup z funkcie ode45:

t — stipcovy vektor gasovych bodov
y — matica rieSenia (jednotlivé stlpce obrieSenie DR a jeho derivacie)

Vysledok rieSenia funkcie ode45 je mozné vykreslit pomocou funkcie plot nasledovne :

plot(t,y(:,1)) Y%rieSenie DR x1(t)
plot(t,y (:,2)) %derivacia rieSenia DR xo(t)

Pozn. Namiesto funkcie ode45 je mozné pouzit' aj iné solvery (rieSitele), napr. ode23 a

Priklad

UvaZujeme nelinearnu diferencialnu rovnicu 2. rddu ,ktoru reprezentuje Van-der-Polov oscilator.
Namodelujte rieSenie tejto DR v simulaénom jazyku MATLAB.

y”(t:] = g(t,).'_. ‘\.":] = }." (1 — :I-"::) -y

yE) -y« (1 —9y*®) +yE) =0

Substitucia: y = xs(1), y’ = x2 (O)y(t) = x,(£)

Vytvorenie substitu¢ného kanonického tvaru:

)(t)—xi (t]—x(ﬂ
yt) =x; = x,(t) = (l—xl(tj}—xl{ﬂ

i
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vander.m:

% Matematicky zdpis DR2.radu prepisany
%$do stavového priestoru

function xder = wvander (t, x)
xder=[x(2);x(2) . *(1-x(1) ."2)-x(1)1;
return

Pozn. xder = [x(2);x(2).*(1 - x(1).72) / x(1)]1 - maticovy zapis
Hlavny program :

difrov2r.m :

o°

program na riesenie nelinedrnej diferencidlnej rovnice
2.rddu - Van - Der - Pol

% oscildtor - zadany v stavovom priestore

x0=[0 0.25]"'; % inicializacia pociatocnych podmienok
t0=0; tf=10; % definicia c¢asového intervalu
[t,x]=0de23 ('vander', [t0,tf], [0;0.25]);
[t,x1=0de45 ('vander', [t0,tf], [0;0.25]);

subplot (211); plot(t,x(:,1));

title('riesenie y(t)'); xlabel('t'); grid;

subplot (212); plot(t,x(:,2));

title('prva derivacia y(t)'); xlabel('t'); grid;
plot(t,x); % dva grafy v jednom obrazku

o

title ('Van-der-Pol rovnica - c¢asova histdria ');
pause
plot(t,x(:,1 ),‘k-',t,x(:,2),‘k--')| %vyuzitie viacparametrovej funkcie na graficky vystup

o Metéda Runge — Kutta 4.radu

Metéda Runge — Kutta je jednou z najznamejsich numerickych metéd na rieSenie DR.
Podstata spociva v aproximacii linearnych kombinacii funkénych hodnét v zvolenych bodoch.
Vyjadrenie nového stavu systému pomocou predchadzajiceho stavu je dané vztahmi :

ki=T*f(tn, Xn)
ka=T*f(tn + V2T, xo + V2Tky)
ks=T*f(tn + 2T ,xp + V2Tka)
ka=T*f(tn + T, xn + Tks)
Xn+1 = Xn + (K1+2k2+2ks+ka)/6
pren=1,2, 3.
Zavedieme si premenné:
tk — hodnota Casu t, pri ktorej chceme vypocet ukongéit
T — integraCny krok, s ktorym sa bude vypocet realizovat’

t(1) — pocCiato€na hodnota t, pri ktorej sa vypoclet odstartuje ak j = 1
x(:,1) — pociatoény vektor x zavislej premennej
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Runge-Kutta

Zadaj t(1),T,tk,x(:,1)
i=1

t(i)<tk

—+

k1=T%dif(t(i),x(:,1))

k2= A5 £if6 [1) 40557, x5 1) ¥ .5%E3)
k3=m¥di f (t (i) +0.5%D, x(:,1)+0.5%k2)
k4=T*dif (t (i) +T,x(:,1i)+k3)
x(:,i+1)=x(:,1)+(k1+2%k2+2%k3+k4)/6
t(i+1)=t(1)+T

i=i+1

Vypis t,x
Vykresli graf

Obrazok 4-8 Vyvojovy diagram pre metédu Range — Kulta — vlastna naprogramovana funkcia

107



Kapitola 4: Aplikacie metdd numerickej matematiky

4.7 RiesSenie linearnych diferencialnych rovnic analyticky a s vyuzitim

vstavanych funkcii v jazyku MATLAB

Diferencialne rovnice nazyvame rovnice, v ktorych sa vyskytuji funkcie aich derivacie.
K diferencialnym rovniciam nas vedu fyzikalne a matematické ulohy.

¢ Druhy diferencialnych rovnic

a) Obycajné diferencialne rovnice — ako neznama vystupuje realna funkcia jednej realnej
premennej a tiez derivacie tejto funkcie.
e Hovorime, Ze diferencialna rovnica je n-tého radu, ak v nej vystupuje n-ta derivacia
neznamej funkcie y a ak uz v nej nevystupuje zZiadna jej derivacia vysSieho radu ako
n.
Linearne diferencialne rovnice
Nelinearne diferencialne rovnice
b) Parcialne diferencialne rovnice — ako neznama vystupuje funkcia dvoch alebo viac
premennych a v ktorej vystupuju parcialne derivacie tejto neznamej funkcie.

e Linearne diferencialne rovnice 1.radu

V ulohach, ktoré vedu na rieSenie diferencialnych rovnic 1. radu je oby¢ajne vopred znama
hodnota hfadanej funkcie v nejakom bode &;.

Ulohou je najst medzi v8etkymi rieSeniami diferencidlnej rovnice y* = f(t.y) také rieSenie
y = y(t), ktoré spifia pogiatoénu podmienku y{t;) = t;, kde ¥, je dané &islo. Takyto typ Glohy
sa nazyva Cauchyho uloha.

e Linearne diferencialne rovnice n-tého radu
Homogénna linearna diferencialna rovnica (DR bez pravej strany) je DR tvaru

2y ™ () + ay_ v E + - +a,7(E) + apy(®) =0,
kde a;, i =0,1, ..., n su koeficienty DR.
Nehomogénna linearna diferencialna rovnica (DR s pravou stranou) je DR tvaru
any ™) + ay_ v E + o 40,y (®) + apy () = u,
kde a;, i = 0.1,....n su koeficienty DR a u je budiaca funkcia.

VSeobecné rieSenie ¥ DR je suc¢tom homogenného rieSenia ¥ a partikularneho rieSenia v,
t.y=v+y".

¢ Riesenie LDR Laplaceovou transformaciou

Laplaceova transformacia nam ponuka jednoduché rieSenie linearnych diferencialnych rovnic
s konstantnymi koeficientami.
1) DR v Casovej oblasti pretransformujeme do LT so zohlfadnenim pociatoénych podmienok

2) Vypocitame obrazovy prenos systému G(s) = T

o=

3) Z obrazového prenosu systému vyjadrime obraz rieSenia DR Y(s)

Y(s) = G(s) . U(s)
kde
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U{s) predstavuje vstup do systému
¥(s) predstavuje vystup zo systému

4) Pouzitim vzorcov pre spatnu LT ziskame rieSenie DR v ¢asovej oblsati.

Y(s) — y(1)

PRIKLAD 1

Majme LDR tvaru:

y(£) — 2y°(£) — 3y(t) = 7 = cos(3t).

Najdite vSeobecné rieSenie LDR pre nulové pociatocné podmienky analytickym vypoctom a s vyuzitim
vstavanej funkcie ode45 v jazyku MATLAB.

Riesenie DR v Casovej oblasti:

1.

Najprv vyrieS§ime homogénnu DR
yo(t) — 2y(8) — 3y(t) = 0
Pre vypocet homogénnej DR potrebujeme vypoditat charakteristicku rovnicu a jej korene:

s2—-25-3=0
s+DG-3)=0
5, =-1

5, =13

Na zaklade koreriov charakteristickej rovnice v§eobecné rieSenie = C, e~ "+ ;= &*

Nasledne vypocitame partikularne rieSenie DR s uvazovanim Specialnej pravej strany
V nasom pripade je pravéa strana f{t) = 7 = cos(3t).
Z véeobecného partikularneho riesenia y* = x* = ¢%* « (4 » cos(bx) + B = sin(bx)) odhadneme
s=0,a=0,b=3.
KedZe komplexne zdruzené ¢&islo a + ib = 3i nie je v tomto pripade Ziadnym korefiom, preto
k=0.
A teda partikularne rieSenie tejto LDR je
y* = x"% &% (4 = cos(3t) + B #sin(3t)) = A # cos(3t) + B =sin(3t)

Ziskané partikularne rieSenie zderivujeme:

(y*) = —34 = 5in(3t) + 3B = cos(3t)
(y*)" = —94 = cos(3t) — 9B = sin(3t)

Dosadime partikularne rieSenia do pévodnej LDR

(y — 2y — 3y =7 = cos(3t))
—04 *cos(3t) — 9B = sin(3t) — 2 = (—34 *sin(3t) + 3B = cos(3t)) —
—3 = (A = cos(3t) + B =sin(3t)) = 7 = cos(3t)

Upravime:

—9A » cos(3t) — 9B = sin(3t) + 64 = sin(3t) — 6B = cos(3t) — 3Acos (3t) — 3B = sin(3t) = 7 = cos(3t)

(—124 — 6B) = cos(3t) + (—12B + 64) = sin(3t) = 7 = cos(3t)
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cos(3t): —12A-6B =7 -
sin(3t):—12B + 64 = 0 5= _3__-.0
Partikularnym riesenim DR je y' = -é* cos(3t) ‘é * sin(3t)

5. VSeobecné rieSenie danej nehomogénnej LDR hladame v tvare y = ¥ + ¥*
r=Cyxe T+ 0yt —i* cos(3t) —1* sin(3t)
YT 2 15°° 30

6. Urc&enie integracnych konstanty z poc¢iato€nych podmienok:

y(©0) = 0: ) )
y(£) =Cise "+ 0= — 1—? * cos(3t) —?E* sin(3t)
vyt =—C,=e "+ 3Ce¥ + 3 sin(3t) — ﬁcos(ﬁtj

Cose 20 40y e™? —é* cos(3 = 0) —i* sin(3«0) =0

!
CL+C2_1_+0=0

3
C = C
1._15_ 2
C =
Y40
y(0) = 0:

—C,*e " +3C,e% + é sin(3t) — ﬁcos(Stj =0

!
—C,+3+0,+0——=10
1t * : + 10

4= L !
= 2—6

C,=

[}
.{al““’

7. Celkové analytické rieSenie DR :

=L et L a3t _ T e
y=*e T+ e 15*cos(3t) - * sin(3t)

Najdenie rieSenia DR pomocou Laplaceovej transformécie

y(t) = 2=y (t) — 3= y(t) = 7= cos(3t), PP:y(0) =y (0) =0

1. Prevedieme LDR do Laplaceovej transformacie

7
$27() —sy(0) -y (0) — 2 (s¥(6) - y(©) - 3¥(8) =
s2¥(s) —2s¥(s) - 3¥(s) =s=?:-32

2. Vyjadrime obraz rieSenia DRV LT : Y (s):

7s
¥ I_2:-3) =
(s) = (s* =25 - 3) i

_ is
T (524382 (sT—25-3)

¥(s)

110



Kapitola 4: Aplikacie metdd numerickej matematiky

3. Rozklad prenosovej funkcie na parcialne zlomky

7s A B Cs+D
(57+39)»(s2—25-3) s+1 5-3 5240

Ts=A=(249)+(5-3)+B=("+ G+ +(Cs+D) =5 -3 =(s+ 1)

s? D=A+C+D
s 0=-24+B-3C+D
st 7=-34-2B+9C+9D
s% 0=-3B-27C +9D
A=—
10 11 0
-2 1 -3 1fo)_ =
-3 -2 9 9|7 c=_21
.0 -3 -—27 ol 15
D=——
ri 710 r T
s 20 2 1T

4. Nasledne pouzijeme spatnu laplaceovu transformaciu, aby sme ziskali analytické rieSenie DR y(t)
v Casovej oblasti.

7 1 7

— =g

40 s+1 40

7 01 7

= gt

24 -3 24

"=Tw_ 7 s 7 1
5249 15 s2 432 10 s2 432

7 1 7 3 7

T R 30 s 300G

7 s 7 3
TIaewE s 150

5. RieSenie y(t) pomocou spatnej Laplaceovej transformacie

7 7 7
Y=10"* e'r+£* gt —E*cos(3ﬂ ~30° sin(3t)

RieSenie v jazyku MATLAB :

Pri rieSeni funkciami DR v simulacnom jazyku MATLAB je nutné si uvedomit, ze MATLAB
neumoznuje riesit DR vySSieho radu, ale iba systém diferencialnych rovnic 1.radu. Preto pouzivame
transforméciu diferencialnych rovnic n-tého radu na diferencialne rovnice 1-ho radu.

Prepis do substitu¢ného kanonického tvaru

y() = x,

¥yt =x=x;

1
y(t) =x,=—=(Tcos(3t) —a, »x, —ay = x,) = 7 cos(3t) + 2x, + 3x,

-
&
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Program v simulaénom jazyku MATLAB

difrov.m

function xder = difrov(t, x)

$Z&pis diferencidlnej rovnice 2.radu pomocou 2rovnic 1.radu
global a0 al aZ2;

xder=[x(2) ; (7*cos(3*t)-al.*x(2)-a0.*x(1))./a2];

return

analyt.m

%analytické riesSenie

function d=analyt (t)

d=(7/40) *exp (-t)+(7/24) *exp (3*t)=(7/15) *cos (3*t)-(7/30) *sin (3*t) ;
return

chyba.m

%odhad chyby:

function chyba = rozdiel (d,vy)

rozdiel = abs(d-y(:,1));

chyba = max (rozdiel);

fprintf ('Maximalna odchylka = %d \n', chyba)
return

Hlavny program

global a;

a = input('Zadaj koeficienty LDR: [a(l) a(2) a(3)]\n'");

T(l) = input('Zadaj poc¢iatoénu hodnotu casového intervalu pre rieSenie LDR:
\n');

T(2) = input('Zadaj kone¢nt hodnotu casového intervalu pre rieSenie LDR:
\n');

PP = input('Zadaj pociatoc¢né podmienky: [P(0) P(1)]\n');

$riesenie LDR pomocou funkcie oded5:
[t,y]=0ded5('difrov', T, PP);

%analytické riesenie:
d = analyt(t);

%$odhad chyby:

chyba = rozdiel(d,vy);

svykreslenie vyriesenych priebehov:

subplot (3,1,1)

plot(t,y(:,1))

title('numerické riesSenie y(t)'),xlabel('t'),ylabel('yn(t)")
subplot(3,1,2)

plot(t,d,'g")

title('analytické riesenie y(t)'),xlabel ('t'),ylabel('yva(t)")
subplot (3,1, 3)

plot(t,y(:,1),t,d,"'g")

title('obe spolu y(t)'"),xlabel('t'),ylabel ('yn(t),va(t)");
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File Edit View Insert Tools Desktop }Wmdow| Help
NS | b AKAODLL- S| 0E | aDd
s T numericke riesenie y(t)
E J
=
o 1 1 1 1 1 1 1 L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t
x 10% analyticke riesenie y(t)
5 T T T T i T T T T
E lf
0 1 1 1 1 1 | 1 L L J
0 5 10 1% 20 25 30 35 40 45 50
t
4
x 10 obe spolu y(t)
. 5 T T T T T T T T T
T
== |
g f
= 0 1 1 1 1 1 | 1 L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obrazok 4-9 Porovnanie analytického a numerického rieSenia LDR v prostredi MATLAB

PRIKLAD 2

yo(E) +2y°(8) +y(t) =t

s vyuzitim funkcie odr45

PP:y(0) =y(0) =0

RieSenie homogénnej diferencialnej rovnice

y“ + 2)?' +y = 0

1. Charakteristicka rovnica:

Korene charakteristickej rovnice :

VSeobecné rieSenie vyplyvajuce z charakteristickej rovnice:

st+2s+1 =0

2. RieSenie Specidlnej pravej strany :

flO)=t

Partikularne rieSenie :

3. Vseobecné rieSenie DR ¥ = ¥ + ¥" ma tvar:

s+Di+0D=0
51 = _1 52 = _1
7=C,e” "+ Cyte”"
y*(£) = Ayt + Ay, pricom
y=Cie "+ Cte™" + ¢t -2

4. Vypocet integraénych konstant C1,Cz z pociato¢nych podmienok:
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Celkoveé rieSenie linearnej DR ziskane analyticky ma tvar:

y(t) =t—2+2e " +te"

RieSenie linearnej DR pomocou Laplaceovej transformacie

v (&) + 2y°(8) + y(t) =t ,potiatoéné podmienky : PP:y(0) =y (0) =0
1. Prepis do LT LDR: s2v(s) +25¥(s) +¥(s) = si

2. Lapl. obraz rieSenia linearnej DR Y(s) ma tvar: ¥(s) = 1

2 e(g+2541)

3. Rozklad Laplacovho obrazu rieSenia DR (prenosovej funkcie) Y(s) na parcialne zlomky

1 A B C D
s:*(:s+1):_s:+s+(s+1):+s+1

Vypocétom ziskame: A=1,B=-2,C=1,D=2
4. Celkové rieSenie DR v Casovej oblsati ziskame spatnou Laplaceovou transformaciou :

yt)=t—2+tse T+ 2xe"
Priklad:

Vytvorte funkciu v prostredi MATLAB, ktora numericky vyrieSi zadanu diferencialnu rovnicu s vyuzitim
vstavanej funkcie ode45. Uvazovanu DR prepiste do substituéného kanonického tvaru.
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4.8 Zadanie ¢.2: RieSenie LDR (n = 2) s konstantnymi koeficientami analyticky

a algoritmicky v prostredi MATLAB
ZADANIE:

RieSenie LDR 2. alebo 3. radu s konstantnymi koeficientami analyticky a algoritmicky v programovom
prostredi MATLAB.

OBSAH ZADANIA:

A. Analyticky vyrieSit a najst celkové rieSenie LDR v ¢asovej oblsati.

B. Analyticky vyriesit celkové rieSenie LDR v Laplaceovej transformacii s uvaZzovanim najdenia
Casového originalu rieSenia y(t) aplikovanim inverznej Laplaceovej transormacie.

C. Programové rieSenie v simulacnom jazyku MATLAB ( s vyuzitim vstavanej funkcie ode45
a viastnej funkcie RK).

ULOHA:

A. RieSenie v €asovej oblasti:
Najdite celkové rieSenie LDR s vyuZitim metddy Specialnej pravej strany pre DR tvaru :

vy (£) — 2y°(¢) — 3y(t) = 3¢ s pociatoénymi podmienkami: y(0) = y'(0) = 0
RieSenie LDR so Specialnou pravou stranou:

1. Charakteristicka rovnica:

sP—2:—-3=10
z-3=G+1)=0

Korene charakteristickej rovnice : 5,=3 5, =-1
Celkové rieSenie vyplyvajuce z charakteristickej rovnice:
F=Ce "+ Cle™

2. Partikularne rieSenie predpokladame v tvare y* = Ae*" nakolko prava strana DR ma tvar :
f(t) = 3e%
Derivovanim partikuldrneho rieSenia a naslednym vypoc&tom ziskame : A=-1

3. Celkové rieSenie LDR: y = C et + €8 — gt
4. Vypocet integracnych konstant C1,C2z pociatoénych podmienok: € =i , G =

5. Celkové analytické rieSenie LDR ma tvar:

1 . 3
y=-eg L3¢
ST s 4

B. Riesenie LDR pomocou Laplaceovej transformacie:

. .
3t _ git

Najdite celkové rieSenie LDR pomocou priamej a inverznej LT:
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y () —2y()) — 3y(t) = 3™ PP:y(0) = y'(0) =0

3

1. Zapis LDR do LT: s¥(s) —2s¥(s) — 3v(s) =

-2

3

2. Rie$enie Y(s) vyjadrenie v Laplaceovej transformacii:  ¥(s) = -

(z-2z-3)(z+1)

3. Rozklad prenosovej funkcie Y(s) (rieSenia LDR v LT) na parcialne zlomky:

4=

3 1 :
G_DG—3GE+1D) s—27:-3 s+1

4. Pouzitim inverznej LT ziskame vysledné rieSenie DR v ¢asovej oblasti:

3 1
J.'{t:) = _g:f +‘_}§!f +Eg—f

C. RiesSenie v programovom prostredi MATLAB:
1. Prepis do kanonického substitu¢ného tvaru LDR:

a:}r“ + oy + an)r{t) =ulf) —= }r”(ﬂ — 2)."{1-) —3}-‘{1‘) = 3gt
Zvolime substiticiu : (£} = x,

y(t) =x,"=x,

yo(t) =x,=—=(3e —a, »x;—ay *x,) = 38 + 2x, + 3x,

2. RieSenie vjazyku MATLAB

difrov.m

function xder = difrov (t, x)

%Zapis diferenciélnej rovnice 2.radu pomocou 2rovnic 1l.radu
global a0 al a2;

xder=[x(2); (3*exp(2*t) - al*x(2)- a0*x(1))./a2];

return

analyt.m

%analytické riesenie

function d = analyt (t)
d=(1/4)*exp (-t)+(3/4) *exp (3*t) —exp (2*t) ;
return

Uloha
Naprogramujte hlavny program, ktorého vysledkom bude :
a) funkcia na vypoCet rieSenia LDR numericky pomocou funkcie ode45 a vlastnej
naprogramovanej funkcie R-K,
b) funkcia na vypocCet chyby medzi analytickym rieSenim LDR a jej numerickym rieSenim
ziskanym metédou R-K ( ode45/R-K),
c) rieSenie LDR numerické a analytické znazornite graficky

Vystupom hlavného programu je nasledujuci obrazok :
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Kapitola 4: Aplikacie metdd numerickej matematiky

’ | File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DS [ KAVOPDEL-E|0B| DO

Obrazok 4-10 Porovnanie analytického a numerického rieSenia LDR v MATLAB-e
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