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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

1. UVOD

Automaticka regulace a fizeni se stava v soucasné dob¢ integralni soucasti strojiren-
skych vyrobkil, dodavanych technologickych celkll a zatizeni. V pramyslové praxi jsou zcela
bézné regulace tlaku, teploty, vykonu, polohy, otacek, hladiny, koncentrace atd. Automaticka
regulace nejen ze uSetii obsluhu rutinnich a opakovanych Cinnosti, ale také zajistuje kvalitu
produkce véetné komfortu pro obsluzny personal. Je skutecnosti, ze dokonala regulace a tize-
ni zvySuje konkurenceschopnost vyrobkl na domécich i zahrani¢nich trzich.

V poslednich letech se v fizeni a regulaci prosazuji €islicové Fidici a regulacni sys-
témy, které jsou v némecké literatuie oznacovany jako "ProzeBleitsysteme", v anglické jako
"Process control system". S politovanim je vSak nutno konstatovat, ze 1 ptes bouflivé vyuzi-
vani ¢islicové techniky, pocitacti a mikropocitact, je regulace spojitych soustav nejcastéji re-
alizovana pomoci spojitych nebo quazi-spojitych (Cislicovych) PID-regulatori.

Ridici a regulagni systémy jsou pfirozené vyuzivany pro Fizeni a regulaci rozsahlych
technologickych celkli s mnoha regula¢nimi a fidicimi smyckami. PID reguléatory jsou u téch-
to systému realizovany softwarové jako funkéni bloky.

Pro regulaci jednoduchych regula¢ni obvodl jsou v soucasnosti pouzivany spojité
kompaktni PID nebo dvou- a tiipolohové regulatory. Jedna se napi. o regulace tlaku, teplo-
ty, polohy, otacek, vysky hladiny, koncentrace chemickych roztoku atd.

Teorie fizeni poskytuje matematicky aparat pro analyzu a syntézu systémui automatic-
ké regulace. V soucasné dobé z hlediska zpracovani signali a odpovidajiciho hardware je
mozno teorii fizeni rozdélit na

1) Teorii fizeni spojitych systémt

2) Teorii fizeni diskrétnich systémui

Teorie Fizeni spojitych systémi zahrnuje analyzu a syntézu spojitych linearnich a ne-
linedrnich systému. Zaklady analyzy spojitych systémi jsou studovany v zékladnich pfedme-
tech automatické regulace ke kterym pocitame "Zaklady spojitého tizeni".

Teorie Fizeni diskrétnich systémi se zabyva analyzou a syntézou diskrétnich systé-
mu, které zpracovavaji signaly pouze ve zvolenych periodach casu. Tyto systémy vyuzivaji
zpravidla pro realizaci fidicich zdkon mikroprocesorti nebo mikropocitact, které jsou opat-
feny A/D a vystupnimi D/A pievodniky.

Cilem kurzu Teorie Fizeni I. je prohloubeni znalosti a praktickych navyku z analyzy,
syntézy a identifikace spojitych linearnich dynamickych systému v navaznosti na ,,Zaklady
spojitého fizeni“. Pfedmét je zaméfen na principy experimentalni identifikace, na metody op-
timalniho névrhu parametr PID regulatoru a na frekvenéni metody syntézy regula¢niho ob-
vodu. Je zahrnuta i problematika rozvétvenych regulac¢nich obvodi. Teoreticka i prakticka
vyuka vyuziva softwarové podpory Matlabu.

Cilem kurzu Teorie Fizeni I1. je seznamit studenty s metodami odhadu parametrt dis-
krétnich modeld, se zadklady cislicového fizeni, se zdklady analyzy ve stavovém prostoru
vcetné estimace stavu a stavovou regulaci, se zaklady nelinearni regulace, s fuzzy metodami
a aplikaci neuronovych siti, s analyzou a syntézou systému s vice vstupy a vystupy. Teoretic-
ka 1 prakticka vyuka vyuziva také softwarové podpory Matlabu.
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

2. MATEMATICKY POPIS DYNAMICKYCH SYSTEM

Analyza a syntéza dynamickych systému se realizuje pomoci matematického modelu .
Dynamické vlastnosti realnych a primyslovych systémt se vSemi vazbami a interakcemi lze
jen stézi vyjadiit matematickym modelem, ktery by byl dostatecné obecny a pouzitelny v pra-
xi. Zavadi se proto nejdiive zjednodusujici predpoklady, které umozni vytvotit zjednoduSeny
fyzikéalni model. Matematicky model se pak odvozuje z fyzikalnich zédkonti aplikovanych na
tento fyzikalni model nebo pomoci metod identifikace na zdkladé méteni vstupli a vystupl
zkoumaného dynamického systému.

2.1 KLASIFIKACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Reélny dynamicky systém ma hmoty a média rozlozené v prostoru, které mohou byt
ve vzajemné interakci. Hmoty a média tvoti kontinua /1/. Tak napt. pruzina ma hmotu rozlo-
Zenou v prostoru ve tvaru valce vytvarované¢ho do Sroubovice. Jinym piikladem miize byt té-
leso elektrického ohtivaku, jehoz hmota je rozlozena v prostoru ve tvaru valce nebo Sroubovi-
ce.

Fyzikalni modely je mozno rozd¢lit do dvou skupin podle nasledujicich hledisek:

a) hmoty a média tvoii kontinua rozlozena v prostoru. Hovotfime pak o systémech s rozlo-
Zenymi parametry.

b) hmoty a média jsou koncentrovdny do myslenych bodi. Hovofime pak o systémech s
koncentrovanymi parametry.

Vlastnosti dynamickych systémi s rozloZzenymi parametry popisuji parcialni diferen-
cialni rovnice /1/, /2/. Pak hmotu na pruzin¢, pokud uvazujeme rozlozeni hmoty pruziny v
prostoru, pokladdme za systém s rozloZenymi parametry. Jeji dynamické vlastnosti v kazdém
bod¢ prostoru popisuji parcidlni diferencialni rovnice. Podobn¢, pokladame priitokovy ohfi-
vac za systém s rozlozenymi parametry, uvazujeme-li prabéhy teplotnich poli jak v objemu
kapaliny, tak i v ohfivacim télese. Bilance energie se pak provadi na kazdém elementu obje-
mu kapaliny a ohfivaciho télesa.

Vlastnosti dynamickych systémi s koncentrovanymi parametry popisuji obycejné
diferencialni rovnice /2/, /3/. Tak napf. hmotu na pruzin¢ viz Obr.I-1a pokladame za systém
s koncentrovanymi parametry, jestlize hmotu pruziny mizeme zanedbat nebo koncentrovat do

jednoho bodu.
Ja) m yhob T
I L Ohfata voda
Ik ’_L‘ C J 4:"{9
< ‘ Stadend o ( o
] woda —}—|
©, [kefs]

Obr.I-1 Systémy s koncentrovanymi parametry

Podobné¢ pritokovy ohiivac na obr.I-1b mizeme pokladat za systém s koncentrova-
nymi parametry, jestlize budeme piedpokladat, ze teplota vody je v celém objemu stejna. Ten-
to predpoklad je srovnatelny s pfedpokladem, Zze hmota kapaliny se koncentruje do jednoho
bodu o dané teploté, ktera vSak je ¢asové proménnd. Obdob¢ predpokladame, Ze teplota v
topném télese je také stejnd, coz odpovida koncentraci hmoty topného télesa do jednoho bodu.
Pak aplikujeme makroskopickou bilanci energie na tyto dva "hmotné body", které jsou ve
vzajemné interakci.
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Obecny systém s koncentrovanymi parametry pro neizotermni systémy je schématic-
ky znazornéna obr.I-2. Vstupem jsou média v roviné 1 a pfivadéné teplo Q. Vystupem je mé-
dium v roving 2 a mechanicka prace W konana na okoli. Teplota média mezi rovinami

Q 1-2 se bere v celém objemu jako stejna, ale Casove
| proménna. Je ziejmé, Ze pokud budeme "fidit" vy-

AQ 2 stupy, to je parametry vystupniho média a mecha-

nickou préci konanou na okoli parametry vstupni-
ho média a piivadénym teplem Q, pak rozlozeni
teplotnich, tlakovy, rychlostnich poli neni z hle-
diska vlastniho fizeni vystupnich parametrd vy-
znamné a pro ucely fizeni a regulace se zanedba-
va.

I W
| E . e . ,
Obr.I — 2. Neizotermni systém Vztahy mezi podminkami na vstupu a vystupu

s koncentrovanymi parametry médii a energiemi je v neizotermnich systémech
popsan makroskopickou bilanci hmoty, hybnos-

ti a energie.
Ptisné vzato, jsou vSechny technologické systémy s rozlozenymi parametry.Z hlediska
fizeni a regulace téchto systému, postacuje zpravidla uvazovat tyto systémy jako systémy s
koncentrovanymi parametry.

Linearni a nelinearni dynamické systémy

Dynamicky systém mtize byt obecné popsan nelinearnimi nebo linedrnimi diferencial-
nimi rovnicemi. Hovotime pak o nelinearnich nebo linearnich dynamickych systémech.

Linearni t-invariantni systém

Linearni t-invariantni dynamicky systém je popsan diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru

yP+a, y" P+ ay va,y=bu™ +--+bu” +bu, prom<n|, (2-1)

nebo pro systém s poruchovou veli¢inou

y(”) +an_1y(”_1) +---+a1y“) +a,y =bmu(m) +~-~+blu<1) + byu +cmcd(m‘) +~-~+cld(1) +c,d

prom,mc<n

2-2)
kde je u(?) vstupni (akéni) veli€ina,
y(t) vystupni (regulovand ) veli¢ina,
d(t) poruchova veli¢ina,
a;, b;, cr jsou koeficienty diferencialni rovnice.
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

2.2 VNEJSI A VNITRNI POPIS

uft) SS:t .:L SSyTS tsémmu ¥t Linearni dynamicky systém s je'dnl'm
vatupni < vidupri 7 vstupem u(t) a jednim vystupem y(t) je schéma-
velitina velicina ticky zndzornén na obr.2.3. V anglosaské literatuie
jsou tyto systémy oznacCovany zkratkou SISO
Obr.2.3 Linedrni dynamicky systém (Simple input-simple output).

Ze zékladnich pfedmétti automatické regulace je zndmo, ze matematicky popis dyna-
mickych systému lze rozdé€lit na dvé zékladni skupiny - na vnéjsi a vnitini popis dynamické-
ho systému.

e Vnéjsi popis systému je vyjadreni dynamickych vlastnosti systéemu pomoci relaci mezi
vstupni a vystupni velic¢inou. Tento popis neposkytuje informaci o vnitinich stavech systému.
Merenim vstupni a vystupni veliciny miizeme ziskat pouze vnéjsi popis systemu.

Relace mezi vstupem a vystupem mtiZze byt vyjadiena:
Diferencialni rovnici (2-1,2)
Obrazovym prenosem F(s)
Impulsni pfechodovou (vahovou) funkci g(t)
Ptechodovou funkci h(t)
Frekvenénim prenosem F(im)
Frekvenéni charakteristikou.

e Vniti'ni popis systému chdpeme jako relaci mezi vstupni velicinou u(t), stavem systému x(t)
a vystupni velicinou y(t). Hovorime pak o stavovych rovnicich systému.

Obecné 1ze dynamicky systém popsat nelinedrni vektorovou stavovou rovnici

X(0) = f(xou0), 2-3)
(0 = g(xu0), 2-4)
kde x(?) ...je n-rozmérny stavovy vektor,

y(t) ...je vystup systému

f  ...je n-rozmérové nelinearni vektorové funkce,

g ... jeskalarni funkce.

Je-1i dynamicky systém linedrni a t-invariantni pak plati
X(1)=A-x(t)+ B -u(?)| (2-5)
(1) = C- x(t)+ Du(?), 2 -6)

kde x(?) ...je n-rozmérny stavovy vektor,
y(t) ...je vystup systému

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 5 23.8.2004




Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

...je matice systému rozméru [nxn],
...je matice buzeni rozméru [nx1],
...je matice vystupu rozméru [ 1xn],
...je koeficient pievodu [/x/].

SN NN

Z matematicko-fyzikalni analyzy dynamickych systémil pii aplikacich makroskopic-
kych bilanci hmoty a energie dostdvame zpravidla soustavu rovnic prvniho fadu tedy piimo
stavovy popis.

2.3 MATEMATICKO-FYZIKALNI ANALYZA

Z matematicko-fyzikalni analyzy dynamickych systému pii aplikaci makroskopickych
bilanci hmoty a energie dostavame zpravidla soustavu linedrnich rovnic prvniho tadu, tedy
piimo stavovy popis. Kazda stavova veli¢ina pak predstavuje konkrétni fyzikalni veli¢inu a
struktura stavovych rovnic pak vypovida o vzajemnych vazbach mezi stavovymi-fyzikalnimi
veli¢inami. UkdZeme to na nésledujicim ptiklad€ ohfevu vody v prutokovém ohiivaci.

Piiklad 1 | Matematicko fyzikalni analyza prittokového ohfivace vody.

Dynamickou soustavu na Obr.2-1 tvoii prutokovy ohiiva¢ PO. Vstupni veliCinou je
vykon P topné spirdly TS. Vystupni veli¢inou je teplota vody T méfena ¢idlem teploty CT.

/f:T

1 |
P~u,
vII"“'LIl.l:’h
Tin. —
T e—

Obr.2-4 Dynamicka soustava P O

Pro ucely matematicko fyzikalni bude uvaZovéana zjednoduSena soustava podle Obr.2-
2 a vychazi se z podminek: dokonalé tepelné izolace, konstantniho ptfitoku a objemu vody v
ohtivaci, promichavani vody, teplota vody 7, a teplota ohtivace 7, nezdvisi na prostorovych
soutadnicich (T, = Tou(?), Tn = Ti(1)).

\% .. objem vody v ohiivaci

p ... mérnd hustota vody

M ... mnozstvi protékajici vody
Vi ... objem topného télesa

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 6 23.8.2004



Te

Analyza dynamickych systémii

i i Izolace
P
l —— = o Ton
— - Tiv ... teplota vody na vstupu
P~ Up T M Tour ... teplota vody na vystupu
— _ S ... teplosménna plocha
vh Cp, _ph ; ol _ to&oné’ho o
S | V¢ P ch ... mérné specifické teplo
T". —_— — — topného télesa
= %Eg michdani pn ... mérna hustota topného
télesa
o ... koeficient pfestupu tepla
Obr.2.5 Matematicko-fyzikalni analyza p .. mérna hustota vody
c .. mérné specifické teplo v.

Reseni:
1) Energeticka bilance
Za uvedenych predpokladl vychazime ze zdkona zachovéni energie, podle které¢ho plati
Casova zména akmulované _ | Rychlost pfivodu Rychlost odvodu
tepelné energie

tepelné energie tepelné energie

coz je mozno vyjadfit rovnici
dU(t)
dt =L

- F ouT »
kdeje U(t)  vnitini (tepelnd) energie

Py rychlost pfivodu tepelné energie - ptivadény tepelny vykon
Pour rychlost odvadéni tepelné energie - odvadeény tepelny vykon

Makroskopickou bilanci provedeme pro hmotu ohtivace a vody. Tepelna kapacita vo-
dy v ohfivaci je rovna
U= U(t) =c.p. V. TOUT(I)-
a tepelna kapacita té¢lesa ohfivace je rovna
U,=U,(O)=c,-p-, V, - T, ().
Nyni mtizeme aplikovat zadkon zachovani energie na télese ohfivace

d

eV T0l=a-8 [T, (0 -T,0)+ PO, (1)
Aplikaci rovnice energie na objem vody v prutokovém ohiivaci dostaneme
d

e pV Tour =M - [T (0= Tour (0] - S-[1,(0) = Tour (0]} 2)

Jednoduchou tipravou rovnic (1) a (2) vytvotime soustavu dvou diferencialnich rovnic
prvniho tadu ve tvaru

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 7 23.8.2004



Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

d aS aS P(t

L0y =2 1.0+~ T, )+ ()
dt ¢, PV ChPi¥ PV

d asS aS + Mc Mc

—T H=——-7 T, (t)———T H+——T,.(1). 4
GTor (0= 2T 0= T 0+ T 0 @)

Soustava rovnic obsahuje dvé budici funkce P(?) a Tiy(?). Akéni velicinou je elektricky
ptikon u(?) = P(t), ktery lze ménit pomoci akéniho ¢lenu. Druhd vstupni veli¢ina je teplota
vstupujici vody 7n(2), kterou ale nemohu cilené ovliviiovat a neni ani métena. Proto ji bude-
me pokladat za neméfenou poruchovou veli¢inu d(?) = Tin(2).

2) Ustalené stavy
Pro ustalené stavy musi byti splnéna podminka lim %T L (1) =1lim %T our@) =0
t—00 t—00

Z rovnic (3,4) dostaneme soustavu rovnic

1
T, (e0) = T(0) + =2 P(0),

asS Mc
T (0)=—2 T (0)4+—C T (0).
our () S+ Mo 3 (0) S+ Mo w ()

Resenim téchto rovnic pak dostaneme

as + Mc
T, (0) =T, (0) +————P(0)|, 5
5 () =Ty () (@8 (Mo) (o) (5)
1
Toyr () =Ty () + — P(e0). (6)
Mc
3) Odvozeni vysledné diferencialni rovnice
Zavedeme pro zjednoduseni zépisu oznaceni
Y=Tour (1), x=T,(t), u=P@t);d =T, ()
aS asS aS+Mc | Mc
ap, = 5 Ay =——50p = ;b = 5> Uy =7
PV cpV cpV PV cpV
Diferencidlni rovnice (3) a (4) pak maji tvar
X(t)=—a,x(t)+a,y(t)+b,u(t), (7)
, 1,
Y (©)=ayx(t) —a,y()+byd(t) — x(t)= _[y ) +a,y(t)- bzzd(t)]- )

ay)
Nasim ukolem je nalézt matematicky model teploty vody v pratokovém ohiivaci. Je tedy tie-
ba nejdiive z matematického modelu vyloucit teplotu ohtivaku. PouZzijeme elimina¢ni metodu
tak, Ze nejdiive derivujeme y’(t) a dostaneme
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii
VO) = ayx'(t) — a5,y (t) +byd'(0).

Nyni je mozno za x (), y'(¢) dosadit z rovnice (7),(8) a x(¢) je mozno vypocitat z (8).

Dostaneme

V@) = ay[-a, x(6) +a, y(@) + b u()] —a, y' () + b,d (1) =.

=a,,[-a, L[y(t) +a,, y(t) _bzzd(t)]+ a, y(t)+byu()]—ayy ) +b,d () =.

21

=—(a, +ay)y'(t) —(a,,ay, —aya,)y(t)+a,b,u(t)+a, b,,d(t) +b,,d (t)

Zavedeme-li nasledujici oznaceni
a, =(a,, +ay); a, =(a,,a,, —ayay);, by=a,b,, c,=a,by;c, =b,;

pak je mozno diferencialni rovnici druhého tadu do tvaru

V'O +ay®+ay)=bu)+c,d®)+cd O] )

4) Obrazovy prenos

Aplikujeme-li L-transformaci na diferencialni rovnici (9) pfi nulovych pocatecnich pod-

minkach dostaneme

Y(s)(s®> +a,s+a,)=b,U(s)+(c, +c,5)D(s),

kde  Y(s) = L{y(0)}; U(s) = L{u(0)}; D(s) = L{d(1)};

L-obraz vystupu je roven

Y(s) =2b—0U(s)+2(CO+—cls)D(s) = F,(s)-U(s)+ F,(s)-D(s),| (10)
(s” +a;s+a,) (s +a;s+a,)
e R pgo e
(" +as+ay) & ras +ay

Fuy(s) je obrazovy ptenos, ktery aproximuje dynamické ucinky akéni veli€iny u(t)

vzhledem k veli¢in€ y(2),
Fa(s) je obrazovy ptenos, ktery aproximuje dynamické u¢inky poruchové veli¢iny

d(t) vzhledem k veli¢in¢ y(2).
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Struktura modelu dynamického systému s Gcin-

kem akéni a poruchové veli€iny je na obr. 2.6. di) | F u(s) | Ve (1)
t V() AN 2(0)
YO Fus)

Obr.2.6 Model dynamického
systéemu s poruchou d(t)
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3. ANALYZA LINEARNICH DYNAMICKYCH SYSTEMU V CASOVE OB-
LASTI

Analyzou linearnich dynamickych systémi rozumime urcovani jejich dynamickych a
statickych vlastnosti. Radime sem piedev§im dynamické chovani systémt na definovany
vstupni signél, odezvy na obecny vstupni signdl, problémy stability, vliv parametrii obvodu na
stabilitu a jeho odezvu. Pro dalsi vyklad bude uvazovan dynamicky ¢asov¢ invariantni systém

(regulovand soustava) se vstupy a vystupy dle obr.3.1.
d(t
a) b) ( )i
u(r) I Dynaryicky y(t) u(?) \ Dynar?icky y(t)
systém system

Obr.3.1 Dynamicky casove invariantni systém

Vstupni veli¢inou (buzenim, ak¢ni velicinou) je signal u(?), vystupni veli¢inou systé-
mu je y(?). Signal d(¢) predstavuje poruchovou veli¢inu. Definujme vstupni signaly jednot-
kovy skok a Diractiv impuls.

1) Jednotkovy skok je definovan viz té% obr.3.1 ; u(t)
u(t)=1(¢)=1prot >0 P
=0prot<0 >

Odezva soustavy na jednotkovy skok je piechodova funkce Obr.g.l Jednotkovy skok
h(1), nebo v grafické podobé& piechodova charakteristika.
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A
u(?)
2) Diraciiv impuls (jednotkovy impuls) — delta funkce viz
obr.3.2 je definovana ST 1
<P t
‘ 1 0 >
§=0(t)=0,prot#0; lim [5(t)dt =1 lim— 6T =1 L
Fl T—>0 5T Obr.3.2a Diraciiv impuls
Odezva soustavy na diractiv impuls je impulzni vahova A
funkce g(1). u(t)
Impuls velikosti S chapeme jako Diraciv impulz, )
ktery se nasobi vahou S - velikosti plochy impulsu. oT
u®)=S-9(1). <> >
Posunuty Diractiv impuls vpravo u(t)=0(t—17) je 0 -
na obr.3.2b a jemu odpovidd i posunutd impulsni vahova Obrl. 39b Pol sunuty Diraciv

funkce g(t—7). impuls

Vyznam zavedeni dynamickych charakteristik impulsni vahové a piechodové funkce a
jim odpovidajicich signalii nespoc¢iva pouze ve srovndvani odezev jednotlivych systémill na
uvedené signdly, ale umoznuje feSeni zdkladniho problému analyzy, ktery spociva v nalezeni
odezvy sytému na obecny vstupni signal. V nasledujici kapitole si ukdZeme vypocet odezvy
na obecny vstupni signal ze znamé vahové funkce.

3.1 ODEZVA SYSTEMU NA OBECNY SIGNAL, KONVOLUCE

Pouziti vdhové funkce k vypoctu odezvy systému na obecnou vstupni funkei u(?) patii
k nejstarSim postupiim. Samoziejmé, pouziti impulsu Sitky 67— 0 je technicky nemozné.
Proto se Diractiv impuls aproximuje pulsem kone¢né Sitky 67 a vySkou impulsu v viz
obr.3.1-1. Plocha tohoto impulsu pak bude S, =v-JT a protoze je systém linearni, je odezva
na impuls plochy S, umérna va-

hové funkei g(?) s koeficient- 4
em umeérnosti S, . Plati tedy u(t)
gv(t):Sv.g(t)' /
A u(z,)

(1)

Obr.3.1-1 Impuls plochy S, Obr.3.1-2 Nahrazeni spojitého signalu u(t)

) posloupnosti impulsii Sirky 6T
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Predpokladdejme, Ze je dana vahova funkce g(#) dynamického systému a pribch
vstupniho signalu u(?) viz obr.3.1-2 pro ktery plati ptedpoklad, ze pro t <0 je u(t) = 0.

Zakladni mySlenka uvazovaného postupu spocivd v tom, ze pribeh vstupniho signalu
u(t) se rozdéli na N stejnych casovych intervalll 67 . Tim se aproximuje vstupni signal po-
sloupnosti impulsti konstantni §itky 67" a vysky u(z) viz obr. 3.1-2, které jsou ale posunuté
vzhledem k pocatku o ¢asovy usek 7, =i-8T proi =0,1,2,...,N.

V case ¢ se podili i-ty impuls na vystup soustavy velikosti oy, (¢), kterd je dana souci-

nem plochy impulsu S;= 6T .u(7;) a posunuté vahové funkce g(#-7;)
5)’;’(0 = Sig(t_rl) = W'u(ri)'g(t_ri)

Celkovy ucinek vSech impulsti od i = 0 az N —1 je roven souctu vSech dil¢ich odezev
oy, (t) aplati

() = Zéy,m =Zu(ri)-g<z —2,)- 6T

Pro limitni ptipad, kdyz N — o a 6T — 0 a ¢as je roven ¢ = N -oT , pak sumy pie-
chézi na integraly a plati

y= | lim 50,0 = Yu(e)-g(t=)-oT =j)u(r)-g(r—r>dr.

Tento integral se nazyva konvolutornim integralem a urcuje vystup systému y(?) pii znamé
vahové funkci g(?) a dané vstupni funkei u(?) pfi nulovych pocate¢nich podminkach. Je mozno
ukdézat, ze plati rovnost

Y(O) =u(®) *g(0) = [u(r)g(t - D)dr =[u(t — D)g()dz| 3.1-1)

Piiklad 3.1 — 1
Urcete odezvu soustavy s vdhovou funkci g(f) =e™ na
a) obecny skokovy signal velikosti u(z) = C -1(¢).
b) narampovou funkci u(¢) =t¢, prot <0 jeu(t) =0.

Reseni: a) Obecné plati
‘ ‘ 2 2 ‘ 2 2 1 2 t
y(t)=[u(r)-g(t—7)dr = [C-1(r)e " "dr = Ce ™ [I(r)e* dr = Ce™ Ee ’
0 0 0 0
Dosazenim mezi a po Gpravé dostaneme

y(t)=Ce™ - [%e” - %} =C- 0,5(1 —e )
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b) Pro rampovou funkci plati

y(z‘) = ju(f) . g(t - T)dZ' — Jt'z- . e—Z(t—r)dz. — e—ZI.tl'z_ . ledT
0 0 0

t
Integral [7-e**dr uréime z tabulek nebo metodou per partes [u'v =uv —[uv'.
0

T

Volime u'=e*, v=1r— u=0,5¢", v=1

t t t n
[r-e*dr = [O,Sezrz' - O,Sjezrdr} = [O,Srezr - 0,25e2’]0 =0,5te* —0,25¢* +0,25.
0 0

0

Vystup je pak roven

t
vy =e[r-edr=e[0,5e” — 025" +0,25]=0,5-(0,5¢ —0,5+1).
0

Derivace vystupniho signalu je y'(¢) = —0,5¢ +0,5. konec piikladu 3.1 — 1
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3.2 DIFERENCIALNI ROVNICE

Uvazujme dynamicky t-invariantni systém (regulovanou soustavu) s jednim vstupem
a jednim vystupem dle obr.3.2a.

d(t
2) b) (ﬁ
icky ¥ t icky |»(
u(t) I Dynar%ncky y(©) u(r) I Dynarfncky y()
system system

Obr.3.1 Dynamicky t-invariantni systém

Vystup systému y(?) je pak mozno popsat obycejnou diferencialni rovnici s konstant-
nimi koeficienty

vy +a, y" P+ rayV +a,y=bu"™ +--+bu® +bu, prom<n|, (32-1)

nebo pro systém se vstupujici poruchou d(z) pak plati rovnice

y?+a, y" P+ rayV +a,y=bu" +--+bu® +bu+c, d" +--+cd” +c,d

prom,mc<n

kde je u(t) vstupni (akéni) veli€ina,
y(t) vystupni (regulovana ) veli¢ina,
d(t) poruchova velicina,
a;, bj, ¢k jsou koeficienty diferencialni rovnice

Pfipomeneme pouze, Ze feSeni rovnice (3.2 — 1) je ddno souctem homogenniho a par-
tikularniho feSeni

Y=Yy t+Vph (3.2-2)

kdeje y,  homogennifteSeni, y, partikuldrnifeSeni. Homogenni rovnice k (3.2 -1) je
y?+a,  y" "+ +a,y? +a,y=0, (3.2-3)
jejiz charakteristickd rovnice, hledame-li feseni ve tvaru y =e”, je polynom v A je roven

A+a, A+ +ad +a,=0.

Charakteristicka rovnice ma n-kotent, které mohou byti realné rtizné, realné nasobné,
komplexné sdruzené a komplexné sdruzené nasobné. Tomu pak odpovida i homogenni feSent,
které je tvaru pro

1) Kofeny realné rizné vy, () =Ce +Ce"* +---+C e™

2) Kofeny realné, i-ty kofen nasobnosti &
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Yy (0)=Ce™ +Cye™ 4+ 4™ (C +Cipt +-+ Cpy_ 1" )+ + Ce™

3) Koten komplexné sdruzené 1, =, +io,
yu () =Cexp(41) + C, exp(A,t) +---+ C exp(a, +iw,)+---+C, exp(4,1)

Homogenni FeSeni obsahuje n -konstant Cy , které se musi urcit z pocate¢nich podmi-
nek y(0), ¥ (0),---, " " (0). Pocateeni podminky tedy piedstavuji distribuci viastni energie
systéemu.

Partikuldrni integral se urci odhadem partikuldrniho feseni pfi specidlnim tvaru pravé
strany, variaci konstant nebo jinymi vhodnymi metodami. Partikularni integral, ktery pted-
stavuje ucinek akéni nebo poruchové veli€iny, reprezentuje distribuci vnéjsi energie.

V teorii automatické regulace se pro feseni diferencidlnich rovnic vyuziva prevazné
vlastnosti Laplaceovy transformace viz. Pfiloha P2 — LAPLACEOVA TRANSFORMACE
tak, jak jste se s ni jiz seznamili v kurzu ,,Zaklady spojitého fizeni*
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3.3 OBRAZOVY PRENOS
V automatické regulaci pro vyjadieni dynamickych vlastnosti systémii se nejcastéji
pouziva vnéjsiho popisu systému ve forme obrazového prenosu. Obrazovy prenos umoziuje
zavedeni blokové algebry, aplikaci kriterii stability, jednoduchy vypocet odezev soustav atd.

3.3.1 Definice obrazového prenosu, vlastnosti, poly, nuly, Fad astatizmu

Obrazovy pienos je mozno definovat dvéma zpisoby

e Jako Laplaceuv obraz vystupni veliciny ku Laplaceovu obrazu vstupni veliciny pri nu-
lovych pocatecnich podminkdch zleva
e Jako Laplaceitv obraz impulsni prechodové (vahové) funkce.

Uvazujme dynamicky systém, ktery je popsan diferencialni rovnici (3.2 — 1)
Y +a, y" +tray +ay=bu"™ +--+bu® +bu, prom<n,

pak, provedeme-li L-transformaci levé a pravé strany diferencialni rovnice pti nulovych poca-
te¢nich podminkach, dostaneme

Y($)(s" +a, " +-+as+a,)=(b,s" +b, s"" +--+bs+b)U(s).

Podle definice obrazového pfenosu je tento roven

_(b,s" +b, s" +-+bs+b)  Y(s)

(s"+a,,s"" ++as+a) U(s) Y(s)=F(s)-U(s)}, 3.3-1)

£ (s)

kde je F(s) obrazovy ptenos,
A(s)=s"+a, s"" +---+a,s + a,polynom jmenovatele stupné 04 = n,
B(s)=b,s" +b, s"" +---+b,s +b, polynom Citatele stupné 6B =m,
Y(s) je L-obraz vystupni veli¢iny y(2),
U(s) je L-obraz vstupni veli¢iny u(?).

Vlastnosti obrazového pfenosu shrneme bez dikazii do nasledujicich bodu:

1) Obrazovy prenos nezavisi na budici funkci ani pocatecnich podminkach, které
dle definice musi byti nulove

2) Je racionalni lomenou funkci komplexni promenné s realnymi koeficienty

3) Popisuje dynamické viastnosti jen casove invariantnich systému, které nemeni
svoje parametry v case.
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Priklad 3.3 -1

Uvazujme diferencialni rovnici y'"+3y'+2 =u +0,254"'; y(0)=1; y'(0) = —1.
Urcete: 1) Obrazovy pienos

2) Odezvu systému na skokovy vstupni u(?)=21(t) a zadané pocatecni podminky.
Reseni:
1) OznaCme: Y(s)= L{y(t)}, U(s)= L{u(t)}. Pak pomoci (P2 — 6) ur¢ime Laplacetiv obraz
levé a pravé strany diferencialni rovnice

s°Y(s)—s-y(0)—y'(0) + 3[sY(s) - y(O)] +2Y(s)=U(s)+0,25[sU(s) —u(0)].

Jestlize Cleny s nezndmou Y(s) nechame na levé stran€ a ¢leny zndmé (L-obraz akéni
veli¢iny a zadané pocateni podminky), pak dostaneme

Y(s)(s® +3s+2) = U(s)(1 +0,255) + 5 - (0) + ' (0) + 33(0) — 0,252(0) .

L-obraz hledaného teseni je pak roven

1+0,25s s-y(0)+ »'(0)+3y(0)—0,25u(0
r=L sy O )+ 33(0) ~0.25u(0)
s”+3s+2 s +3s+2

Obrazovy pienos (ma dva poly s, =—1,s, =-2 a nulu s, =—4 viz obr. 3.3 - 1) je

podle definice roven
. Im
s-rovina
R
F(s) =12+0¢_ O0—F+—X—X °y
s”+3s+2 -4 3 02 1 0

Obr.3.3-1Poloha polii a nul

2) a) L-obraz budiciho signalu je U(s) = L{2-1(¢)} = 2 Budeme ptedpokladat, Ze pocatecni
s

podminky jsou zadané zprava. Dosazenim pocatecnich podminek y(0+) =0, y'(0+)=-1 a
pocate¢ni podminky na akéni veli¢iné u(0+) = 2 dostaneme L-obraz vystupu ve tvaru

1+0,25s s+1,5 1+0,25s 2 s+1,5
Y(s)=———— U+ — = : S+ =Y, (s)+Y,(s),
) s 43542 (s) sP4+35+2 sT435+2 5 ST 43542 0 )+ Yy ()
1+0,25s 2

kdeje Y, (s)= -— L-obraz dynamickych G¢inki akéni veliiny

s24+35+2 s

s+1,5
Y,(9)=—F—F72

L-obraz dynamickych t¢inkti nenulovych pocate¢nich podminek.
s°+3s+2
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b) Redeni v ¢asové oblasti dostaneme zpétnou transformaci rozkladem na parcialni
zlomky dle (viz. Ptiloha ¢.3). Podle (P3 — 2) provedeme pro Yy(s) rozklad na parcialni zlomky
a dostaneme (kofeny jmenovatele jsou s, =0; s, =—1; 5, =-2)

A A4, 4
()= 140,255 2 0,5s+2 L A A 1 1505

s +3s542 ‘EZ s(s+1D(s+2) :T—l— s+1 s+2 s s+l s+2
Muzete se lehce presvédcit, ze predmét yy(?) je roven

vy, () =(1-15"+0,5¢7")-1(¢t)
Podobné pro Yy(s) dostaneme

s+15 4 A _05 05

= = 2(0,5¢7 +0,5¢7)-1(t) =y, (¢
(s+D(s+2) s+1 s+2 s+1 s+2 ( )10 =y, (1)

Y, (s)=

Vysledna odezva systému y(?) je rovna souctu
YO =y, O+, () =1-10e" +1,0e™)-1()
Derivace y’(t) je rovna
V() =y, O+, @) =(10e" =2,0e™)-1(t)
Kontrola zadanych poc¢ate¢nich podminek pro ¢ = 0: y(0) =1; y'(0) = -1

Je zfejmé, Ze souhlasi se zadanim.

Konec prikladu 3.3 - 1

Obrazovy pienos je mozno obecné jesté vyjadiit ve tvaru

m
b,s" +--+bs+b,
-1

F(s) = (33—

s"(s"+a, s"" +-+as+a,)|

2)
kde n-+r je tad soustavy (systému),

r je fad astatizmu,

n+r>m je podminka fyzikalni realizovatelnosti

Polynom ve jmenovateli obrazového pienosu se nazyva charakteristicky polynom a
jeho kotfeny se nazyvaji pély systému (soustavy). Charakteristicky polynom je mozno vyjad-

fit ve tvaru soucinu kotenovych Cinitelda, tj.

s'(a,s" +--+as+a,)=s"(s=—s,)(s—5,)(s—35,),
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kde s, proi =1, 2, ..., a;a S84+ = Sg+2 = ... = Sp+rjs0OU poly systému.

Kofeny polynomu v ¢itateli obrazového prenosu se nazyvaji nuly systému. Polynom
v Citateli miizeme také vyjadtit jako soucin kofenovych Ciniteld, tj.

bys" +...+ bys + bg = bu(s - sp)(s — SB2)...(S — Spm)

kde spiproj =1, 2, ..., m jsou nuly systému.

Vyjadiime-li obrazovy pienos pomoci pélii a nul dostaneme

_ b, (s=55)(s—55,) (5= 5p,) B
T e s ) s,) 02

Je zifejmé, ze dynamické vlastnosti linedrniho dynamického systému jsou jednoznacné
uréeny poly a nulami systému spolu s pomérem koeficientil u nejvyssich mocnin v Citateli a
jmenovateli. Poly a nuly se zobrazuji v komplexni roviné s-roviné. Jsou-li vSechny poély a nu-
ly redlné, miizeme obrazovy pienos vyjadfit ve tvaru

_ (1+STB1)(1+ST32)"‘(1+STBm)K

F(s) s"(1+sT))(A+5T,)---(1+sT,)

(3.3 4)

kde 7, =-1/s;  jsou casové konstanty soustavy
Tp =-1/sp jsou Casové konstanty Citatele obrazového pienosu
K=by/ay je zesileni soustavy.

Rad astatizmu je vyznamna charakteristika dynamického systému a oznaduje nasob-
nost nulového pélu 1 — . Pro » = 0 hovotime o statickém systemu, pro r > 1 se dynamic-
ky systém oznacuje jako systém astaticky. Astaticky systém ma vzdy integracni charakter,
protoZze operatorem nasobeni 1/s” odpovida v ¢asové oblasti r-nasobné integraci. Pfechodova
funkce prot — oo se asymptoticky blizi k mocninné funkci C-¢", tedy k pfimce, parabole atd.

Piiklad 3.3 -2

Urcete ptrechodovou funkci servomotoru, jehoz obrazovy pienos je

K ®(s)
s(zs+1)  U(s)

F(s)=

kde @(s) L-obraz natoc¢eni hiidele
Uts) L-obraz napéti na tidici fazi
T casova konstanta servomotoru
K rychlostni konstanta servomotoru
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Obraz ptechodové funkce @ (s) a jeji rozklad na parcialni zlomky je

1 K K/t -Kr K Kz
H(s)=F(s)—=— =— = —
s s (s+l) s (s+1/7) S s° s+1l/7
A
h() Odtud plyne

h(t) =K[-t+ texp(-t/ 1) + 1] 1(1)

Ptechodova charakteristika je na obr. 3.3 — 2

0 T >
-Kr

Obr. 3.3 — 2 Prechodova charakteristika soustavy
s radem astatizmu 1

Konec prikladu 3.3 —2

Obrazovy pfenos umoziuje representaci dyna- Y(s)
mického systému porflolci sch’em’atické znaéky’, blokur,v viz obr. U(s) F(s) >
3.3 — 3. Blok se oznacuje obdélnikem, do kterého zapiSeme ob- u(?) (1)

. F o .,  sionaly.
razovy pienos F(s) a oznaime vstupni a vystupni signaly Obr.3.33 Blok

3.3.1 Odezva soustavy 1. Fadu, sériové razeni soustav 1. Fradu

Z matematicko-fyzikélni analyzy soustav prvniho fadu (RC — ¢leny, hladina v nadrzi
s volnym vytokem atd.) je ziejmé, Ze soustavy prvniho fadu ma pouze jeden akumulator ener-
gie (kapacita kondenzatoru, kapacita nadrze atd.).

Matematicky popis soustavy 1. fadu a jeji feSeni bylo podrobné provedeno v kurzu
»Zaklady spojitého fizeni a proto pouze ptipomeneme zavéry a vysledky. Diferencialni rov-
nice, obrazovy pienos je

by / b K
ap" +a,y =bu = ¥(s) =S U(s) | F(s)=——=——,
s+a,/a, as+a, wm+1

kdeje K =b,/a,---zesileni soustavy, 7 =a,/a,---Casova konstanta.

Ptechodova funkce je rovna

h(t) = Z—O{l — exp(—ﬂ . t)} = K[l - exp(—% . t)}

0 a

Dynamické systémy 1.fadu se v regulacni technice oznacuji jako PT1 bloky (¢leny),
kde oznacuje: P...zesileni bloku, T...Casovou konstantu a 1...n4sobnost ¢asové konstanty.
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Sériovym zatazenim dvou ¢lent prvniho fadu je celkovy pocet akumulatorii energie
dvojnéasobny. Tok energie piedstavuje orientovany graf, ktery prochdzi ¢lenem 1 na ¢len 2,
viz obr. 3.3 — 4a. To znamend, Ze vyska hladiny /4(2) neovliviiuje hladiny /4,(2). Jinymi slovy,
nedochézi ke vzajemnému prelévani energie mezi nddrzemi.

a) Serioveé razeni nadrzi b) Blokové schéma sériového zapojent
la
u K =g y
h(t) =y, N S —— ~ >
7,5 +1 7,5 +1

NQOI = le PTl PT2

Obr. 3.3 — 4b Soustava druhého radu vytvo-
h,(t)=y, Fend z jednokapacitnich clenu

\QOZ
Obr.3.3 — 4a Seriove razeni nadrzi

Seriove razeni p- blokii se stejnou casovou konstantou dava vysledny prenos

K K/’
(m+D)"  (s+1/0)"’

£(s)

ktery ma p- nasobny pol -1/t, kde t je casova konstanta a K je vysledné zesileni.

Vliv sériové fazenych blokt se stejnou ¢asovou konstantou (nasobnych poli) na vypo-
¢et dynamiky odezvy pomoci L-transformace je feSen v Ptiloze P3. Na nasledujicim ptiklade
ukazeme techniku vypoctu odezvy systému s dvéma do série fazenymi ¢leny.

Priklad 3.3 -3

. . . 1 —1
Urcete prfechodovou funkci soustavy, jejiz obrazovy pienos je F(s) = Qs+1)°
s+

Reseni: Obraz prechodové funkce bude
1 1 1 1/4
H(s)=F(s)—= == =
s (2s+1)° s s(s+0,5)
L-obraz prechodové funkce mé jeden kofen jmenovatele nulovy a dva kofeny nasobné
s, =0;s, =5, =—0,5. Zpétna transformace L-obrazli s ndsobnymi kotfeny je podrobné vy-

svétlena v Priloze P3. Zpétna transformace racionalni lomené funkce. Provedeme podle (P3 —
4) rozklad na parcidlni zlomky ve tvaru

H(s):l/—42:£+ B + B, >
s(s+0,5) s (s+0,5 (s+0,5)
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Koeficienty parcialnich zlomki ur¢ime nasledovné. Podle (P3 — 2) uré¢ime 4

A= s-l/—42 =1,
s(s+0,5)" |

a podle (P3 — 5) ur€ime B,, B,

B2 = (S+0,5)2 1/—42 :_0’5)
s(s+0,5) iy

B, =i[(s+o,5)2 R } a [1/—4} -
ds s=—0,5 5=-0,5

.s(s+0,5)2 ’ Tds| s §2

L-obraz je tedy roven

H(S): 1/4 . :l_ 1 . 0,5 . =[1_e—0,5t _Ojste—O,St]zh(t)'
s(s+0,5" s (s+0,5 (s+0,5)

Tam , kde nemiize dojit k nejasnostem, nebudeme zapisovat ndsobeni predmétu jed-
notkovym skokem.

Konec prikladu 3.3 - 3

3.3.2 Soustava 2. Fadu s prenosem

2
(0

F(s)=K- -
(s) (s +2lw,5s+@])

Dochazi-li k pfelévani energie zjednoho akumulatoru do druhého (jako napf.
v elektrickém RLC obvodu nebo
v pfipadé propojenych nadob po- iQn
trubim viz. obr. 3.3 — 5), pak neni
mozno dynamické vlastnosti sys- h(£) = y
tému vyjadfit sériovym zapojenim ! !
dvou ¢lent prvniho fadu, ale je
nutné je vyjadfit obrazovym pie-
nosem druhého tadu s komplexné
sdruzenymi kofeny ve tvaru

|;7<| hz ()= ) 0,,
0, Y
Obr.3.3-5 Soustava druhého radu

tvorena provoienvmi nadobami

bO

F(s)=———|
ST+ ps+q

(3.3-5)

kde kvadraticky troj¢len s + ps + ¢ = 0 méa komplexné& sdruzené koteny.
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Parametry (by, p, q) obrazového ptenosu (3.3 — 5) neposkytuji bezprostiedné¢ informa-
ce o rychlosti, tlumeni a zesileni systému. Proto se v regulacni technice vyuZziva obrazového
prenosu ve tvaru

2
Fs)=K-——2» kg | S (3.3-6)
(s +2w,s+w)) (s/w,) +28(s/w,)+1  (Is)” +2&Ts +1

kde , je pFirozena uhlova frekvence
¢ je pomérné tlumeni
K je zesileni soustavy.
T = 1/w, je ndsobna Casova konstanta

Abychom ziskali informace a pfedstavu o dynamickych vlastnostech systému, kte-
ré jsou popsany pomoci obrazového prenosu (3.3 — 6), vypocteme jeho prechodovou funkci.

Prechodova funkce a jeji vlastnosti.

Laplacetiv obraz prechodové funkce soustavy 2. fadu (3.3 — 6) je

2
@

H(s)=K- ?
() s(s* +2¢w,s + o))

Kofeny jmenovatele L-obrazu piechodové funkce je mozno vyjadrit ve tvaru

a) s3=10

~ 2%, £|4(o,) —do,”
. _

b) s, = ~éw, T w,\E —1

Poly s;, obecné mohou byti redlné rizné, redlné ndsobné, komplexni v zavislosti na
pomérném tlumeni & Je ziejmé, ze pro —1 < & < [ jsou

poly komplexné sdruzené a tedy plati Am
5 %
N
_ . 2 . N
S, =0, ti-0,41-& =a+io, \\\ o= w 1-&
\\\
kde oa=-{w,...je tlumeni soustavy N >
. . . s Re
o =w,\J1-& je vlastni kruhova frekvence. e
///
o Ao C e B P
Umisténi polt v Gaussove roving je na obr.3.3 — 6 v 27 = w
s, ¥=75
Zpétnd transformace racionalné lomené funkce pro kote- al:_ o
ny komplexné sdruZené je podrobné vysvétlena v Priloze .

P3. Vytkneme-li zesileni K a provedeme podle (P3 — 6) Obr.3.3-6 Poly v s-roviné
rozklad na parcialni zlomky, dostaneme
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(02 A C 6
H(s)=K- - =K|—+ + o |
s(s* +2éw,5 + o)) S s+éo, -io, /1_52 st+éw, +im,\1-¢&

Koeficienty rozkladu pro kofeny redlné rizné ur¢ime podle (P3 — 3).

@2

Pro s3=0 A= 5 n 5 =1,
(s +2§wns+wn)

s=0

Komplexni konstantu C uréime pro s, = —f@, +i-@,/1-E* z rovnosti

C

a)Z
s(s+&w, +im, \[1-E) -
=-0,5+10,5 o

®,
(£, +iw,\1-E)(o, +io,\1-E") + (o, +io,1- )] 1-¢°

Komplexn¢ sdruzena konstanta C je rovna C =-0,5-i0,5 o
J1=¢&2
& 1
V souladu s (P3 — 2) ur¢ime absolutni hodnotu |C| = 10,5 +0,5° = =0,5- = a

Im{C } &

pro fazi plati ¢ = arctg = arctg — .
Re{C} - &2

V souladu s (P3 — 8) je mozno ptechodovou funkci pro —/ < & < [ vyjadrit ve tvaru

h(t) = K{l —M-cos[(a)nqll — &)t —arctg( ] )]} : (33-17)

e i

Zcela obecné se & miize ménit od -co do +oo. V tab. 3-1 je uvedena hlavni klasifikace
dynamickych systémi podle velikosti pomérného tlumeni &.

Pomérné Pdly Klasifikace

Tlumeni

0<E&<1 51, =0, *io, N g - ¢w, <0 Tlumeny (kmitavy)

E=1 51, =0, Aperiodicky

E=0 s, =tio, Netlumeny (konstantni amplituda)
E>1 51, =—fo, to, ‘1_52‘ Pretlumeny

—-1<¢&<0 5., =+Ew, Tio, /1—52 -¢w, >0 Kmitavy ( rostouci amplituda)

Tab. 3-1
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Piechodova charakteristika (3.3 — 7) zavisi na tfech parametrech: pomérném tlumeni &,
prirozené frekvenci @, a na zesileni K. Prubéh ptrechodové charakteristiky pro rizné hodnoty
& je na obr.3.3 — 7.V s-rovin€ se zobrazuji p6ly a nuly. Jejich vliv na dynamiku soustavy je
demonstrovan na obr3.3 — 8a,b,c.

15k L SETRAN ST .......... L SRS e i

05 : SR AN S SUURe UUUURRRU SR .......... U A i

0

e . |
1] 2 4 E g 10 12 14 16 18 20
Obr. 3.3 — 7 Prechodova charakteristika soustavy 2. 7adu pro rizna &
Vliv kofenti na dynamiku soustavy

Vliv komplexné¢ sdruzenych pdli na dynamiku soustavy je zfejmy z obr.3.3 — 8a,b,c.
Na obr3.3 — 8a je zobrazen ucinek poli na dynamiku odezvy jestlize je konstantni realnd za-

2 T | T T

. Im
s-rovina A

siX 3 15
Szx 2

X 11 1
-0,5 | » Re

55X T+ 05
55X +

Esx T 1] . '
0 2 4 G g 10

Obr.3.3-8a Poly: a=-0,5; o= 1, o = 2, @ =3 a jim odpovidajici prechodové funkce

porna ¢ast a a ménime iw. Na obr.3.3 — 4b jsou poly voleny tak, Ze je konstantni i@ a méni se
zéapornd realna cast a.

2 T T T !

s-rovina 4 Im a=-0,75 . :
X X X __1 . _- ........ _ .......... '\..L ......... .

S3 S2 S1 i :

Re : ;

I I I > : : : :
0,75 -0,5 -0,25 L. . L SEERRPRRRRERRRRRRRR .
X X X -
S5 5, 5 1] 2 El E ] 10

Obr.3.3 —-8b Poly Im s =i, a =-0,25;—-0,5; — 0,75 a jim odpovidajici prechodové
funkce
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Na obr.3.3 — 8c jsou zobrazeny poly tak, Ze se zvétSuje jak realnd tak i imaginarni ¢ast kotene.
Tomu odpovidaji i pribehy pirechodové charakteristiky.

S3 A Im 1.2 T ; T g
X TLS ' ' 5 '
S2 :
X =
S1
X 105
| Re DBl
Y >
- 1 ’5 - l ,O i 1 _0 5 . .
x s, B a 10
—+ -1
3 Obr.3.3 — 8¢ Komplexné sdruzené koreny sj, s,
X ? —+-1,5 s3 a jim odpovidajici prechodové funkce.

53
Charakteristické znaky prechodové charakteristiky

Ukazme v nasledujicim vypocet nékterych charakteristickych hodnot odezvy (3.3 — 7).

Perioda kmitu pfechodové funkce (0 < £< 1) je
_r_ 2w 27
I o o=
Ptechodové funkce na mezi aperiodicity ma nasobné kofeny s, , =—w,, je nekmitava

a ma tvar
h(t)=K[1-(1+,t)exp(- w,1)].

Maximalni ptekmitnuti prechodové funkce systému (0 < £< ) je

h.. =K 1+exp[— o7 ]

J1-¢&

Cas tyqe v n€émz nastava maximalni prekmitnuti (0 < £< 1) je

. T

Maxima ptechodové funkce nastavaji v asech (0 < £< [)

@:Lﬁi&ij=aL2““

®,1-&

Perioda kmitu, maximalni ptekyvnuti pfechodové funkce a cCasy ., & jsou
v prechodové charakteristice zakresleny na obr. 3.3 — 9.

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 26 23.8.2004



Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Obr.3.3 — 9 Prechodoveé charakteristika

Obrazovy pienos s komplexnim pélem a nulou.

Uvazujeme-li jeden komplexni pol a jednu komplexni nulu, pak obrazovy pfenos ma
tvar

(14 5T, )1+ 5Ty, ) (L + 5T, (sT,)* + 25T, +1]

F(s)=K >
A+sz)A+s7,) - (I+s7)[(s7)" +2&57 +1]

(3.3-8)

kde komplexné sdruzenému polu s. = - a. #iw. odpovida Clen 1
[(1s)* + 2&s + 1], kde 0 < & < 1 a komplexné sdruzené nule &len (T5’s” + 2&5Tp + 1).

Je zfejmé, Ze obrazovy pienos (3.3 — 8) je mozno rozsifit na libovolny pocet komplex-
n¢ sdruzenych poli a nul. Pfipomeneme se, zZe ndsobny komplexni poly dynamického systé-
mu technicky mohou vzniknout sériovym fazenim blokil se stejnymi komplexné sdruzenymi
koteny.

3.3.4 Systémy s dopravnim zpoZdénim

V systémech s konecnou rychlosti Sifeni signdlu se Casto vyskytuje tzv. dopravni
zpozdéni. Systém reaguje na zménu vstupni veli¢iny az po urCité dobé, kterou nazyvame do-
pravnim zpozdénim a oznacujeme symbolem 7.

Ptiklady regulovanych soustav s €isté dopravnim zpozdénim 7, jsou uvedeny na obr.
3.3 —-10. Na obr. 3.3 — 10a je klasicka uloha davkovani tuhého paliva do topenisté. Vahové
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!
Obr.3.3 - 10 Systémy s dopravnim zpozdénim

mnozstvi paliva se nastavuje klapkou 2 v zasobniku 1. Palivo padéd na dopravnik 3. Rychlost
dopravniku je v [m/s]. Vzdalenost mezi nasypkou a roStem 4 je d [m]. Systém reaguje na
zménu mnozstvi paliva za dobu 7, ktera je rovna

T,=d/v| (33 - 9

Na obr. 3.3 — 10b je schéma valcovani plechli. Valcovany plech 1 prochézi valci 2.
Rychlost odtahu valcovaného plechu je v [m/s]. Cidlo méfené tloustky plechu je z technolo-
gickych diivodi umisténo ve vzdalenosti d od valcovaci stolice. V1iv zmény vzdalenosti valct
se projevi na méefeni tloustky plechu za dobu 7, kterou je mozno urc€it ze vztahu (3.3 — 9).

Na obr. 3.3 — 10c je schéma regulace koncentrace sméSovanim dvou kapalinnych 1a-
tek. Do sméSovaciho ventilu 1 jsou ptivadény kapalinné latky 2, 3. Méteni koncentrace je
mozné az po dokonalém smiSeni, proto je ¢idlo koncentrace umisténo ve vzdalenosti d od
sméSovaciho ventilu. Rychlost smési je v [m/s], také dopravni zpozdéni je mozno urcit opét
dle (3.3 -9).

Dopravni zpozdéni T, [sec], se pro A
Vs,echny uvedené soustavy projevi jako caso- (1) y(t-T,)
vy posun odezvy o T, sekund viz obr.3.3-10d.

L-obraz funkce posunuté vpravo o Ty
se urci pole véty o posunuti (P2-13) viz piilo-

ha P2 . Plati T
Yo {
' >
Liy(t =T ) *1(t =T} =Y(s)- ™™, T,
u(r) 4
kde Ty ...je posun vpravo.
U,
Ptedpokladejme, Ze dynamicky sys- Y : ‘‘‘‘
tém bez dopravniho zpozdéni je popsan obra- ﬁ ) 10-T,)| ¢

zovym prenosem £ (s), jehoz vahova funkee by 3.3-10d Odezva soustavy s dopravnim
je g,(t). Pak vahova funkce systému s do- zpozdenim

pravnim zpozdéni T, je vahové funkce g(t)
posunutd o T, vpravo. Podle Véty o posunuti (P2-13) ur¢ime obrazovy ptenos soustavy s do-
pravnim zpozdénim jako L-obraz posunuté vahové funkce g(#-T,).
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Plati

G(s) = F(s) = Lig(t=T,)- 1t = T,)} = Fy(s)-¢ ™,

(3.3-9b)
kde je Fy(s) obrazovy pitenos bez dopravniho zpozdéni

T, dopravni zpozdéni [sec], s ...je komplexni proménna.
s je komplexni proménna.

Diferencialni rovnice systému s dopravnim zpozdénim ma tvar

Ay@®™ + ..+ ap(t) + ag(t) = bou(t - Ty) + ...+ bou(t - T)™ (3.3-10)

Obrazovy pienos pro soustavu s dopravnim zpozdénim 7}, a s fadem astatizmu 7 pfi re-
alnych kotfenech ma tvar

F(s) = K(1+STBl)(l+STBz)"'(1+STBm) —sTd (33-11)
s"A+st)(A+57,)-(1+57))

Uvazujeme-li komplexni pdl a nulu, pak obrazovy ptenos je

F(s)=K (1+STBI)(1+ST32)..-(1+sTBm)[(STB)22 + 28T, +1] T (33-12)
s"A+st)A+s7,)-(1+s57)[(s7)" +2&s7+1]
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Priklad 3.3 — 4

Na obr.3.3 — 11 je zakreslena odezva soustavy prvniho fadu. Urcete diferencialni rovnici sou-
stavy.

g};’ | - . 7 N Reseni:
o oy
Lom A L Z prib¢hu odezev lze odecist:
/ ) - dopravni zpozdéni 7; = 10 s
Yq (e) o _
20 / 1 cas9v01,1 konstantu 7= 40 s
N - zesileni
2 < : : ot 11, (20) — 11, (0)
01 7g T 50 Obrazovy prenos je
e et O S——
4 —-10.
. F(s) = s
[XPaj| u )= 05 +1°
3 1} —
Diferencialni rovnice ma tvar
uy (=)
u_{es}| u,fw)=15 5 .
o 2 | ot 40y +y =4u(t—-10) nt— 10)
0
Obr.3.3 -11

Konec pfikladu 3.3 — 4

3.3.5 Model dynamického systému s poruchovou veli¢inou
Uvazujme dynamicky systém s poruchovou veli¢inou dle obr.3.1b, ktery je popsany di-
ferencialni rovnici tvaru

y+a, v+ tay? +ay=bu™ +--+bu +bu+c, d" +--+c,d" +c,d

pro m,mc < n. (3.3-13)
Mame-li vyjadfit dynamické Gc¢inky akéni a poruchové veli¢iny pomoci obrazovych
prenost postupujeme tak, ze aplikujeme L-transformaci na levou a pravou stranu diferencialni
rovnice pfi nulovych pocatecnich podminkach a dostaneme

Y(s)(s" +a, s"" +-+as+a,)=(b,s" +b, 5" +--+bs+by)U(s)+

+(c,.s" +c, 8"+ tes+cy)D(s)

mc

Obraz vystupu je pak roven

_ 55) C6) gy = i
Y(s)= 46) U(s)+ 46) D(s) =F, (s)U(s)+ F,(s)D(s), (3.3-13)

pficemz polynomy A(s), B(s), C(s) a obrazové pienosy F,(s), Fa(s) jsou rovny

A(s)=(s"+a, "' +--+as+a,),
B(s)=(b,s" +b, s" "' +---+bs+b,) |F,(s)

C(s)=(c,.s™ + cm,_ls”'c_1 +t s +cy)

_ B(s)
A(s)’

F,(s) =%, (3.3 -14)
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Struktura modelu dynamického systému s G¢in-
kem poruchové veli¢iny je na obr. 3.3-12. d(t L Fus) | ¢ ®)
Obrazovy ptenos F,(s) aproximuje dynamické

ucinky poruchové veli¢iny d(?) zhledem k vystupni-
regulované veli¢ing y(2). u(r) Fo(s)
Obrazovy pfenos F,(s) aproximuje dynamické

Yu(0) y(0)

ucinky akeni veli¢éiny u(z) zhledem k vystupni- Obr.3.3-12 Model dynamického
regulované veli¢in¢ y(?). systému s poruchou d(t)

3.3.6 Popis Clenii a prvkii v regulaéni technice

V technické dokumentaci jsou kromé schématickych znacek soustav 1.fadu zavedeny
dalsi bloky a schematické znacky, z nichz ty nejdulezitéjsi jsou piehledné uvedeny v tab.3.2.

Oznacdeni Matematicky Obrazovy Ptechodova Schématické
popis prenos funkce znacky
P-blok y=K- u K K u y
I-blok ‘ K, Kt
J’=K1z|)‘udr o LN K, Ly
D-blok y=K,u K,s K,o(t) uIK, y
Tp-blok  y=K-u(t-T7,) Kexp(-sT,) K-1(t-T,) " ﬁl—v y
T,
PT1-blok 7.," 4y =Ky K K-(1—e'") u ¥
— —»
75 + 1 K: T >
DTl-blOk TDy(l) + y = Ku (1) KS ﬁe_[/TD l’ K’TD _)}'
T,s+1 T,
T2-blok sz' '—|—2§Ty'+y = K K[l —Ae™™ .
= Ku (Ts)* +2&Ts +1 -
cos(wt —tg”~ )]
J1-¢2
1 u |
A = , —> _L’
1 _ é;Z Ka Ta f
1 2
w=—4/1-
TVl—e

Tab. 3.2
Uvedené schématické znaCky usnadni cteni a porozuméni technické dokumentace pie-
dev$im z anglosaskych zemi.
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3.4 BLOKOVA ALGEBRA

V technické praxi mohou byti dynamické systémy velmi slozité, sestavené z mnoha
vzajemn¢ propojenych ¢asti a prvkl. Pro piehledné znazornéni jejich funkce, struktury a dy-
namiky se nejcastéji pouzivaji blokova schémata. Chceme-li vyjadfit dynamické vlastnosti
systému vyjadiené¢ho blokovym schématem, pak systém uprav a pravidel vedouci k vyjadieni
dynamickych vlastnosti blokového schématu jako celku, oznacujeme jako blokovou alge-
brou.

Blokové schéma obsahuje bloky, spojovaci linky, sou¢tové resp. rozdilové ¢leny a
rozvétvovaci mista, kde dochazi k vétveni signalu. Signal se §ifi ve spojovacich vétvich pou-
ze jednim smérem a pod¢l vétve se neméni. V bloku postupuje signél rovnéz jednim smérem -

ze vstupu na vystup.

ka bloku.

5
Ll el

Blok se oznacuje obdélnikem, do néhoz se zpravidla napise obrazovy prenos
F = F(s) ¢i symbol, charakterizujici jeho funkci nebo prechodova charakteristi-

Bloky u jednorozmeérnych systéemii maji jeden vstup a jeden vystup. Vstupy a vy-
stupy se rozumeji bud’ v casové oblasti, pak se oznacuji malymi pismeny nebo
v Laplaceové transformaci, pak se pouzivaji velka pismena.

Spojovaci linky (vétve)

—_— Spojovaci vétve se zobrazuji carami s vyznacenym smérem Sireni signalu.

Souctovy, resp. rozdilovy ¢len

i

o
Y:Y1+Y2

Wz

'y i; {
Y:Y27Y1

i

e

3 Y=Y,-Y;+Y;

Souctovy, resp. rozdilovy ¢len se oznacuje krouzkem a zna-
ménko scitancii se vyznacuje znaménkem +, - s tim, Ze u zd-
pornych signalii se prislusna cast krouzku zpravidla vycerni.
Scitaci misto predstavuje blok s jednim vystupem a vice vystu-
Py
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Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Rozvétvovaci bod

4é\f Rozvétvovaci bod se oznacuje teckou a vyznacuje rozvétveni spojovaci linky.
Rozvétvovaci bod miizeme pokladat za blok s jednim vstupem s vice vystupy
w8 prenosem rovnym jedné.

b

Blokova schémata umoziuji ur¢it dynamické vlastnosti schématu jako celku nebo jeho
dil¢ich skupin. Vysledny pienos je mozno urcit

a) Analyticky pomoci signalnich rovnic

b) Metodou postupnych tprav

¢) Masonovym vzorcem

3.4.1 Signalni rovnice

Analyticky postupujeme tak, ze zavedeme oznaceni "pomocny signal" pro kazdy sig-
nal vyskytujici se za sCitacim mistem (nebo blokem, pokud schéma neobsahuje souctovy
¢len). Pro kazdy pomocny signal sestavime signalni rovnici. Signalni rovnice tvofi soustavu
rovnic, kterou je tfeba fesit. U linearnich soustav pracujeme s Laplaceovymi obrazy uvazova-
nych signalll a s obrazovymi pienosy blokii. Ukdzeme si tento postup na sériovém, paralel-
nim a zpétnovazebnim zapojeni.

a) sériové zapojeni Pro signal Y;(s) a Y(s) plati:

Yi(s) = Fi(s)U(s)
R PR HE Y(s) = Fos)Yi(s) = Fos)Fi(s)Us)
Fs)
Y, je pomocnd proménna F (S): l);((i)) _ FI(S)FZ (s) GA4-1)

Tento vysledek je mozno zobecnit:

| o Vysledny prenos n-sériove razenych clenii je roven soucinu n obrazovych prenosii.

lelni jeni . .
b) paralelni zapojeni Pro signal Y je dan souctem

FL | Fe Y(s) = Yi(s) + Yofs) =
= Fi(s)U(s) + Fa(s)U(s) =
u @gf. = [Fi(s) + Fa(s)]U(s)

F Vysledny pienos je roven

2 _ Y(S) _
L FO)=5i) RO RE) 64-2)

Tento vysledek je mozno zobecnit:

| o Vysledny prenos n-sériove razenych clenii je roven souctu n obrazovych prenosii.
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c) zpétnovazebni zapojeni L
) 7P Po) Vstupni signal je roven

Y](S) = U(S) + Yg(S)
Y] LN 1 Yo(s) = Fa(s)Y(s)
Y(s) = Fi(s)Yi(s) = Fi(s)[U(s)+F>(s)Y(s)]
¥ = Fi(s)U(s) + Fi(s)Fa(s)Y(s) = Y(s)
Fiz)

Vysledny pienos je roven
Y(s)__ F(s)

F = = 4 -

TONE00 I

o ysledny prenos zpétnovazebniho zapojeni je dan zlomkem, kde v Citateli je prenos (nebo
prenosy) primé vetve a ve jmenovateli je jedna minus soucin prenosu ve smycce.

Piiklad 3.4 — 1

Pomoci signélnich rovnic urcete vysledny pte-

Obr.3.4 -1

nos F(s) = blokového schématu, ktery je na

r
U

L

obr.3.4 — 1.

ReSeni: 1) Za prvnim souctovym mistem zvolime po-
mocnou proménnou X. Za druhym souctovym mistem
je proménna Y.

2) Sestavime signalni rovnice. X=U-FFX
Y = XF, + XF,
Protoze jsou tii nezndmé X, Y, U a madme pouze dvé rovnice pak feSeni se nabizi dvoji:
a) jedna neznama se voli - coz nam nevyhovuje
b) voli se pomér proménnych tj. hleddme pomér F' = Y/U. Vydélime tedy ob¢ rovnice
U a dostaneme

1+ FF,);0 1
X(1+FF)=U £(1+F1F2)=1 ( 1) {X/U}:
v (F+F)y-1 Lyl o
X Y
X(F+F)-Y=0 E(FI+F3)—E:O
DY/U

Rovnice pfepiSeme do maticového tvaru a feSime Cramerovou metodou Y /U = D

kde D je determinant soustavy
Dy je upraveny determinant soustavy, dostaneme

(1+F1F2);0
(F)+Fy);-1

Vysledny pienos je roven

=—(F +F,);

1+ FF,);1
D:det[ (I+FF,); }

- (\1+EF,);, D,,, =det
} ( 12) YU e{(Fl—i—F});O
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F,+F.
Fs)=— =Dt
U 1+FF,

Konec prikladu 3.4 — 1

3.4.2 Metoda postupnych aprav

Postupnymi Upravami blokového schématu viz tab.1 je mozno libovolné blokové
schéma zjednodusit do téchto tii zdkladnich zapojeni. Vybér postupnych zjednodusujicich
krokli v§ak neni jednoznacny a zavisi ve velké mitfe na zkusenostech fesitele.

Priklad 3.4 —2

Urcete vysledny pfenos blokového schématu na obr.3.4 — 1

a)
Fa
1 = ¥ Dané¢ slozené blokové schéma
1
) F Fis)
b)
F3
L = Y
1
_ Jedna z moZnych cest feSeni je pieneseni roz-
F, vétvovaciho mista pied blok F; (Giprava €. 6).
F2
c)
F3
U v Zaména rozdélovacich mist pfed blokem F7; je
F, ziejma.
FiFs
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d)

lc
<

F12 F13

Analyza dynamickych systémii

Vyjadiime-li pfenos zpétnovazebniho zapojeni

1
" 1+FF,

£y

a prenos paralelniho zapojeni
Fi3s=F; +F;
pak vysledny pienos je roven

1 F +F
F=F,F, :—(F1 +F3):;
1+ FF, 1+ FF,
Konec prikladu 3.4 — 2
Tab.3.4-1 Pripustné upravy blokového schématu
Schéma Pienos Popis
1.
Yy ki
Y:(Y]+Y2)—Y3
Yz Yz
! Y SO 3
Zaména poradi scitacich mist nebo zména
Y=(Y,-Y;)+Y, poctu scitacich mist (slucovani séitac¢ich
Tz Te mist).
Ta
\rlll‘“-.:i:'r- 1 Y=Y, +Y,-Y;
L
2.
Ta
‘" TY Y=Y +7
(v
Ta Zaména potadi s¢itaciho mista a rozvétveni
b signalu.
Y Y=Y, +7,
N Y=Y, +Y
LE
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3.
Ya
Y
: v Y=Y, +7,
\rfl Y=Y ]
Zaména potadi rozvétveni signalu a scita-
ciho mista.
A=
i . vy (Y=Y, +Y,
Y, =Y-Y,=
W Yl 1 2
‘ “é > =Y, +Y)-Y, =
4.
— F Y Y=FU+Y | Pfeneseni s¢itaciho mista pied blok.
Yy
@]
1
Y=FU+—=Y,F=
1/F r
=FU+Y,
Al
5.
Yz
" F L Y=F + 1y
v Pienesenti sCitaciho mista za blok.
t I F Y Y=Y/F+YF
Y
L F
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6.
Ll X Y
: : Y=FU
i
U - A Y=FU Pteneseni rozvétvovaciho mista pied blok.
e
F ———= |Y=FU
7.
- 7Y =FY,
Y, ] = Y ]
IYL
1 Y |Y=FY; Pfeneseni rozvétvovaciho mista za blok
—= F
Y, =(l/F)Y
L/F Y, =(l/F)Y =
= (I/F)FY] = Y]
'
8 Y
Y Rozpojeni spojovaci linky pifi sou¢asném
T Yo zavedeni bloku rovnosti signalli na obou
Y,=Y,=Y koncich linky.

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc.
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Priklad 3.4 -3

Analyza dynamickych systémii

Urcete vysledny pienos blokového schématu z ptikladu 3.4 — 2

a)
Fs
Ll 3 b
Fs Fis)
b)
Fa
L ! b8 £
1
Ha =
C)
F2
I ! X = :
1
-T E
2 Fa
Fz
T}‘:::“:i Fz
d)
Fz Fa
1
u ki
Fz
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Dané slozené schéma. V tomto prikladé prove-
deme zjednoduseni zameénou poradi rozvetveni
signalu scitacitho mista za blokem F; (uprava C.

3)

Vysledek upravy je ziejmy z obr. 3.4-2b. Nyni
preneseme scitaci misto (3) za blok F, (uprava
¢. 5), viz. obr. 3.4-2c.

V dalsim kroku sloucime scitaci mista 1 a 3 za
blokem F, (uprava ¢. 1) a realizujeme signal
X=X,F; a paralelni prenos vyjadiime prenosem

Fi;3=F; +F;

Vysledek uprav je na obr. 3.4-2d.

Nyni scitaci misto 1 rozdélime na dvé scitaci
mista, sériovy prenos je ddn prenosem FFj,
aby bylo dosazeno sériového zapojeni.
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©) Prenos zpétnovazebniho zapojeni je
Fefa

U - ¥ _

e 13 1 _ FZF’S

Fa Toto schéma je mozno zapsat do tvaru
f)
U Fiz i
1_'-_2 I'_3
Fa

Vysledny prenos je pak roven

L4F B+ F
s -BF 1- F,F, _ F+F,
1+F2 E3 l_FZF'3+F2(F'1+F'3) 1+F1F2

1- F,F, 1- F,F,

vvvvvv

$im zptisobem.

konec prikladu 3.4 — 3

3.4.3 Masonuv vzorec

Pokud je tfeba urcit jen vysledny ptenos, je mozno pouzit jednoduchého pravidla, pub-
likovaném v roce 1952 Masonem. Pro spravné urceni vysledného pienosu jsou uréujici preno-
sy v ptimych vétvich, pfenosy ve smyckach a jejich vzajemna poloha.

Primou vétvi rozumime orientovany signalovy tok spojujici vstup s vystupem tak, zZe kazdy prvek
vetve se v nem vyskytuje pouze jednou. Pfenos primé vétve je soucin vsech prenosii prvkii vetve.

Zpétnovazebni smyckou resp. smy€kou rozumime naopak uzavieny orientovany signalovy tok
(vracime se do mista, ve kterém jiz byl) pricemz kazdy souctovy clen i prenosovy blok prochdzi
signal ve smycce pouze jednou.

Pro potfebu Masonova vzorce se vzdjemnd poloha smycek, nebo vzdjemna poloha
smycek a ptimych vétvi klasifikuje jako
a) dotykajici se smycky resp. dotykajici se smycka s ptimou vétvi
b) nedotykajici se smycky resp. nedotykajici se smycka s ptimou vétvi.

Nedotykajici se smyCKky (resp. smycka a prima vetev) jsou takové smycky a vétve, které nemaji
spole¢né ani s¢itaci misto ani blok.

Vysledny pienos je pak dan zlomkem
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F(s)= szDk _ sz(l—ZkSil +szi2 —)

= 34-4
D 1->81+> 82 -D.87 +... ( )
kde D je tzv. determinant blokového schématu, ktery je roven
D=1-38"+28%-38%+ .. (3.4 -5)
kde: ZS'; je soudet pfenost viech zp&tnovazebnich smycek
XS?  je soudet souini pienosi dvou nedotykajicich se smy&ek
F'S7; je soudet soudind prenosi tii nedotykajicich se smy&ek
obecné¢:
XS’ je souet sou¢inii pienost r-nedotykajicich se smyéek az do vycerpani vsech

moznosti
Vk  jeprenos k-t€ pfimé vétve
Dk je determinant té ¢asti schématu (diagramu), kterd se nedotyka k-té ptimé vétve

Priklad 3.4 — 4

Urcete pomoci Masonova vzorce vysledny pienos blokového schématu z ptikladu 3.4-
2.

Redeni: Nejdiive nalezneme pienosy v piimych vétvich a smyckach
Ptenosy v ptimych vétvich: F;, F;
Ptenos zpétnovazebni smycky: -F;F
Smycky 1 piimé vétve se dotykaji!

b+ F

Vysledny pfenos je roven: F =
y yp J I+ FF,

Konec pfikladu 3.4 — 4

Poznamka

Blokova schémata v technické praxi mohou obsahovat vice vstupii-vstupnich velicin
(napr. vstup akcni veliciny, zadané hodnoty, vstup mérené ¢i nemérené poruchove veliciny atd.).
Dale mohou obsahovat kromé vystupniho signalu i signaly vnitini.

Ma-li blokové schéma vice moznych vystupu ¢i vystupnich (vnitinich) signalu, pak obra-
zovy prenos doplnujeme indexem, kde prvy index oznacuje uvazovanou vystupni velicinu a druhy
index uvazovanou vstupni velicinu (napr. F,q). Zbyvajici vstupni signaly jsou pokladany za nulo-
Vé.

Masonovym vzorcem lze pak snadno vyjadrit dynamické viastnosti mezi vstupnim signa-
lem a libovolnym signalem na vystupu nebo uvniti schématu.
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Piiklad 3.4 -5

Urcete: a) Pfenos F), blokového schématu na obr. 3.4 — 2 b) Pienos F)s c) Pfenos F,

Reseni: a)d = 0 ; Prenos F),: Pienosy primych vétvi: F;, F;
D Pfenosy zpétnovazebnich smy-
Fa éek:
y :
F1F>; -FiFy; -Fy; -F3Fy
Fa
U . ¥ Vzajemna poloha:
Fi . Piima vétev F; se nedotykd smyc-
- ky -Fy
Fa
" Ptima vétev F; se nedotykd smy-
cek -F. 4, F ]F 2
Smycka F';F; se nedotyka smycky
Obr.34-2 -F4a—F3F4

Determinant soustavy je

DZI_[EFz _F1F4 _F4 _F3F4]+[F;Fz(_F4)+F1F2(_F3F4)]
>t s

Determinant prvé piimé vétve pro k = I oznaceny D; je roven

D, =1-[-F,]=1+F,
%r_J
2.Si

Determinant druhé piimé vétve pro k = 2 oznaceny D; je roven

D, :1_[FlF2 _F4]+[(EF2)(_F4)]:1_EF2 +F, - FFF,
P 2.5

Vysledny pienos je roven

— E(1+F4)+E(1_EF2+F4_F1F2F4)
g 1_[F1F2 _FlF4 _F4 _FsF4]+[EFz(_F4)+EF2(_F3F4)]

_ F1(1+F4)+F3(1_EF2+F4_EF2F4)
l—Fle+F1F4+F4+F3F4—F1F2F4—F1F2F3F4

b) u = 0; Ptenos Fq
Piima vétev: F;
Ptenosy zpétnovazebnich smycek a jejich vzajemna poloha se neméni
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Piima vétev F; se nedotyka smycek —F, a F 1 F

Vysledny pienos je roven:
o F(1=FF, + F,~ F,F,F,)
a l—Fle+F1F4+F4+F3F4—F1F2F4—F1F2F3F4

c)d = 0; Pienos Fy,
Piima vétev: F;
Vzajemna poloha: Pfenos vétve F; se nedotykd —F,

Vysledny pienos je roven

F — Fl(1+F4)
. l—Fle+F1F4+F4+F3F4—F1F2F4—F1F2F3F4

Konec prikladu 3.4 — 5

3.5 METODA GEOMETRICKEHO MISTA KORENU

V technické praxi se vyskytuji systémy, které mohou z rliznych pfi€in vyrazné¢ meénit
své dynamické vlastnosti. Zména dynamickych vlastnosti se miize projevit ve zméné zesileni
regulovaného systému napf. vlivem nelinearit typu nasyceni, nebo zmén¢ parametri matema-
tického modelu, napt. obrazového prenosu atd. Omezime se zatim pouze na zmény v zesileni
regulované soustavy, které ovliviiuji nejen kvalitu regulacnich pochodd ale mohou téz zptiso-
bit nestabilitu regula¢niho obvodu. Z tohoto divodu je tfeba kontrolovat odolnost - robustnost
uzavieného regula¢niho obvodu, na moznou zménu zesileni soustavy.

Klasickou metodou vySetfovani je metoda geometrického mista korenit (anglicky Ro-
ot Locus), jejiz princip a vlastnosti budou v této ¢asti vylozeny, v€etné softwarové podpory
MATLABu, specialn¢ pak "Control System Toolboxu". Softwarova podpora pak z této meto-
dy vytvaii pro uzivatele velmi G€inny a jednoduchy ndstroj analyzy i syntézy regulacnich ob-
vodu.

Nejdiive si vysvétlime zakladni pojmy a ndsledné pak budou popsany vlastnosti kote-
novych hodografii, metoda geometrického mista kotenti v¢etné aplikace funkci Control Sys-
tem Toolboxu rlocus, rlocfind.

3.5.1 Zakladni pojmy, kofenovy hodograf

Uvazujme prenos otevieného obvodu F|(s) viz obr. 2a, jehoZ pfenos je mozno vyjad-

fit ve tvaru

Fy(s) = RG)F(s) = 25040 gy - e =30)6780) piy - g () ),
S S

kde je R(s) =K -R,(s)....pfenos regulatoru,
K = Gain .. .je celkové zesileni zpétné vazby,
R, (s) ...je struktura regulatoru definovana poly a nulami,
F(s).... je pfenos soustavy.
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Pro vySetfovani vlivu zesileni K na vlastnosti uzaviené¢ho obvodu, bude uvazovan re-
gulacni obvod dle obr.2b. Pfenos uzaviené¢ho obvodu je na obr.2c.

u Y w w(t)|  R,(s)-K - F(s)
—> —» > > 0 )
Fos) % Fo() g 1+R,(s)-K - F(s) 4

Obr.2a Otevieny obvodu  Obr.2b Uzavieny obvodu  Obr.2c Prenos uzavieného obvodu

B(S; , kde A(s),B(s) jsou po-
s

Obrazovy pienos regulované soustavy je zapsan ve tvaru F(s) =

lynomy. Obecné je mozno obrazovy prenos regulatoru vyjadiime ve tvaru

Ry (s) - K. (5 = S 51 )(S = S i)
R,(s) (5= Sgp)
kde K je celkové zesileni regulatoru

b

R(s)=K-R,(s)=K -

Ptenos otevi‘ené smycky je

lm_[(S_SM/)

B(s) Ry(s) _ o M(s) _ .

Fy(s)=K-F(s)R,(s)=K
() =K FORE =K 0,6~ 0 [16-s00

L (35-1)

kde je M(s) ... polynom Citatele oteviené smycky, N =mM je pocet nul oteviené smycky,
Sy --- kofeny Citatele oteviene smycky —,nuly”, j=1,2,--, N
0(s) ... polynom jmenov. oteviené smycky, P =nQ je pocet poli oteviené smycky
Sok --- kofeny jmenovatele oteviene smycky —,,poly”, k =1,2,--, N

Ptenos uzaviené smycky (uzavieného obvodu) bude roven

M(s)
Fy (s) 0(s) Ry(s)-K-F(s) K- B(s)- Ry (s)
- _ _ - (35-2)
1+ Fy(8) 1, o0 MG) 1+ R(5) K -F(5)  A(s) R, (5)+K - B(s) Ry (s)
0(s)

Ze vztahu (3.5 — 2) je ztejmé, ze nuly-koieny Ccitatele uzaviené regulacni smycky (ra-
ciondlni lomené funkce (3.5 — 2)) jsou rovny nuldm otevicené smycky (3.5 — 1). Pély uzaviené
regulac¢ni smycky jsou takova ,,s pro ktera plati

14+ F,(s)=1+K-R (s)F(s) =1+ K- MO _ o, g MO __

3.5-3
o(s) o) ( :

Na nasledujicim ptikladé vysvétlime vliv zmény zesileni oteviené smycky na rozloze-
ni poli uzaviené smycky v s-roving.

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 44 23.8.2004



Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Priklad 3.5-1 M(s) K

Prenos

Uvazujme pienos oteviené smycky ve tvaru K

O(s) s(s+2)

uzaviené smycky je roven F__ (s)= . Poly uzaviené smycky je mozno v tomto

e s*+2s+K
piikladé spocitat fesenim kvadratické rovnice s> +2s+ K =0, pro které plati

__2i— “4_4K:_1i4/1_K.

= (1)

V tab.3.5-1 jsou uvedeny hodnoty poli s; a s, pro zvol. hodnoty K = 0; 0,2; 0,4; 0,6; ... , 37.

K 31 52 S - rovina Alm
010 2 K=17X T4

02 |-0,105 [-1,895 ] i

0,4 [-0,225 -1,775 K=10 3

0,6 [-0367 [-1,663 Kesx Lo

0,8 |-0,553  |-1,447 - pay
1,0 [-1 1 K=0 | k=% 1

2,0 |-1+H -1 Re
3,0 |-1+1,414i [-1-1,414i s

5,0 |-1+2i -1-21 K=2 —+-1

10 -1+3% -]-3% Kes 1,

17 -1+41 -1-41

26 [-1+5i -1-5i K=10X 43

37  |-1461 -1-61 K17 1.
Tab.3.5-1

Obr.3.5-1 Poloha polii v zavislosti na
zesileni otevirené smvckv

Na obr.3.5-1 jsou zobrazeny pély v s-rovin€ pro K > 0. Poloha poli je oznadena x pro
zvolend zesileni. Pro K =0 jsou pély uzaviené smycky rovny polim oteviené smycky (s; =
0, s; = -2). Pti rostoucim K lze vidét zménu polohy obou poli, takze se vytvoftili dvé vétve.
Vétev vychazejici z pélu s; = 0 (modrd) smétuje doleva, vétev vychazejici z polu s, = -2 (Cer-
vena) smétfuje doprava. Pro takto volena zesileni je soustava pretlumend (0 < K< I). Pro
K =1 se ob¢ vétve stykaji v bod¢é —1. Pély jsou dvojnésobné s; = s, = -1, uzaviend smycka je
aperiodicka. Pti dal§im zvySovani K jsou poly komplexni, které vSak maji konstantni hodnotu
realné Casti. Redlna ¢ast je rovna —1. Prvni vétev predstavuje komplexni Cislo -/+iw, druha
vétev pak koten komplexné sdruzeny -/ - iw. Uzaviena smycka je tlumend, u které pti ros-
toucim K roste 1 Uthlova frekvence @. Pro Zadnou hodnotu zesileni K >0 nedosédhnou poly
pravé poloroviny, tedy uzaviena smycka je stabilni pro libovolné K >0.

Zmeéna polohy polt uzaviené smycky pro K >0 vytvafi trajektorie, kterym se tika ko-
Fenové hodografy. V nasem piiklad¢ byly kofenové hodografy vypocteny podle rovnice (1)
z charakteristického polynomu uzaviené smycky.

Konec prikladu 3.5-1

Koienovy hodograf: Pro zménu zesileni K otevirené smycky poloha polii uzaviené
smycky vytvari trajektorie, které se nazyvaji korenovy hodograf.
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Postup, ktery byl pouzit pro konstrukci kofenového hodografu v uvedeném piiklade,
Evans [4,5] pro konstrukci kofenovych hodografii graficko-pocetni metodu, kterd se nazyva
v anglictin€ ,,Root Locus Techniques®™ v €estiné pak ,,Metoda geometrického mista kofenti*.
Tato technika umoznuje ze zndmych nul a p6la oteviené smycky a zesileni K grafickym zpti-
sobem urcit poly uzaviené smycky v komplexni roving. Kromé& analyzy uzaviené¢ smycky
umoziuje také syntézu regulacnich obvodl. Zakladni principy této metody geometrického
mista kotfenil budou v dal$im textu vysvétleny.

Na zaklad¢ odvozeného ptenosu uzaviené smycky dle (3.5 — 2) je ziejmé, ze poly uza-
viené smycky musi vyhovovat rovnosti (3.5 — 3) pro kazdé zesileni K

M) __1 (3.5-4)
0@k) K

Fy(s)=

Z hlediska dalsiho vykladu bude uzite¢né si zopakovat ale hlavné ptipravit vhodné na-
stroje pro popis trajektorii kofenovych hodografu.

0 s=2+i io z=2+ita

a) ‘ b) |l®
3.5.2 Zobrazovani kom- s X
plexnich ¢isel 4 o - toa
Komplexni ¢isla zobrazujeme v 2 (2"‘26’)
komplexni roviné "s" bud’ v kar- s=241i io -
tézskych soufadnicich s=x+iy ] I d)g S= 3+l
nebo v polarnich soufadnicich ve /vi
tvaru s =x+iy =|sle’, kde || je @ a a S«
modul, (absolutni hodnota, am- o 3
plituda A) a @ je argument (fdaze) Obr.3.5-2 Zobrazeni komplexnich cisel v s-roviné

nebo také mizeme zapsat zkra-
cené 4 = |s| Z ¢ . Na obr.3.5-2a je zobrazeni pro

s=a+io=|sle’ =2+i= J5-¢“kde  ¢= arctg% =0,147r.

Zapsano zkracen¢ A= |z| Zo —> \/5_ 20,1477, kde A je modul a ¢ je faze.

Komplexni funkce transformuje komplexni proménou s do roviny F(s). Jinymi slovy,
transformuje ji na jinou proménou z = F(s). Naptiklad funkce z=F(s)=(s+a)=2+i+a
provede transformaci, jejiz vysledek je na obr.2b. Pfipomeneme si, Ze funkce F(s) je nulova

pro s =-—a. Jestlize posuneme vektor z do bodu -a dostdvame dalsi mozné zobrazeni kom-
plexniho cisla, pomoci vektoru, jehoz pocatek je v bodé F(s =—-a)=0.

Je mozno konstatovat, ze F(s+a) je komplexni cislo, které je mozno reprezentovat
vektorem, ktery kreslime z nuly této funkce do libovolného bodu "s" viz obr.2c.
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Jako dalsi priklad uvedeme komplexni bod definovany funkci F(s)=(s—a). Zobra-
razeni komplexniho ¢isla s =3+i pomoci vektoru, jehoz pocatek je v nule komplexni funkce
F(s)=(s—a)=0 jenaobr.2.d.

V dalSim rozsifime reprezentaci komplexniho ¢isla z = F(s) pomoci vektoru, jehoz

pocatek je v nulach a v pdlech této komplexni funkce. Uvazujme komplexni ¢islo, které je
definovano funkci

_B(s) _ b5 =55 )(5=855) "+ (5 = 55n) bm};[(S_SBJ')

F(s) =— , (35-5)
4G GGG fles,)
Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla (modul) z = F(s) pak vyjadiime ve tvaru
V : b, T|(s = 5,)
Soucouabs. hodnot vektoru z nul " B
4 =[F()] = — =~ (3.5-6)
Soucouabs. hodnot vektoru z polii H|(S _ )|
k
k=1

kde ‘(s =Sy )‘ Je absolutni hodnota vektoru (modulu), ktery je veden z bodu s, do bodu "s”

|(s -5, )| Jje absolutni hodnota vektoru (modulu), ktery je veden z bodu s, do bodu "s".

Féazi ¢ (Argument) komplexniho ¢isla F(s) pak vyjadiime ve tvaru

@ = Z0hld vek. z nul - £ ahld vektord z pola = Y £ (s—s,)—> Z(s—s,) (3.5-7)
Jj=1 k=1
piicemz se tthly méfi od redlné osy v kladném smyslu.

Priklad 3.5-2 s+1

Pro komplexni ¢islo z, které je definovano funkci F(s)=———=z2
s(s+2)(s+3)

urcete jeho representaci v s-roviné v bodé s = -4+ 6i .
N =_ ; Im
Reseni: Na obr.3.5-3 je grafické zobrazeni bodu 5 =—4+6i +6
s =—4+6i a Ctyt vektorti vedenych z boda s, (s + 1),
(s +2), (s + 3). Pro jednotlivé body jsou definovany
vektory

1) s=0, 452 Larctg%=123,690

2) s=-1, /45 Larctg%=116,56° (s X2)

Obr.3.5-3 Zobrazeni F(s) v bode
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3) s=-2, J40 Zarctg % =108,43° \

4) s=-3, 37 ZLarctg % =99,46"

Dosazenim do (3.5 — 2) a (3.5 — 3) dostaneme absolutni hodnotu 4 a fazi ¢ (ve stup-
nich) funkce z = F(s) vbod¢ s =—4+6i.

S
NN TN

AZ £116,56" —(123,69° +108,43" +99,46°) = 0,02419 ~/ —215,02°

Konec prikladu 3.5-2

3.5.3 Vlastnosti a konstrukce geometrického mista korent

Kotenovy hodograf musi spliiovat podminku (3.5 — 2). Tuto podminku je mozno podle
(3.5 — 6) vyjadiime pomoci modulu

mQ
| 0s)| Il%_sg‘

) =
:1_>|K|:|M(S)|:r{M i

[ Tls =5l
k=1

M(s)_ 1 _)‘KM(S) (3.5-8)

o) K O(s)

a podle rovnice (3.5 — 7) pomoci faze ve tvaru

kM6 _ %Arg{KﬂS}} = AKM:(2k+1)7z prok=0,£1,+2,---| (3.5-9)
O(s) O(s) O(s)

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 48 23.8.2004



Teorie rizeni I Analyza dynamickych systémii

Geometrické misto korenii: Body, které splnuji podminky (3.5 — 8) a (3.5 — 9) tvori
mnozinu bodi, které se oznacuji jako geometrické misto kovenii.

Z rovnice (3.5 — 9) mizeme zformulovat tvrzeni:

Geometrické misto kofent je spojnice takovych bodi v roviné “s“, pro které
plati, Ze soucet vSech thllu vektort vedenych z nul a pdli oteviené smycky do
bodii ,,s* (kofenového hodografu), musi byt roven lichému nasobku 7.

Priklad 3.5-3 Zkvontroluéte Z Pf.3.v5—lrzda bvod z = -1 +ilezi v kofenovém hodografu a
urcete zesileni oteviené smycky! A
R v . Im
eSeni: 7z
a) Oteviena smycka ma poly sy =0 a s, =-2. Vs Vi
; | Re
Vektor v; z p6lus; = 0 je roven v; :\/E-e3/4” —>\/§427z; ) _Il 0

Vektor v, z polu s, = -2 jeroven v, = V2.6l 52 2 iﬂ; OWr.3.5—4 Zobrazeni bodu

. 1
Argument bodu z je roven Argz=@ =@ +¢, = %7[ + Zﬂ' =7 —z ¢ehoz vyplyva, ze lezi

v kofenovém hodografu.

242

1

b) Podle (3.5 — 11) je zesileni oteviené¢ smycky rovno |K| = =2. Tento vysledek je

mozno ovétit v Tab.3.5-1 ... souhlasi. Konec prikladu 3.5-3

Softwarova podpora

Budou vylozeny pouze dva ptikazy, které budou pouzivany jiz pti vykladu vlastnosti geomet-
rického mista kofent.

Funkce rlocus Vypocita a vykresli z pienosu otevicené smycky korenovy hodograf-
geometrické misto kofent charakteristické rovnice uzavirené smyc-
ky

Syntaxe funkce
rlocus(sys); rlocus(sys,k)
[r.k]=rlocus(sys); r=rlocus(sys,k)

kde je sys obrazovy pienos vytvoreny piikazem tf
k zadany vektor zesileni
r matice, rozméru length (k), pti¢emz j-ty sloupec obsahuje geometrické misto
kotentl pro zesileni &(j)
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Ll s A O i Z. geometrického mista koreni urci pro zvoleny bod trajektorie ze-

sileni otevi‘ené smyc¢ky.

Syntaxe funkce
[k,poles]=rlocfind(sys);

kde je sys obrazovy pienos vytvoreny piikazem tf
k vypoctené zesileni

3.5.4 Vlastnosti geometrického mista korent

Metodu geometrického mista kotfend, ktera je zpracovana do knihovnich programu
Control System Toolboxu, pokladame za nastroj analyzy a syntézy. Mize se tedy zdat zby-
teCné, zabyvat se vlastnostmi a konstrukci geometrického mista kotfend. Elementarni znalost
téchto vlastnosti je vSak naprosto nutna pro pouzivani funkci rlocus, rlocfind a spravnou in-
terpretaci ziskanych vysledki.

1) Pocet vétvi geometrického mista kofent

Pocet vétvi geometrického mista koienii je definovan poctem poli uzavieného obvodu,
pfiCemz je nutné uvazovat nasobnost pola.

M (s) _ 1

Piiklad 3.5-4 | Oteviend smycka ma obrazovy prenos

O(s)  s(s+2)

Urcete: Pocet vétvi

Reseni: Pocet vétvi je dan podtem pola oteviené smycky. P =2, 5, =0;5,=-2; N=0,viz
obr.3.5-5

2 1 1 1 T T 1 1 1 1
A :
168} E i
1t -
05t ! i
@ :
E :
faz) D """""" »‘" 'I“ """""""""""
(143
E |
SR ! .
Ak ! i
S1AF # E -
_2 1 1 1 1 1 : 1 1 1
-3 2.4 2 -1.5 -1 0.5 a 0.4 1 1.6 2
Real Axis
Obr.3.5-5 Konec pfikladu 3.5-4
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2) Vychozi body geometrického mista kotent

m:—i% K-M(s)=-0(s).
o@k) K
a) ProK=0plati 0=-0(s), cozznamena ze pro K — 0 se poly
blizi k pélim oteviené¢ho obvodu.
M(s)
(s)
poly blizi k nuldm otevieného obvodu.

Pro uzavienou smycku dle (1 —5) plati

b) Pro K — o plati

=0— , coZ znamena zZe pro K — o se

Ii 5- y Y . 1
Priklad 3.5-5 K pfenosu oteviené smycky F(s) = s
s(s+2)(s+3)

Urcete:
1) Pocet vétvi, jejich zacatek a konec
2) Kolik vétvi kon¢i v nulach oteviené smycky
3) Nakreslete pomoci ptikazu rlocus
ReSeni:
1) Pocet polt a nul oteviené smycky : P =3, N =1. Kofenovy hodograf ma 3 vétve,
které zacinaji v polech s, =0; s, =-2; 5, =-3.
2) Jedna trajektorie konci v nule.
3) Geometrické misto kotfentl je na obr.3.5-6

5 1 T 1

4+

Irnag Axis
=

e

5 1 1 L
-4 -3 -2 -1
Real Axis

Obr.3.5-6

Konec prikladu 3.

5-5
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3) Symetrie geometrického mista kotenii

Geometrické misto kotfent je symetrické vzhledem k redlné ose.

4) Pribéh geometrického mista kotfenli na realné ose

Segment redlné osy je geometrickym mistem kotenti tehdy, jestlize vpravo od
tohoto segmentu je lichy soucet nul a pola.

5) Pocet vétvi geometrického mista kotfenti koncici v nekonecnu

Jestlize P je pocet polii a N je pocet nul oteviené smycky, pak (P — N) vétvi ge-
ometrického mista kotenti kon¢i v nekone¢nu.

Priklad 3.5-6

s+1
S(s+4)(s> +25+2)

K pfenosu oteviené¢ smycky F(s)= urcete pocet vétvi

kondici v nekonec¢nu.

Reseni: Pocet polt oteviené smycky P = 4, pocet nul N = I. Poget vétvi konéici v nekoneénu
je 3 viz obr.3.5-7. Ztejma je i symetrie vzhledem k realné ose.
'd' 1 1 1 1 1

Irmag Axis
=
A

o

--"-1- 1 1 1 1 1
- - 2 -1
Real Axis

Obr.3.5-7 Konec prikladu 3.5-6
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6) Uhel v po&atku trajektorie

Z r-nasobného polu otevieného obvodu vybiha r-vétvi pod tthlem
1
0, =—|(n, —n, ~D)*z+k*27) (3.5 10)
r

kde n, je pocet poli a nul leZicich vpravo od uvazovaného nasobného polu
ny je pocet péli a nul lezicich vlevo od uvazované¢ho nasobného pélu
k=123, ..r

Priklad 3.5-7

K pfenosu oteviené smycky F'(s) = urcete uhel vétvi vybiha-

1
s(s+1)°

jicich z p6lu oteviené smycky s, =s,=s3="-1 .

Reseni: Podle (3.5 — 10) je pro np = 1, n;= 0 je Ghel g roven
(ok—l [A-0-1)* 7z +k=27x]

——[(np -n, —1)*7z+k*27z]—> @, =
-

1

3
1 2

k=1- g, =§[—0*;z+1*2;z]=§;z,

k=2 o, :%[—0*ﬁ+2*27r]=§7r,

k=3— o, =%[—0*7r+3*27z]=§7z.=27z

Uhly ¢, a @3 jsou vyneseny na obr.3.5-8 v po&atku trajektorie. Uhel ¢; je roven

nule a neni proto zakreslen.
1 5 T T T

T
05 : .
w |
k. !
o Of------ il
(147
E I
05 : i
1 E i
15 1 1 1 : 1
-2 1.5 -1 0.5 ] 0.5 1
Real Axis

Konec prikladu 3.5-7
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Obr.3.5-8

7) Uhel asymptot geometrického mista kotent

a) Pro velikd ,,5“ se prub¢h geometrického mista kofenti blizi asymptotam, je-
jiz prisecik s realnou osou je roven

nQ mM
D50k = D Suj
k=1 j=1

X = , 3.5-11
0 PN ( )
nQ mM
kde je ZSQk soucet poli oteviené smycky, ZS p; soucet nul ot. smycky
k=1 j=1

P pocet poll oteviené smycky,
N  pocet nul oteviené smycky.

b) Uhel, ktery sviraji asymptoty s realnou osou , je dan rovnosti

/A

on = .
0" p_N

(3.5-12)

8) Prusecik geometrického mista kofenti s imagindrni osou

Ur¢i se z kritického zesileni-ryze imaginarni kofeny

9) Zesileni

Ma-li oteviena smycka minimalné o dva pdly vic nez nul, pak geometrické
misto kotfentl je pro kazdou hodnotu zesileni K konstantni a plati

P

ZRe{sk } = kons. (3.5-13)

k=1

10) Rozvétveni geometrického mista kotfenti

Bod x,., na redlné ose, na které dochdzi k vétveni (trajektorie v bod¢ x,.,
splyvaji a zase rozbihaji) kotfenového hodografu musi spliiovat podminku

i{M_(S)} _0 (3.5 14)
ds| O0) |
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wr 1
Priklad 3.5-8 K pienosu oteviené smycky F(s) = - urdete:
s(s+4)(s” +4s+30)

1) Uhel asymptot a jejich prise¢ik s realnou osou
2) Rozvétveni geometrického mista kotenil

ResSent:
. , tr tr
1) a) Uhel asymptot pro P =4, N = 0: podle (3.5 — 12) plati o, = N = e
b) Priisecik asymptot s redlnou osou je podle 7a) roven
nQ mM
Sor — D Sy
kg‘ o ,Z‘ Y (0-4-2+i2,45-2-i2,45
X, = = =-2.
P-N 4
2) Bod vétveni spliuje podle (3.5 — 14) podminku, tedy Xye = -2.
d | M(s) _0_>i 1 457 +2457 + 725480
ds| O(s) | ds s(s+4)(s+4s+20)  [s(s+4)(s +4s+20)]

Citatel nuluje Xy = -2. FAzovy hodograf je na obr.8

E 1 1 T 1 1 1 1
41 ' .
2+ 1
@ :
E |
faz) D """"""" ‘1 T """""""
(143
E |
ot E -
A : \_
_E 1 1 1 1 1 : 1
B ] -4 -3 -2 -1 a 1 2
Feal Axis
Obr.3.5-9 Konec prikladu 3.5-8
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Priklad 3.5-9

urcete:

K pfenosu oteviené smycky F(s) =

a) Body vétveni
b) Geometrické misto kotfenti
Reseni: a) Podle (3.5 — 14) musi body vétveni spliiovat podminku, ze které plyne

2
i{M(s)} Lood std _Se8si8 o 4k
s=xvet

ds| O(s) T ds s(s+2) - [s(s + 2)]2 -
Body vétveni jsou s, =-L17;s,, =—6,83.
b) Geometrické misto kofentl je na obr.3.5-10.

3 T T T T T T T T I T
2t -
1+ E i
o I
= 1
R R
0 1
= :
qk ! i
ot \ T
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1
4 -8 -7 B A -4 -3 -2 -1 1l 1 2
Real Avis
Obr.3.5-10 Konec prikladu 3.5-9

Na uvedenych ptikladech byly demonstrovany vlastnosti metody geometrického mista
kofenli v¢etné ukéazek trajektorii kotenovych hodografi. Pouzité softwarové prostfedky jsou
pro uzivatele velmi pfijemné a nenarocné. Vyznamny piinos spociva v osvojeni si metody a
softwarovych prostiedki na analyzu systémi s proménnym parametrem-zesilenim. Kotfenovy
hodograf pak jasné¢ dokumentuje vliv zmény zesileni na uzavieny obvod.

4.4 STABILITA VE FREKVENCNI OBLASTI, NYQUISTOVO KRIETRIUM
STABILITY

Kritéria stability se déli na algebraickd a frekvencni. Algebraicka kriteria (Hurwitzovo
a Ruth-Schurovo) byla soucasti ,,Zakladl spojitého fizeni*. Mezi frekvenéni kriteria fadime
Nyquistovo a Michajlovovo. V tomto kurzu se zamétime na Nyquistovo kritérium stability,
jehoz charakteristickym znakem je, ze na zaklad¢ znalosti poli a frekvencni charakteristiky
otevieného obvodu v komplexni roviné rozhoduje o stabilité¢ uzavieného obvodu. Dal§im vy-
znamnou vlastnosti tohoto kriteria je, Ze umoznuje zavést miru stability, kterd definuje fazo-
vou a amplitudovou bezpeénost. Casto se hovoii o relativni stabilité. Vyklad kriteria rozdéli-
me do dvou ¢asti

1) Formulace Nyquistovych podminek stability

2) Splnéni Nyquistovych podminek stability na konkrétnim obvodu
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4.4.1 Formulace Nyquistovych podminek stability
a) Poly a nuly otevi‘eného a uzavieného obvodu

Uvazujme jednoduchy uzavieny obvod dle obr.4.4.1. Pfenos regulované soustavy a
regulatoru je

_B(). _r. _ Ry (s)
F) = RO =K R =2 oy 20
Ptenos otevifené smycky (otevieného obvodu) je roven w(t) . o)X= w(r)
s
Fy(s) = F(s)R(s)= 20 Ra(8) _BG) gy
Als) Ry(s)  a(s) Obr.4.4.1 Uzavreny obvod
Ptenos uzaviené smycky (uzavieného obvodu) bude roven
B(s)R;(s)
_ R _ FORG) _ A®R() _  B(s)Ry(s) a2
“ 1+ F,(s) 1+ F(s)R(s) 14+ B(s)Ry(s)  A(s)-R,(s)+B(s)-R,(s)| '
A(s)R ,(s)
RozepiSeme-li ¢len 1+ F| (s) dostaneme
L+ Fy(s) = 14 F(s)R(s) = 1+ 2R () _ DR, () + BIIR, (5) (44-3)
A(s)R ,(s) A(s)R ,(s)

Porovname-li vztahy (4.4 — 1,2,3) je mozno uc€init zavér:
1) Poly vyrazu {1 + F, (s)} jsou rovny polium otevicené smycky.
2) Nuly vyrazu 1+ F(s) =0 jsou rovny polium uzaviené regulacéni smycky (4.4 —2)
a tedy charakteristicka rovnice uzaviené¢ho obvodu se musi spliiovat podminku

1+ F,(s) =0 (4.4 4)

V dalsim budeme proto rozliSovat:

Nuly ptfenosu oteviené smycky (otevieného obvodu): nuly pienosu Fy(s).
Poly prenosu oteviené smycky (otevieného obvodu): poly prenosu Fy(s).
Nuly ptenosu uzaviené smycky (uzavireného obvodu): poly prenosu Fy(s).
Poly prenosu uzavicené smycky (uzaviceného obvodu): nuly pienosu 1+F(s).

Véty o stabilité otevieného a uzavieného obvodu:

Stabilita otevifeného obvodu. Otevieny obvod je stabilni, jestlize poly otevieného obvodu
lezi v levé ¢asti s-roviny.

Stabilita uzavifeného obvodu. Uzavieny obvod je stabilni, jestlize vSechny poly uzaviené-
ho obvodu nebo nuly vyrazu [1+Fy(s)] lezi v levé Casti s-
roviny.
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b) Cauchyho princip argumentu

Zakladem Nyquistova kriteria stability je Cauchyho princip argumentu, ktery je podrobné
vysvétlen v Priloze P1, viz. (P1 — 21). Pro zjednoduSeni vykladu budeme vychazet ze vztahu
(P1 —21), ktery si zopakujeme.

Necht' F(s)= % je racionalné lomena funkce komplexni proménné s, (A(s),B(s)
s

jsou polynomy stupiiti n, m, n>m). Necht ¢ je kladné orientovana uzaviena kiivka v roviné
- 5. Jestlize funkce F'(s) je analyticka kromé konecného poctu poli uvnitt kiivky c, a jestlize
tato funkce nemé nuly ani poly na kiivce ¢, pak zména argumentu v roviné F(s) je rovna

AD = Arg {F(s)} = 2nQ = 2x (N - P), 44 -5

kde je N pocet nul komplexni funkce F(s) lezici uvnitt kiivky ¢
P pocet poli komplexni funkce F(s) lezici uvniti kiivky ¢
Q pocet obehi vektoru |F (S)|5:c kolem pocatku v komplexni roviné F(s). Orientaci

ob¢hil kolem pocatku bereme ve stejném smyslu jako u kiivky ¢ v roving s.

Aplikaci Cauchyho principu argumentu ukdzeme na nasledujicim ptikladé.

Priklad 4.4.1 Uvazujme obrazovy prenos F(s) = M
(s+D7(s+3)
Funkce F(s) ma tiipoly (s, =s, =—1;5; ==3) anulu s, =-2, které jsou zakresleny

v s-roving viz obr.4.4.2a. Zvolime libovolnou kladné orientovanou kiivku c tak, aby obsaho-
vala vSechny nuly a pély. Pak transformaci této kiivky do F(s) - roviny obrazového pirenosu
bude definovana kiivka cr, jejiz pocet obehil bude kolem pocatku F(s) - roviny je roven

Q=N-P — Arg{F(s)}=272(1-3)=-27-2.

Pocet ob¢hii vektoru |F (S)L:c okolo pocatku F(s) - roviny je roven 2 ale pozor, v zdporném
smyslu viz obr. 4.4.2b.

+
s - rovina ia)A \ F(s)— rovina Aitm i)

a
' > >
0 \\ jJRe {F(s)}
c
~ — /
Obr.4.4.2a Rovina —s: poly, nuly a uzavie- Obr.4.4.2b F(s) - rovina, transformovana
na krivka c, obsahujici poly a nuly krivka c na krivku cp

Konec prikladu 4.4.1
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Nyquist objevil, jak vyuzit Cauchyho principu argumentu pro ureni podminek
stability. Podle véty o stabilité uzvieného obvodu nesmi nuly vyrazu {1 + F, (s)} lezet v pravé

A

i S —rovina

R—>0

Obr.4.4.3 Uzavrena kifivka c
zahrnujici celou pravou polorovinu

¢asti s-roviny. Zvolime-li kladné orientovanou
kiivku c tak, ze bude obsahovat celou pravou po-
lorovinu a zadny pol ani nula nebudou na ni lezet,
pak mlzeme aplikovat Cauchyho princip
argumentu a ziskat podminky, za kterych bude
uzavieny obvod stabilni viz obr. 4.4.3.

Pro konstrukci budeme predpoklédat, ze na

imagindrni ose nelezi zadny pdl ani nula, pak
kladn¢ orientovanou kiivku c tvofi:
a) orientovand piimka s=iw, kterd lezi na
imaginarni ose, pfizemz se ® méni od + o0 do —o,
b) oblouk, ktery uzavirand kiivku ¢ v kladném
smyslu o poloméru R — .

Pro takto zvolenou uzavienou kiivku pak muzeme aplikovat Cauchyho princip
argumentu. Aby uzavieny obvod byl stabilni, musi podle véty o stabilit¢ uzvieného obvodu
byti pocet nul N, vyrazu {1+F0 (s)} v pravé poloroving¢ roven nule. Podminku stability

ziskame ve tvaru

AD = Arg{l+ Fy(s)}=2n(N,-P,)=-2n-P; N, =0, (4.4-6)

kde je P, pocet pola vyrazu 1+ F,(s) leZici v pravé €asti s-roviny,

N, pocet nul vyrazu 1+ F(s) leZici v pravé ¢asti s-roviny, ktery musi byt roven

nule, aby uzavieny obvod byl stabilni.

Kiivka ¢ je transformovana funkci {1 + F, (s)}do komplexni roviny 1+ F,(s). Hlavni

vyhodou Nyquistova kriteria je, ze autor navrhl kiivku c tak, aby transformace jejich jednotli-
vych Casti byly ¢asti frekvenéni charakteristiky otevieného obvodu. Takto sestavend uzaviena
kiivka se oznacuje jako Nyquistova cesta (Nyquist path) viz. obr. 4.4.4. Predpokladejme, ze
pfenos oteviené smycky F;(s) ma na imaginarni ose pouze pdl s = 0. Pak Nyquistova cesta

se sklada ze Ctyt Casti.

Castc;: tvori ji pfimka s=iw pro eménici se od

0, doxo.

Cést c;7: tvoii ji oblouk s = R-exp(ig), R — o a thel ¢
seméniod 7/2 do —7z/2 .

S — rovina

A
1o

s RTINS . . . r—0
Cast ¢y ;- tvoti ji ptimka s =—i® pro ®ménici se od 0" a

—o0 do 0,. >
Cast ¢y - tvofi ji oblouk s =7, -exp(ip), 7, = 0 a thel @

seméniod —7/2 do 7/2 .
Poznamka: Timto obloukem se pol s = 0 zahrne do levé

casti s-roviny. Obr.4.4.4 Nyquistova cesta
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Pro Nyquistovu cestu ¢, kterd je zaporn¢ orientovana, dostaneme Nyquistovu podmin-
ku stability ve tvaru

Argll+ Fy(s)}=-2n(N,-P)=+2r-P,, 4.4-7)

Muzeme konstatovat, Zze uzavieny regulaéni obvod bude stabilni, jestlize pocet
ob¢hi kolem pocatku komplexni roviny {1 T (s)} v kladném smyslu je prave roven poctu

polu P, otevieného obvodu F(s), které lezi v pravé ¢asti s-roviny.

Uzaviend kiivka cp, kterda odpovida transformaci Nyquistovy cesty do roviny
{1+F0 (s)}, se v anglosaské literatuie oznacuje jako ,,Nyquist plot*‘, budeme oznaCovat jako
Nyquistovu kiivku-trajektorii.

Nyni provedeme rozbor roviny {1 + F, (s)}. Jednoduchou tpravou miizeme psat

Arg{l+ F,(s)}=-2z(N,-P)=+2x-P,, (4.4 —8)

Ze vztahu (4.4 — 8) je zfejmy vztah mezi rovinou F;(s) (rovina pienosu oteviené¢ho
obvodu) a mezi rovinou {1 +F, (s)} (jmenovatele uzaviené¢ho obvodu) a z toho plyne:

1) VSechny transformace je mozno provadét v roviné F(s) (roviné pfenosu oteviené¢ho

obvodu) viz. obr.4.4.5
2) Za pocatek soufadnic {1 +F, (s)} je mozno vzit bod -1 v rovin€ F(s).

3) Pocet ob&hii vektoru |{1 +F, (s)}L:C okolo pocatku {1 +F, (s)} je roven poctu ob¢hil
vektoru |F0 (S)|s:c okolo bodu —1, ktery se oznacuje jako kriticky bod.

Na obr. 4.4.5a je zobrazena Nyquistova cesta pro pienos oteviené smycky, ktery nema
pol na imaginarni ose. Nyquistovu cestu tvofi tfi Gseky: ¢, ¢, ¢, , kterym odpovidaji v F;(s) -
rovin€ Useky c,, ¢, ¢y, viz obr. 4.4.5b.

1) Usek ¢; : s=iw, wsemeéniod 0doow.
V F,(s) - roviné ji odpovida vétev frekvencni charakteristiky otevieného ob-
vodu pro kladna w, cy =F(io). (4.4 -9a)
2) Usekcy: s=R-exp(ip), R — .
V F,(s) - roviné tomuto oblouku odpovida bod
Cyy =F,(0). (4.4 -9b)
3) Usek ¢ : s =iw, @se méni od —oodo 0.
V F,(s) - rovin¢ ji odpovida vétev frekvencni charakteristiky otevieného ob-

vodu pro zéporna o (frekvenéni charakteristika, ktera je zrcadlové symetricka
kolem reélné osy, cyy =Fy(—iw). (4.4-9¢c)
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A
iImf{l + F, (s)}
Aiim{F, ()} | Fufs) -rovina
i s — rovina
Cr
R—oc0 W\ClI
a, 5 o =P ReAF ()
-1 Re{1+F0(s)}
Crr
Cr
Obr.4.4.5a Nyquistova cesta Obr.4.4.5b Nyquistova krivka

Nyquistovo kriterium stability mizeme formulovat do tvaru:

Uzavieny regulacni obvod bude stabilni, jestlize pocet ob&hii kolem bodu -1
(kritického bodu) v roviné {FO (s)} v kladném smyslu je pravé roven poctu poli P, otevie-
ného obvodu F|(s), které lezi v pravé €asti s-roviny uvnitf zdporné orientovand uzaviené
kiivky ¢ (Nyquistovy cesty). CoZ odpovida rovnosti

AD = Arg{F,(s)}= Arg{[1+ F,(s)]-1}=+27 - P,, (4.4 - 10)

Pii praktickém pouziti Nyquistova kritéria uréime nejdiiv Nyquistovu podminku stabi-
lity (4.4 — 7) a pak ur¢ime skutecny pocet ob&hii kolem kritického bodu. Je-li podminka spl-
néna, uzavieny obvod je stabilni neni-li splnéna, je nestabilni. Pokud pdly otevieného obvodu
neleZi na imaginarni ose, je Nyquistova kiivka (v rovin€ F;(s)) ziejma a je dana vztahy (4.4
—9a,b,c). Pokud poly lezi na imagindrni ose je tieba tyto ptipady vhodné oSetiit. Tento postup
bude uk4zan v nasledujici kapitole. (Z podminky stability vyplynulo, ze N, musi byt nula).

4.4.2 Kontrola skutecného poctu obéhi kritického bodu

Lezi-li poly otevieného obvodu na imagindrni ose, pak Nyquistova cesta se voli tak, Ze
tyto poly se mohou zahrnout do levé nebo pravé ¢asti s-roviny viz obr. 4.4.6a,b. Na obr.4.4.6a
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o A T~ s — rovina

Obr.4.4.6a Poly zahrnuty do
R— o0 levé s-poloroviny

Analyza dynamickych systémii

\—\ s —rovina
A

Obr.4.4.6b Poly zahrnuty do
pravé s-poloroviny

jsou poly s nulovou redlnou ¢asti zahrnovany do stabilni levé ¢asti s-roviny a jsou tedy pokla-

&) iy 1 &
- a-rovina )
+ I:I+ [:I+ i
2 \F\W /_ +E
o
. g = |
_n o 1
2|0 ol =

Obrd. 47  Oetfeni polil

leficich na imagindaryl ose

dany za stabilni. Na obr.4.4.6b jsou zahrnuty do pra-
vé Casti s-roviny a jsou tedy pokladany za nestabilni.
Protoze Nyquistova kiivka musi byt i v rovin€ F(s)
spojita, je tfeba najit propojeni mezi jednotlivymi
castmi Nyquistovy kiivky. K nespojitostem
dochdzi, lezi-li pdly na imaginarni ose. Jedna se o
pol oteviené¢ho obvodu s = 0 nasobnosti  viz. obr.
4.4.6ab nebo o ryze imaginarni komplexné
sdruzen¢ poly s,, =tiw. Vyklad omezime na pol s

= () nasobnosti  otevien¢ho obvodu.. Jak jiz bylo
feceno, je mozno volbou Nyquistovy cesty ¢;p tento
pol zaradit do levé nebo pravé poloroviny.

a) Zahrneme-li nulovy pdl nasobnosti  do levé stabilni poloroviny viz obr.4.4.7a, pak

Nyquistovu cestu ¢y vyjadiime ve tvaru

s=1lim 7, -e', pro —%<¢<£, (1)

r0—0

pficemz se ¢ méni v kladném smyslu.

2

Transformacni funkci Nyquistovy cesty ¢ je pfenos otevieného obvodu Fy(s), ktery

ma obecné tvar
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B."s+ -+ Bis+ B,

Fy(s)=—1"—, : ()
s [ans +~-+a1s+a0J
Dosadime-li za proménnou s rovnost s =7, -¢'” do (2) pak dostaneme
ry-e?) 4t Bi(r, @)+
FO(S): ﬁnEO ) : IBI(O ) -IBO . (3)
(ro -e”") [an(ro )+ +a,(r, -e””)+a0]
Ptejdeme-li k limit€ s — 0 pak dostaneme
limF,(s) = lim F, (7, -€'?) = limiei""’ (4)
s—0 0 r00 000 r00 g, (1) '
Absolutni hodnota (modul) je roven:
o= 10in3)\Fo (ry -€)s)| = 0. (4.4 - 11a)
Zmeéna taze (argumentu) je rovna:
AD = Arg{}im F, (7, -e“")}z @ =11 (4.4-11b)
00

Rovnost (4.4 — 10,11) mGzeme vyjadiit slovy:

Zahrneme-li pol s = 0 nasobnosti » do levé poloroviny, pak propojeni konce frek-
venéni charakteristiky lirgl F,(iow) a konce 1in01 F,(iw) se provede obloukem o poloméru

p= lgmo‘FO (r,-e"” )‘ = oo a uhlem (tedy zaporn¢ orientovanym obloukem).

b) Zahrneme-li pdl s = 0 nasobnosti » do pravé poloroviny viz obr.4.4.7 (bude pokla-
dan za nestabilni pol), je mozno stejnym zptisobem ukazat, p — o a A® =r-7z . Slovy

Zahrneme-li pdl s = 0 nasobnosti » do pravé poloroviny, pak propojeni konce frek-
vencni charakteristiky linol F,(iw) a konce lirgl F,(iw) se provede obloukem o poloméru

p= loimO‘F0 (r,-e"” )s)‘ =oo0 athlem (tedy kladné orientovanym obloukem).

Postup pii aplikaci Nyquistova kriteria je mozno shrnout do téchto bodi:

1) Pro zadany ptfenos soustavy a reguldtoru se sestavi pfenos oteviené smycky
Ey(s) = F(s)-R(s).

2) Ur¢i se pocet pola otevieného obvodu , které lezi v pravé Casti s — roviny a pocet pola,
které lezi na imaginarni ose.

3) Navrhne se Nyquistova cesta a poly které lezi na imagindrni ose se zahrnou bud’ do
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a) do levé poloroviny, pak se pocet polli v pravé ¢asti poloroviny, které
byly uréeny podle bodu 2), neméni
b) do pravé poloroviny, pak se logicky musi o tyto poly zvysi pocet poli
P, kter¢ lezi v pravé poloroviné a jejich pocet byl uréen podle 2).
4) Urci se Nyquistova podminka stability Arg{l + F, (s)} =+27-P,,

5) Nakresli se Nyquistova trajektorie
L.Usek ¢;:s =i, o se méni od 0 do oo ; vroviné F,(s) ji odpovida vétev frek.

charakteristiky otevieného obvodu pro kladnd w; c,, = F,(io).

IL.Usek c;;:: s=R-exp(ip), R > ©; v F,,(s) - roviné tomuto oblouku odpovi-
da bod ¢, = F,().

I1.Usek ¢y :s =i, o se méni od 0do —o0; vroving F,(s) ji odpovida vétev
frek. charakteristiky otevieného obvodu pro zapornd w; c,,, = F,(-iw) .

IV.Usek ¢y v roving F,(s) ji odpovida oblouk o poloméru p — oo pfi¢emz
konec frekvenéni charak. (}Ln(}_ F,(iw) a (}1_}r(r)1+ F,(iw) se propoji obloukem

a) A® =—r -7 je-li pol zahrnut do levé poloroviny
b) A® =+r-7x je-li pol zahrnut do pravé poloroviny

6) Urci se pocet obeht kolem kritického bodu —1. (Pomoci Nyquistovy piimky)

Na nasledujicich ptikladech bude demonstrovano pouziti Nyquistova kriteria stability, ur-
¢eni podminek stability, volba Nyquistovy cesty véetné konstrukce Nyquistovy trajektorie.

2
(s> +25+2)(s—0,5)

Piiklad 4.4.2 Pfenos otevieného obvodu je F,(s) =

Rozhodnéte o stabilité!

Reseni: 1) Pienos otevieného obvodu je zadan
2) Jeden pol s; = 0,5 lezi v pravé &asti roviny, pol s;3 =-1 + i lezi v levé &asti. Zadny
pol nelezi na imagindrni ose.
3) Nyquistova cesta je na obr.4.4.8a, Pocet poli leZicich v pravé ¢asti s-roviny P, = 1.
4) Nyquistova podminka stability je Arg{l + F, (s)} =+2z-P, =2rx.
5) Nyquistova trajektorie v roviné F;(s) je na obr.4.4.8b.
6) Na piimku p; ptisobi pouze jedna Sipka v klaném sméru, takze pocet ob¢hii je +1.
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Fo(s) - rovina

ﬁ S - rovina

Obr.4.4.8a Nyquistova cesta Obr.4.4.8b Nyquistova trajektorie

Zavér: Skute¢ny pocet obehtl je roven 1, coz odpovidda AD = Arg{FO (s)} =+27z-P, =27, tak-

ze je splnéna Nyquistova podminka stability a uzavieny obvod je proto stabilni.

Konec prikladu 4.4.2

Priklad 4.4.3 _ 1425
Pfenos otevieného obvodu je F(s)= 6ol
S(§ —

. Rozhodnéte o stabilité

uzavieného obvodu.

Reseni: 1) Pfenos otevieného obvodu je zadan
2) Jeden pol s; = 1 lezi v pravé Casti roviny, pol s, = 0 lezi na imaginarni ose.
3) Nulovy pdl s, = 0 zahrneme do levé poloroviny viz obr.4.4.9a. P, = 1.
4) Nyquistova podminka stability je Arg{l + F, (s)} =+2z-P, =271
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S — rovina

Fo(s) - rovina

Obr.4.4.9b Nyquistova

Obr.4.4.9a Nyquistova cesta
trajektorie

5) Nyquistova trajektorie v rovin¢ F(s) je na obr.4.4.9b.

6) Na ptimku p; ptisobi pouze jedna Sipka v klaném sméru, takze pocet ob&ht je 1. Na
ptimku p, ptisobi modra a zelend Sipka v kladném sméru, hnéda Sipka v zaporném
sméru, takze celkovy pocet ob&hti je zase +1.

Zavér: Skute¢ny pocet obehtl je roven 1, coZ odpovida takze je splnéna Nyquistova podminka
stability a uzavieny obvod je proto stabilni.

Konec prikladu 4.4.3

1

Priklad 4.4.4 Pfenos oteviencho obvodu je Fy(s)=—F———.
(s"+1)(s+2)

Rozhodnéte o stabilité
Reseni: 1) Pienos otevieného obvodu je zadan
2) Zadny pol nelezi v pravé &asti roviny, pol s; = -2 lezi v levé &asti. Poly s,, = +i
lezi na imaginarni ose.
3) Nyquistova cesta je na obr.4.4.10a, pocet poll leZicich v pravé ¢asti s-roviny P, =0.
4) Nyquistova podminka stability je Arg{l +F, (s)} =+27-P,=0.
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Fo(s) - rovina

S - rovina
w—>+1, cr
Cvi
1
o —>+1
1 _“Rso0
P
yiid
w—>-1,
c
F V2 CNIV?2
o— -1
w—>+1.

Obr.4.4.10a Nyquistova cesta

Obr.4.4.10b Nyquistova trajektorie

5) Nyquistova trajektorie v roviné F(s) je na obr.4.4.10b.
6) Na piimku p pouze dvé€ Sipky v zdporném sméru, takze pocet ob¢hil je 2.

Zavér: Skutecny pocet obéhll je roven 2 v zdporném smeéru, takze neni splnéna Nyquistova
podminka stability a uzavieny obvod je proto nestabilni. Lehce se o tom presvédcime
pomoci Hurwitzova kriteria. Vypocteme

1 (P HD(s+2)+1 s +257 543
(s> +D(s+2) (s*+D(s+2) (P +D)s+2) ]

1+ Fy(s)=1+

Hurwitzova matice sestavena z polynomu Ccitatele, ktery je roven charakteristickému

H.=

polynomu uzaviené¢ho obvodu a je rovna
2 3
— det =—1.
1 1

S = N
N = W
w o O

Konec prikladu 4.4.4

Determinant 2. fadu na hlavni diagonale je zaporny, tedy soustava je nestabilni.
4.4.3 Relativni stabilita, fazova a amplitudova bezpecnost

Z hlediska posuzovani stability je vyznamny kriticky bod -1, protoze timto bodem je
definovéana mez stability a k tomuto bodu se kontroluje pocet ob¢hil. Intuitivné citime, Ze
vzdalenost mezi prusecikem frekven¢ni charakteristiky s redlnou osou a bodem -1, je mirou
stability uzavieného obvodu. Proto byly zavedeny a definovany miry stability: amplitudova a
fazova bezpecnost (Gain margin, Phase margin) viz. obr. 4.4.11.
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|Amplitud0vé bezpecnost GM ‘ Necht’ frekvence w; uréuje prusecik frekvenéni charakteristi-
ky s redlnou osou (Im{F(w,)} =0) a amplitudu |F0 (io, )| =—q viz. obr. 4.4.10a, pak

amplitudova bezpecnost se miizeme vyjadrit ve tvaru

1 1
Koy, =GM =——=—, 44-12
M FoGa) @ ( )
1
nebo v decibelech viz. obr.4.4.10 |GM |, =20- logm = —2010g|F0 (io, )| . (44-13)
0 1
A A

F,(s)—rovina F,(s)—rovina

Obr.4.4.10a Amplitudova bezpecnost Obr.4.4.10b Fazovad bezpecnost @,

Amplitudova bezpecnost tedy podava informaci kolikrat je mozno zvysit zesileni ve
zpétné vazbé¢, aby uzavieny obvod byl na mezi stability. Tento koeficient je onacen jako K¢y
a je podle (4.4 — 12) roven

1
Koy =—.
[94

‘Fézové bezpecnost d)nJ Necht’ frekvence @, urcuje prisecik frekvencni charakteristiky s
jednotkovou kruznici (amplituda |F0 (o, )| =1). Pak fazova bezpetnost ®,, je uhel, ktery

se mefi od zdporné ¢asti realné osy v kladném smyslu k pravodici priaseciku jednotkové
kruznice s frekvencni charakteristikou viz obr. 4.4.10b.

®, = Arg{F,(iw,)}-180°
Pro logaritmickou amplitudovou a fazovou charakteristiku je fazova bezpecnost @,

definovana na obr. 4.4.11, kterou je také mozno pfimo odecist ze znamého grafu logarit-
mické amplitudové a fazové charakteristiky.

Na tomto obrazku je také nazorné¢ vidét, vztah mezi amplitudovou a fazovou bez-
pecnosti a rozdil mezi frekvencemi o, a w, .
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dB A NESTABILNI GM Poznamka:
] Uzavieny regulacni obvod bude
0 ﬁ o, logw stabilni jen tehdy, bude-li amplitudova
L > bezpecnost GM v decibelech zaporna viz
B [0} i I| Fy(o, )| obr.4.4.11. Méfi se od nulové osy (0-dB).
[ R SR | Podobné pro fazovou bezpecnost
! bezpec¢nost plati, ze uzavieny obvod je
o A w, ia)l log @ nestabilni, jestlize @, je zaporna (je pod
0° : > osou —180°) viz. obr. 4.4.11.
| Vyznam fazové bezpecnosti neni
—180° i jen v kontrole stability ale stava se vy-
[ [ ~_ [ znamnym prvkem pii navrhu regulatord
NESTABILNI @ ve frekvenéni oblasti. Zadani poZadova-
—~360° 4 ‘ a v né fazové bezednosti je naptiklad jednim
Obr.4.4.11 Amplitudova a fazova

krokem pfi navrhu regulatort. Tato pro-
blematika je probirana v kap. 5.5 dosta-
te€né podrobné.

bezpecnost v LAFCH
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