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Uloha ¢.1

: Postup pre zostrojenie fazového portrétu pre

autonomny linearny dynamicky systém (LDS)

1.a. Analytické rieSenie

Aby sme ziskali fazové trajektdrie linedrneho systému 2. radu zapisaného v tvare

fl—mﬁ'cl—cx1=0

prepiSeme ho do substitucného kanonického tvaru :

5('1: Xy

5(2 = €Xq + mx,,

ktory mbzeme zapisat do podoby:

0 1
A=
[c d
Nasledne charakteristicka rovnica LDS ma tvar:
det[sI—A]=det[ § -1 ]=sz—ms—c
—C; S—m

[A]=12 3[32) - s-ax

kde I je jednotkova matica. Korene charakteristickej rovnice s; , nazyvame vlastné Cisla matice A.

Na zaklade koreriov charakteristickej rovnice vieme urcit stabilitu a typ singularneho bodu LDS

[1]. Jednotlivé typy singularnych bodov su uvedené v Tab. 1.

Tab. 1 Korene a typy singularnych bodov linedrneho systému 2.radu

d? + 4c c m Typ singularneho bodu
>0 | <0 | <o 51 =%i Jm/2E e s, <05, <0 Uzol - stabilny
>0 <0 | >0 S12 =%i Jm/22 ¢ s> 0;5,>0 Uzol — nestabilny
>0 | >0 | <=>0 51‘2=§J_r ST G s> 055, <0 Sedlo
<0 <0 | =0 S1, = tiw = +if|c] Stred
<0 | <0 | <0 |s,—atioa= ; <0; w= /1] Ohnisko — stabilné
<0 <0 | >0 | s,=ativ;a= g >0; w=+|m/22 + | Ohnisko — nestabilné




Stavy systému, v pripade, Ze korene charakteristickej rovnice s;, su redlne r6zne, mbzeme
vyjadrit ako:

x1(t) = Crexp(sit) + Crexp(s,t),
x,(t) = s;Crexp(s t) + s,Crexp(s;,t)

Nasledne rovnica fazovej trajektérie ma tvar:

dx, s7Crexp(sit) + s5Crexp(syt)
dx;  s5,Crexp(sit) + s,Crexp(s,t)’

kde Cy, C, su konStanty, zavislé na pociato¢nych podmienkach LDS [1].
Ukazka analytického urcenia fazovych trajektorii pre singularny bod typu
stabilny uzol
Pre korene charakteristickej rovnice LDS pre typ singuldrneho bodu stabilny uzol plati:
51 <055, <05 | 51| < sy
Predpokladajme volbu pociatoénych podmienok LDS tak, aby platilo:
€;=0,0C,=0

potom na zaklade rovnice pre fazové trajektérie dostavame:

dx . e e
C, = 0; d_xi =5,; fazova trajektéria  x, = s,x;
. de _ . . / . ;. _
C, =0; Ty S1; fazova trajektéria  x, = syx;

Pre takto zvolené pociatocné podmienky LDS vidime, Ze fazové trajektdrie su priamky so

zapornymi smernicami sq 5.

Pre t — oo a na zaklade predpokladu | s;| < |s,| (€leny s vdcSou absolutnou hodnotou sa rychlejsie

blizia k nule) plati :

i dxz _ . s3Ciexp(s1t) + s3Crexp(syt) _
Moo gy~ 25 Crexp(s1b) + S,C2exp(sat)

S1
Z rieSenia uvedenej limity vyplyva, Ze fazové trajektodrie z akychkolvek pociatocnych podmienok sa
blizZia ku fazovej trajektérii x, = s;x;, ateda v kone¢nom doésledku k pociatku sturadnicového

systému — singularnemu bodu [1].



Priklad exaktného urcenia fazovych trajektorii pre singularny bod typu stabilny uzol :

Uvazujme linearny dynamicky systém:
¥+3x+2x =0
dany systém druhého radu rozlozime na rovnice 1.radu pouzitim substitu¢ného kanonického
tvaru:
SKT:
X=X
dxq
dt

dx, 2
—— =X, = —3x," —2x
dt 2 2 1

:)'51: Xy

z toho vyplyva Jakobiho matica:
(0 1
A= (_2 _3)

Danému dynamickému systému prislicha charakteristicka rovnica:

s2+35+2=0
Ktorej korene su:
Sl = _1, 52 =-2

Jakobiho maticu nasledne mézeme zapisat do Jordanovho tvaru:
-1 0
A=y )
0 -2
nasledne mbézeme systém vyriesit metddou separacie premennych :

Metdda separacie

dx, —2x,

dx; —X;

separujeme premenné x, Xy:

! d ! d
X, = ——dx
-2 x, 2 —X1 !
Zintegrujeme:

1f1d _Jld
2) x, ¥2 = X1 *1

riesenim integrdlov ziskavame:
In x, =Inx;2 +Inc,
2
In x, =1In(x;".¢q)
vyjadrime rovnicu fdzovej trajektdrie

X, = x1%.C



Zavislost v Case x;(t), x,(t) :

— X
—>et:—1
X10

x1(t) = x10e7"
2t

X2(t) = xp0e”
X1 )2 X20

() =320 (o) = 25020
X10 X102

na zaklade ziskanych rieSeni moZzeme vidiet ¢asové priebehy x; (t) x,(t)

Casové priebehy
1.2 T T T T T T

x,()
X0

0.81 b

0.6 1

x(t)

0.2- /1 .

_02 L L L L
0

0, C; = 0 dostdvame:

nasledne volbou pociatocnych podmienok tak, aby platilo C;

dx e
€1 =0; dxz = -2; fazova trajektoria  x, = —2x;
1
dx, e
C; = 0; T -1 fazova trajektoria  x; = —x;
1

Zobrazeny fazovy portrét zvoleného LDS mo6zeme vidiet na OBR:

Fazowy porirét lineameho autonomneého systému, typ: Uzol - stabilny
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1.b. Algoritmické riesenie

- funkcia lin.m na ziskanie rieSenia x = Ax
function xder =lin(t,u)

global AA
xder = AA*u;

return

- subor main.m na vykreslenie stabilného uzla

global AA 1]
AA =10 1;-1-2];

tspan =[0 10]; % cas

for i=-7:0.5:7
for j=-7:0.5:7
x0=[i ]1; % pociatocne podmienky
[t,x] = ode45(@lin,tspan,x0); %riesenie cez ode45
plot (x(: ,1) x(: ,2),'b"); %vykreslenie kriviek x1(t), x2(t)
title('Fazovy portret linearneho autonomneho systému,typ : Uzol - stabilny') % nazov grafu
xlabel('x_{1}), ylabel('x_{2}") % oznacenie osi
% vykreslenie smeru trajektorii
[x1, x2] = meshgrid(-4.5:0.5:4.5, -4.5:0.5:4.5);
x1dot = x2;
x2dot = AA(2). " x1+AA(4).7x2;
quiver(x1,x2,x1dot, x2dot,'g")
end
end



Algoritmické riesenie fazovych portrétov reprezentujucich rozne typy singularnych bodov

Fézovy portrét linedrneho automného systému, typ: Uzol -stabilny

IR S S N N N N S SO S W S
NN NN 2 Y T T R R M N
T Vv
ap - - - NN
oo \ VoL
ok o | \\ L
0 (@ m@)ﬂ\ \\ i 1 —
o \;%JJJJJ X
ok vt N . ., ,
Y or -
A L
AR < e o
P T U T U UL L RN [ KoRENE:s1=-1,52=-1]
\r \ A S WL NN ANV N VO NI N Y
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
xl
Uzol — stabilny:
5&1 +23.C1 +x1 = 0
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Fazovy portrét linedrneho automného systému, typ: Ohnisko - stabilné
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Fazovy portrét linedrneho automného systému, typ: Uzol - nestabilny
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Uloha ¢&.2 : Postup pre rieSenie nelinedrnych dynamickych

systémov metodou separacie premennych

Ciefom tejto ulohy je ziskanie fazovej trajektorie/fazového portrétu nelinedrneho

dynamického systému spolu s jeho analytickym riesenim.

2.a. Analytickeé riesenie — priklad 1
UvazZujme nelinearny dynamicky systém:
2O+ x(®)* =0

dany systém druhého rddu rozlozime na rovnice 1.radu pouzitim substitu¢ného kanonického
tvaru:

SKT:

X=X

dx; .

dr =X1 = X

dx; |

— 2
—— =Xy =—X
dt 2 2

nasledne vieme vyjadrit smernicu dotycnice k fazovej trajektorii

dx, —x°
dx, Xy

= - xz = k
Aby sme ziskali rovnicu fazovej trajektdrie, pouZijeme metddu separdcie premennych:

Metoda separacie
dx,

dx;

separujeme premenné X, X,:

L, = d

—dx, =dx
X 2 1
Zintegrujeme

fld ~ [ -
xzxz— X4

rieSenim integralov ziskavame
In Xy = — X1 + Cq1

vyjadrime rovnicu fdzovej trajektdrie

X, = e ¥1%% = ¢, e™1 - klesajlca exponenciala , ktorej poloha vo fazovej rovine zavisi

od pociatoénych podmienok, ktoré ovplyviuju koeficient ¢4



Analyticky vieme vyjadrit zavislost v ¢ase x,(t), x,(t) :

-najskor vyjadrime x,(t), ktora je potrebna pre vyjadrenie x;(t)

Riesenie x,(t):
dx,

—_—=—x
dt 2
separujeme premenné a zintegrujeme

1
f?dxzz—fdt

rieSsenim integrdlov ziskame

2

! t+
— C
Xy 1

vyjadrime ¢asovu zavislost x,(t)

%2 (1) “t+tc
1

RieSenie x4 (t):
dx;
dt

separujeme premenné a zintegrujeme

x1=jx2dt

za x, dosadime jeho predchddzajuce vyjadrenie

[
1= t+cq

vyjadrime ¢asovu zdvislost x, (t)
x(t) =In(t +¢;) +1Inc,

X2

Vypocet koeficientov ¢4, ¢, na zaklade zvolenych pociato€nych podmienok:
x1(0)=0
x,(0) =1
Zaciname vypoc¢tom koeficientu ¢, pri ¢asovej zavislosti x,(t) potrebny pre vypocet
koeficientu ¢, pri ¢asovej zavislosti x,(t).

X2(t) =

20 =57 1
dosadime pociatocné podmienky
x,(0) =

1= 1
T 0+¢

0+ ¢

vyjadrime koeficient:

C1=1



Nasledne méZeme vyjadrit koeficient ¢,

x(t) =In(t +¢;) +1Inc,
dosadime pociatocné podmienky a hodnotu koeficient c,

x1(0) =In(0+ 1) +1Inc,
0=In(0+1)+Inc,

vyjadrime koeficient

2.a. Algoritmické riesenie — priklad 1

Na zéklade ziskanych rieSeni mdieme vidiet &asové priebehy vyjadrenych
prostrednictvom prostredia MATLAB:

Casové priebehy
1.6 T T T T

145 / x O
()

1.2 N

1r i

0.8 1

X(t)

0.6 N

0.4~ / -

0.2 / 1

0 / r r r r

Smer fazovej trajektorie

% vykreslenie smeru trajektorii

[x1, x2] = meshgrid(-4.5:0.5:4.5, -4.5:0.5:4.5);
fi=atan(-x2); % uhol smeru priamky

x1dot = cos(fi);

x2dot = sin(fi);

quiver(x1,x2,x1dot, x2dot,'g")

xlabel('x_{1}), ylabel('x_{2}') % oznacenie osi

10

x1(t), x2(t)
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2.a. Analytickeé riesenie — priklad 2

Uvazujme nelinearny dynamicky systém:
() +x(®)x() =0

dany systém druhého radu rozloZime na rovnice 1.radu pouzitim substitu¢ného kanonického
tvaru:

SKT:
X=X
dx; .
a1

dx;
— =X, = — XX
dt 2 2X1

nasledne vieme vyjadrit smernicu dotyénice k fazovej trajektorii

dx, —2x3%;
= =—X1 = k
dx; Xy

Aby sme ziskali rovnicu fazovej trajektorie, pouzijeme metddu separacie premennych:

Metdda separacie
dx,

dx;
separujeme premenné xq X
xdx; = —dx,

zintegrujeme

fxldxl :f_de

rieSenim integralov ziskavame

=—x

x12+
- C1=_Xz
2

vyjadrime rovnicu fdzovej trajektdrie

1 . . . . c s s
x2=—5x12+cl—> parabola, ktorej poloha vo fazovej rovine zavisi od pociatocnych

podmienok, ktoré ovplyviiuju koeficient c;

12



Analyticky vieme vyjadrit zavislost v ¢ase x,(t), x,(t) :
-najskor vyjadrime zavislost v ¢ase x,(t), ktora je potrebnd pre vyjadrenie x(t)

RieSenie x,(f):
dx,

— ==X X

dt 2 X1

separujeme premenné a zintegrujeme

[Lax,=- [ na
xzxz— X1

riesenim integrdlov ziskame

In x, =tx; +¢

vyjadrime ¢asovu zavislost x,(t)
xz (t) - etX1+C1

RieSenie x4 (f):
dx;
dt
separujeme premenné a zintegrujeme

X, = f X, dt

za x, dosadime jeho predchddzajuce vyjadrenie
x4 (1) =je“f1 dt

vyjadrime ¢asovu zdvislost x4 (t)
txq

X2

x,(t) = +C2

1

Vypocet koeficientov ¢4, ¢, na zaklade zvolenych pociatocnych podmienok:
x1(0) =0
x,(0) =1
Zaciname vypoc¢tom koeficientu ¢, pri ¢asovej zavislosti x,(t) a nésledne koeficientu c, pri
Casovej zavislosti x4 (t).
xz(t) = etX1tcy
dosadime pociatocné podmienky

x2 (0) — eO+C1

1 — eO+C1
vyjadrime koeficient:

C]_:O

13



Nasledne vyjadrime koeficient c,

txq
x,(t) = p
1

dosadime pociatocné podmienky

+Cy

eO
2,(0) =5+ 2
0 €0+
=—+c
0 2

vyjadrime koeficient

C2:0

2.a. Algoritmické riesenie — priklad 2

Na zéklade ziskanych rieSeni méZeme vidiet Easové priebehy vyjadrenych
prostrednictvom prostredia MATLAB:

Casové priebehy
50 |5 U |5 U U U U

45 x, () .

/
40+ e

Smer fazovej trajektdrie pomocou prostredia MATLAB

% vykreslenie smeru trajektorii

[x1, x2] = meshgrid(-2.5:0.5:2.5, -2.5:0.5:2.5);
fi=atan(-x1); % uhol smeru priamky

x1dot = cos(fi);

x2dot = sin(fi);

quiver(x1,x2,x1dot, x2dot,'g")

xlabel('x_{1}), ylabel('x_{2}) % oznacenie osi

14
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Uloha ¢.3: Postup pre zostrojenie fazového portrétu pre
nelinearny dynamicky systém (NDS)

Nelinedrne systémy sa odliSuju od linedrnych systémov na zaklade istych vlastnosti predovsetkym:

a) Vystup systému sa zasadnym spOsobom liSi pre meniacu sa amplitudu budiaceho signalu, a
preto neplati princip superpozicie

b) Rovnovazne stavy existuju aj mimo pociatok suradnic

c) Pociato¢né podmienky maju vplyv na dosiahnutie rovnovaznych stavov autondmnych systémov
d) Vznikaju stabilné samobudiace kmity (autooscilacie) v systéme, ktoré maju inu frekvenciu ako
je budiaca frekvencia

e) Dochadza k postupnej zmene amplitudy vystupu pri meniacej sa frekvencii budiaceho signalu

3.a. Vypocet rovnovainych stavov (RS) nelinearneho
dynamického systému (NDS) na zaklade jeho prepisu do

substitucného kanonického tvaru

Nelinedrne dynamické SISO systémy mozZu byt popisané formou nelinearnych diferencialnych

rovnic n-tého radu alebo sustavou n nelinearnych diferencialnych rovnic prvého radu.

x = f(x,u)
- pre rozklad nelinedrnych diferencidlnych rovnic n-tého rddu na sustavu n diferencidlnych rovnic

prvého radu vyuZivame substitucny kanonicky tvar [1].

Uvazujme autondmny nelinedrny systém :

x(t) = f(x)
3

X = f1(x1:x2, ---'xn,)

Xo = fo(X1,X2, 0, Xp)

Xp = fn(x1:x2, ---'xn,)

Nelinearny systém ma 2 typy ustdlenych stavov:

- rovnovdZny stav — izolované singuldrne body
- medzny cyklus — mnozina singularnych bodov, ktoré vytvaraju uzavreté trajektérie

16



Pre systém ktory je vrovnovaznom stave plati, Ze vSetky derivacie jeho vnutornych stavov su

nulové a preto singularne body 'x¢ musia splriat podmienku:

X = f(ixs) =0 i =1,2,..p (p — pocet rieseni)
l

fl(ixlsixZS oy ixns) =

fz(ixlsixZS ) ixns) =0
fn(ixlsixZS ey ixns) =

- moze byt viacero rieseni 1xs, sz . pxs

3.b. Urcenie linearnej aproximacie NDS vo vypocitanych RS

Stabilitu v malom okoli singuldrnych bodov vySetrujeme vykonanim linedrnej aproximacie

nelinedrneho systému v kazdom z jeho singuldarnych bodoch a nasledne overujeme jeho stabilitu.

Pri linearnej aproximacii vyuzivame rozvoj do Taylorovho radu v okoli singularnych bodov v tvare:

d d d 0
%(xl —Xg1) = <a—£i>x5 (X1 — x51) + <a_£;>xs (X —x53) + - + (ai;ll)xs (xXn — Xsn)

axl axn

0 d d
%(xz — Xs3) = <L>x5 (X1 — x51) + (a_{cé>xs (X —x52) + -+ <£>x5 (Xn — Xsn)

%(xn - xsn) = <%>x5 (X1 - xsl) + (%)m (xz - xsz) + ot <%>xs (xn - xsn)

dxq dx,

kde Ax = x — xg, pricom x5 = ‘x;prei =1,2,..p
Taylorov rozvoj (2.8.) mdzeme zapisat v maticovom tvare:
Ax = J(xg). (x — x5) = J(x5).Ax = A. Ax,

kde J(xs;) predstavuje Jacobiho maticu, ktoru ziskame z parcidlnych derivacii a zapiSeme

nasledovne [1]:

17



000 L@ L@ ]
dx4q dx, 0x,
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3.c. Urcenie typov RS a posudenie ich stability v malom

Ndhradny linedrny systém vdanom singuldrnom bode mda maticu systému A = J(xg)
a charakteristicka rovnicu ziskame :

det[sI — A] = det[sI — J(x5)] = s™ + ap_18"" 1 + -+ a;s + ay,

kde n je rad systému a I jednotkova matica.

Korene charakteristickej rovnice rozhoduju o stabilite nelinedarneho systému v blizkom okoli
daného rovnovazneho stavu:

- zaporné redlne korene / imaginarne so zapornou redlnou ¢astou => STABILNY

- kladné redlne korene / imaginarne s kladnou redlnou ¢astou => NESTABILNY

3.d. Fazovy portrét pre NDS ,,Van der Pol oscilator”

NDR 2. radu — Van der Pol oscilator:

X)) —x(®)A—x®) +x=u(t

autonémny systém-u = 0
neautonémny /s budenim - u = 0,8

1singularny bod 'x;: =  OHNISKO - NESTABILNE
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algoritmické riesenie

- funkcia difrov2.m na ziskanie rieSenia nelinedrneho systému Van der Pol ocilator
function xder=difrov2(t,x)

global u
xder =[x(2); u + x(2).7(1-x(1)."2)-x(1)];

end

-subor VDP.m na vykreslenie fazového portrétu systému Van der Pol oscilator

tspan =[0 10]; %cas
for i=-7:0.5:7
for j=-7:0.5:7
x0=[i j]; % pociatocne podmienky

[t,x] = oded5(@difrov2,tspan,x0); %riesenie cez oded5
plot (x(: ,1) x(: ,2),'b"); %vykreslenie kriviek x1(t), x2(t)
title('Fazovy portret nelinearneho systému s budenim u: Van der Polov oscilator') % nazov grafu
xlabel('x_{1}"), ylabel('x_{2}") % oznacenie osi
% vykreslenie smeru trajektorii
[x1, x2] = meshgrid(-4.5:0.5:4.5, -4.5:0.5:4.5);
x1dot = x2;
x2dot = u + x(2).*(1-x(1).22)-x(1);
quiver(x1,x2,x1dot, x2dot,'g")
end
end

Fazovy portrét pre zlinearizovany systém v singularnom bode: lxs

Fazovy portrét zlinearizovaného systému: Van Der Polov oscilator
400 - r
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-200 -

-300 -

_400 r r r r L
-600 -400 -200 0 200 400 600
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Casowy priebeh LDS (Mestabilné ohnisko)
4 T T T T

Fazovy portrét pre nelinearny autonémny systém u=0:

Fazovy portrét nelinearneho autonémneho systému: Van Der Polov oscilator
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Fazovy portrét nelinedarneho systému s budenim/vstupom u=0,8:
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Fazowy portret nelineameho systému s budenim u: Van der Polov oscilator
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