DYNAMIKA PRACOVNI SEDACKY RIDICE
STENTE POTRETIE

( LEVEL 3 — Laplaceova transformace jako nastroj fesSeni linearnich diferencialnich rovnic. )

Podivejme se tentokrat na dynamiku pracovni sedacky fidi€e prizmatem matematiky aneb —
trocha teorie jisté nikomu neuskodi ...

Matematickym modelem sedacky je diferencidlni rovnice, jejiz feSeni popisuje jeji pohyb.

Pfipomenme jeji odvozeni.
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vaha tidiCe
reakce pruziny F;+F+Fi=F
reakce tlumice

setrvaény odpor

m.y’+k.y’+c.y=F

hmotnost sedacky
hmotnost fidice

g gravitacni zrychleni

c ... koeficient tuhosti pruziny
k koeficient tlumeni tlumice

Pro konkrétni hodnoty :
m; =20kg m,=280kg m=m,; +m; =20+ 80 =100 kg
g =10m/s’ F=m,.g=80.10=800N

¢ =8.10° N/m
k =2.4.10° Ns/m

nabyva diferencialni popis tvaru : 100 .y +2400.y> +8000.y = F

Poloha sedacky y je vztazena k ustdlenému stavu, odpovidajicimu deformaci pruziny
vyvolané samotnou jeji vahou bez vné&jsiho zatizeni. Vahu fidice 1ze povazovat za vnéjsi silu
F [N] ptsobici na sedacku. Poznamenejme, Ze kladnou vychylku y simulované reakce je
nutné chépat tak, jak je naznaceno na obrazku, tedy prosednuti smérem doli.



Predpokladejme, Ze v ustalenem klidovém stavu sedacky (nulové pocate¢ni podminky :
y(0) =0, y’(0) = 0) dosedne nahle tidi¢ a vyvola tak jeji pohyb. Reseni diferencidlni rovnice
za téchto podminek a s timto buzenim analyticky popisuje vyvolany pohyb.

ReSeni :

Nejprve piipomenime statickou uvahu uvedenou jizv prvni casti textu. Jedna se o
uréeni y(oo)=limy(t), tj. celkové prosednuti sedacky v ustileném stavu, po odeznéni
t—o0

ptechodového déje. Tuto hodnotu mizeme urcit velmi snadno i jednoduchou uvahou bez
pouziti slozité matematiky ( matematicky rozbor v§ak musi tento zavér samoziejme potvrdit ).

Z tyzikalni podstaty je ziejmé, ze se jedna o stabilni systém v tom smyslu, Ze po dosednuti
fidi¢e na sedaCku dojde k pfechodovému déji, ktery se za konecny c¢as prakticky ustali. Po
dostatecn¢ dlouhé dobé t— o proto plati: F— F(o) = 800 , y”’ — y’(») =0,
Yy’ = y’(0) =0,y — y() # 0 . Diferencidlni popis tak ptechdzi do tvaru :

100 . y”’(o0) + 2400 . y’(e0) + 8000 . y(0) = F(c0)

\ o \ o \_ 800
8000 . y(e0) = 800

y(0) = 0.l m=10cm

Zabyvejme se dale pohybem sedacky po dosednuti fidi¢e. Jeji pohyb je analyticky popsan
v ¢ase feSenim uvedené diferencialni rovnice. Re$me ji pomoci Laplaceovy transformace. Je
to velmi jednoduchy a efektivni aparat, ktery ndm umozni pfevést linearni diferencidlni
rovnici na rovnici algebraickou, v tomto tvaru pak nalézt feSeni (jeho obraz) a opét ho
prevést zpét do Casové oblasti. Byt tento postup vypadd na prvni pohled slozité, feSeni
diferencialni rovnice je timto zptisobem velmi jednoduché. K formalnimu feseni vystacime
s n€kolika malo korespondencemi a vlastnostmi, viz pfiloha na konci tohoto textu. Obraz
diferencialni rovnice nalezneme snadno :

100 . y» +2400 .y’ + 8000 .y = F

y(t) = Y(s)

y(t) = sY(s)—y(0+) viz piiloha na konci textu
y'(t) = s°Y(s)—s y(04)—y'(0+)

F(t) = 800/s = F(s)

100.[s>Y(s)—s y(0+) —y'(0+) ] + 2400 .[ s Y(s) — y(0+) ] + 8000 . Y(s) = F(s)

Obraz diferencidlni rovnice je rovnice algebraicka s jedinou neznamou Y(s), obrazem feseni :

1 L 5100 y(00)+[100y'(0+) +2400 y(0+) ]

Y(s) = . F(s) :
100 s> + 2400 s + 8000 100 s> + 2400 s + 8000




vyjadrtili jsme tak obraz reakce dynamického systému pro jakékoliv buzeni a pocatecni
podminky, v naSem konkrétnim ptipad¢ vSak :

800
YOH=y(09=0 :  F)="=
Y(s) = 1 ' 800 8 3 8
100s? +2400s + 8000 s (s2+24s+80)s (s+4)s+20)s
Poznamka :

Hodnotu y(o0) reakce sedacky po odeznéni piechodového déje mizeme ovétit jiz v této fazi
feSeni znalezeného obrazu Y(s) vyuzitim limitnich korespondenci mezi obrazem a
predmétem (viz ptiloha na konci textu).

8
o) = limsY(s) = lim = 0,1 !
y(e) lims Y(s) O s 4)(5+20) SROVNE]J !

Pouzitim druhé limitni korespondence urcime naopak zacatek pochodu, ktery musi byt
v souladu se zadanymi pocatecnimi podminkami.

7
i

y(0+) = limsY(s) = lim 8 = 0 N
>0 s> (s+4)(s+20) =

8
(s+4)(s+20)

y(t) =sY(s)-y(0+) =

) 8s
lim
soo (s+4)(s+20)

y(O+) =

Ovéfeni shody téchto limitnich hodnot v této fazi feSeni je vhodnou kontrolou spravnosti
nalezen¢ho obrazu. Poznamenejme vSak, zZe shoda hodnot nedokazuje spravnost obrazu, ale
naopak rozpor by prokazal chybu.

Reseni popisujici pohyb sedacky v realném Gase ziskame zpétnou Laplaceovou transformaci.
Nejprve obraz rozlozime na soucet parciadlnich zlomku, které pak postupné podle slovniku
korespondenci uvedenych v ptiloze na konci textu prevedeme do hledaného predmétu.

8 A B C
Y(s) = - Ay PR S

s(s+4)(s+20) S (s+4) (s+20)
. ) 8

A = limY(s)-s = Ilim = 0,
=0 =0 (s+4)(s+20)

B = limY(s):(s+4) = limL = 1 = -0,125
s> s>-4 §(s+20) 8

C = limY(s)(s+20) = limL = € = 0,025
s—>-20 s—>-20 s(s+4) 40




Poznamka :

Koeficienty parcidlnich zlomku Ize ur€it 1 jinym zpisobem. Secteme-li formalné uvazované
parcidlni zlomky a srovndme-li koeficienty u pfislusnych mocnin vzniklého polynomu
v Citateli s polynomem Citatele rozkladaného obrazu, dostaneme soustavu algebraickych

VoM W

rovnic, jejiz feSenim jsou hledané koeficienty (tzv.metoda neurcitych koeficientlt).

Y(s) = £ . B . C _ A(s+4)(s+20)+Bs(s+20)+Cs(s+4) _
s (s+4) (s+20) s(s+4)(s+20)
s’(A+B+C)+s (24A+20B+4C)+80A 8
- s(s+4)(s+20)  s(s+4)(s+20)

A+B+C = 0
24A +20B+4C = 0
80A = 8

Metoda neurcitych koeficientl se zda byt jednodussi (snad je 1 Castéji pouzivana), vypocet je
vSak v obecném ptipadé pracnéjsi. Uvedeny piistup s limitnimi manipulacemi je vysoce
efektivni zejména v ptipad¢ realnych jednonasobnych kotenti jmenovatele rozkladané funkce.

Poznamka :

Povsimnéme si, ze koeficienty A, B, C parcidlnich zlomk jsou rezidua obrazu Y(s) v jeho
singularnich bodech (podlech) — a také se tak jako rezidua i pocitaji. Vzhledem ke stupiitim
polynomu ¢itatele (nula) a jmenovatele (tii) obrazu musi byt jejich soucet roven nule. ( Soucet
rezidui je roven podilu koeficientu (n-1)-ni mocniny S citatele a n-té mocniny S jmenovatele,
kde n je nevyssi S mocnina ve jmenovateli — obraz musi byt racionadlni lomenda funkce ryzi. )

Tato kontrola je vhodnym ovéfenim spravnosti rozkladu. Ale pozor ! V ptipadé
vicendsobnych poli nejsou obecné koeficienty vSech parcidlnich zlomka rezidua
rozkladaného obrazu. V tomto pfipad¢ je nutné i uvedeny vypocet koeficientd parcidlnich
zlomkl pon¢kud modifikovat, viz napt. /1/.

Pokud mame obraz Y(s) rozlozeny na soucet parcidlnich zlomkt, jsme jiz jen kousi¢ek od
hledaného feSeni diferencidlni rovnice. Z integralni podstaty Laplaceovy transformace totiz
vyplyva, ze obraz souctu dil¢ich funkci se rovna souctu jejich obrazl (a obracené). Mizeme
proto velmi jednoduse nalézt pomoci slovniku L-transformace pfedméty odpovidajici
jednotlivym parcidlnim zlomkim a vyjadfit hledané feSeni jejich souctem.

0,1 -0,125 0,025

Y(s) = + Vysledné feSeni

-4t -20t
y(t) = (0,1-0,125-¢™ +0,025-¢ )(n(t) Symbol n(t) = 1 prot>0
\‘ 0 t<0
Rychlost pohybu sedacky uré¢ime jako derivaci (tzv.Heavisidetiv jednotkovy skok )
' ” . formalné oSetiuje platnost uvedeného
y'(® = (05-¢7+05-¢7")-n(®) vztahu jen pro t>0.

s (s+4) i (s+20) [\4%
V4 S




Ovétfme spravnost limitnich hodnot feseni na zacatku a na konci déje :
y(0+) lim y(t) = 1lim (0,1-0,125- e +0,025-¢*") = 0
t—0+ t—0+
y'(0+) = limy'(t) =lim(05- e*+0,5¢™) = 0
t—>0+ t—0+
y(o0) = limy(t) =1im(0,1-0,125-¢™ +0,025-¢™) = 0,1
t—o0 t—o

y'(0)

limy'(t) =1lim(0,5-¢™+0,5-¢™) = 0 SROVNE] !
t—0 t—

Ovéreni analytického a simula¢niho vysledku simulaci v prostiedi Matlab - Simulink :

(Scupe
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IModel dynamiky sedacky ridice vozidla| z
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buzeni analyticke reseni

@—»{ 0.1-0.125%exp(-4*ujH0.025*e xp(-20°u) I—

-
E Function Block Parameters: Fcn

Fcn

General expression block. Use "u'" as the input varable name.
Example: sinful1]* exp(2.3 = -u2]]]

Parameters

[ J[ Cocel [ Heb ] oot | Soubor ,, Model_sedacky 3a.mdl ,, viz piiloha textu |

Simula¢ni model sedacky fidic¢e byl doplnén funkénim blokem (ve schématu oznaceno zlut¢)
realizujicim analytické feseni diferencialni rovnice. Prakticka shoda je prokazana piekrytim
obou prubéht zakreslenych do jednoho grafu (fialovy prabeh).

Technickd poznamka : B scopet
EEPE=rar.YE &

. ‘Scopel’ parameters E]

—

General sta history |

1 3
humber of

Titme range: | auto

l

Zobrazeni riznych pribéht do
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nastavenim parametru ,,Number
of axes® v list¢€ zobrazovace.

Tig: try right clicking on axes

[ floating scope

Tick labels:  |bottom sxis only v.

Sampling

Decimation  |s| [1

’ ok ] [Canca] [ Help ] I apply J




Dynamicky systém na mezi periodicity. Minimalni hodnota tlumeni k , pfi

Situace 2. které se jesté neobjevuji kmitavé slozky priibéhu. Kofeny charakteristické

rovnice jsou redalné ndasobne. ( Modifikace matematického feseni. )

Obraz teSeni diferencialni rovnice za stejnych okolnosti s jinymi hodnotami konstrukénich

parametri spec.
Y(s)= 5 ! 800 = |m=100 | =-—; 84
ms +ks+c s (s"+k-10"s+80)s
¢=38000
charakteristickd rovnice a jeji kofeny
—k.102% + 2.10% ~-4.
s +k-107s+80=0 ; $,= k-10 _\/kz 10 ~4-80
pro dvojnasobny kotfen
k?-10™*-4-80=0 = k=+v4-80-10" ~17,89-10> [Ns/m]
q _—17,89~102'10_2 ~_8.94 _____ | Hodnota na mezi
12 — 2 = aperiodicity
Obraz feseni je v tomto ptipadé
Y = — il _ 8 A, B , _C
(s"+k-107°s+80)s (s+894)" s s (s +8,94) (s +8,94)
A = limY(s)'s = lim—— = 0,1
s—0 s—0 (S + 8,94 )
B = lim Y(s):(s+894)° = lim LI -0,89
s——8,94 s—>-8,94 §
C = lim l-i{Y(s)-(s+8,94)2} ~ iim 22~ gim _—28 ~ —0,1
s>-894 11 ds s—>-894 s § s—>-8,94 §

Poznamka :

V ptipadé vicenasobnych pola by se koeficienty parcidlnich zlomka s klesajici mocninou
kotenového Cinitele pocitaly jako limita ze stejn¢ rostouci derivace {dtto} vynéasobené
faktorialnim koeficientem 1/n! , n ... fad derivace.

Poznamenejme, Ze uvedené limity jsou v reguldrnich bodech, takze se jedna jen o pouhé
dosazeni hodnot (stejné tak, jako i v ptredchazejicim pripad¢).

Poznamka :

V tomto piipadé jsou rezidua Y(s) pouze koeficienty A a C ( pozor ! - B neni reziduum ).
Také 1 zde samoziejmé plati, Ze soucet rezidui je roven nule A+ C=0.

v - &L 08 ol

s (s +8,94)° (s +8,94)
yt) = (0,1-0,89-t-e** ~0,1-e™™*).n(t) J




Dynamicky systém kmitavy s vlastnimi harmonickymi slozkami pohybu.

Situace 3.

Kofteny charakteristické rovnice jsou komplexni.

Predpokladejme hodnoty parametri m = 100 [kg] , ¢ =8.10° [N/m]

m =100
Y(s)= 21 800 = |k=400 | =— 8
ms +ks+c s (s"+4s+80)s
¢=8000

Charakteristické rovnice a jeji kofeny

_A4+4+/4% _14.
s°+4s+80=0 ; S, = 4t 42 480 ~ -2 + 0872

Kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni, dynamicky systém ma vlastni kmity
s frekvenci 8,72 [rad/s] a s exponencidlnim tlumenim e,

Rozklad na parcidlni zlomky predpokladame diky komplexnim kofenlim ve tvaru

Y(s) = 8 _ é N B-s+C

(s> +4s+80)s s s’ +4s+80

Koeficient A ur¢ime nejlépe rezidualnim vypoctem, koeficienty B a C metodou neurcitych
koeficientt

A = limY(s):s = lim 2# = 0,1
s—0 20 §° +4s+80
Y(s) = 0,1 =~ Bs+C _ s’(B+0,1)+s(C+0,4)+8 8
s s’ +4s+80 (s> +4s+80)s (s> +4s+80)s
B+0,1=0
=-0,1 ; C=-04
C+04=0
0,1 0,1-s+0,4
Y(s) = -
s s“+4s+80

dvojici komplexné sdruzenych koteni) do tvaru podle poslednich dvou korespondenci
uvedenych ve slovniku na konci textu

Y(s) = 0,1 0,1-s+04 _ 0,1 0,1(s+2)+0,2:
S s (s+2)"+76
A\ [rik: 01 01(+2) {79
dale uz jen jednoduchy pievod podle uvedeného slovniku do predmétu

s (s+2)°+76 _(s++7E
0,2

V76

{0,1—e™[0,1-cos(8,72t)+0,02-sin(8,72t) ]}-n(t)

Y() = (0,1-0,1e™ cosv/76 t——=ec™sin\76 t) - q(t) =




0.1 & B 5
Podle vkusu, piipadné dalsi , kosmeticka* Giprava p | ¥O.17+0,02" =01

y(t) = [0,1-0,1-e®sin(8,72t+1,37)]-q(t) = 5= arctg% ~ 137

= [0,1-0,1-e™ cos (8,72 t—0,2) ]-q(t) >
__________________________________ (ﬂ

’ 4 g 0.1
0 0,02

0,2

Predpokladejme stejnou situaci, stejnou diferencidlni

Situace 3.- jina varianta feSeni .. V SO : g
rovnici, ukazme si vSak jinou variantu pfechodu od obrazu

k feSeni v ¢asové oblasti.

Piedpokladame stejné hodnoty parametrd m = 100 [kg] , k =400 [Ns/m], ¢ =8 .10° [N/m]

m =100
Y(s)= 21 800 = |k=400 | =— 8
ms +ks+c s (s"+4s+80)s
¢=8000

Stejna je samoziejmé i charakteristicka rovnice a jeji kofeny

_ —4%+/4°—4.80

s +4s+80=0 ; S, = 5

Rozklad na parcialni zlomky vSak pfedpokladame ve tvaru s komplexnimi koeficienty

Y(s) = 8 A + B + ¢
(s+2-i8,72) (s+2+1i8,72)

(s> +45+80)s s

Vsechny koeficienty A, B, C jsou v tomto ptipadé rezidua obrazu v jeho polech a urcime je

A = limY(s)-s = lim ZL = 0,1
50 50 8% + 45+ 80

B= Ilim Y(s)(s+2-i872) = lim 8 = ... #=0,05+i0,01
s—>—2+ i8,72 s— -2+ i8,72 § ( S+2+1 8,72)

C= lim Y(s)-(s+2+i872) = lim 8 = ... #=0,05-i0,01
s——2- i8,72 s—-2- 872 § ( s+2—1 8,72)

Poznamka :

Koeficienty B a C museji byt nutné¢ komplexné sdruzené, nebylo proto nutné C znovu pocitat.
Zde jsou vSechny tii koeficienty parcidlnich zlomki rezidua obrazu Y(s) v jeho pdélech, proto
také plati A+ B+C=0.

Rozklad na parcialni zlomky
8 0,1 —0,05+i0,01 -0,05-70,01
Y(s) = —; = — + +
(s"+4s+80)s s (s+2-i8,72) (s+2+i8,72)

pomoci slovniku (viz na konci textu) pfechod do predmétu




y(t) = [0,14(=0,05+i0,01)e™**"*"™" 4 (<0,05-i0,01) e "*"" . q(t) =
= {0,1+e>[(=0,05+70,01) (cos 8,72t +isin 8,72t) +
+(—0,05—-70,01) (cos 8,72t —isin 8,72t)] } - n(t) =
J = -« = {0,1-¢e™[0,1-cos(8,721)+0,02-sin(8,72t) ] }-n(t)

SROVNEJ !

Laplaceové transformaci. ( Viechny cesty preci vedou do Rima. :0) ) Jak je tedy cténé libost,
mné se prvni piistup, bez prace v komplexni oblasti, zd4 ponékud jednodussi a piijemné;jsi.

012y —4——( ————— Casovy priibéh pohybu sedalky Fidice |——
I

008} F ——-\NF—+———1———

oo} 4——————--  § - -

o.oaf y—————————|—

002} f ——— 4 —————

Vypracoval : Janecek J., KRT TU Liberec



2.2

akladni vztahv a korespondence

Laplaceovy transformace
k 2_ T —
= T k.7(t) S = 200
k ) 1 a1 3 ) % 0.2
= =k 2 n(t == )
s T (n-1)! n® s 2 Sn® _/ .
0 a1 0z oy o4 1
k = at 2 b
—— ke .nt) 1 = N(t) u l\. -
0 AT
k = (B 1 at 2 = 7 t :H
(s—a)" @yt © O (s+1)° e k221:=
g 1 2 i 4 1
« . : = = —sin3t (t)ﬁ
k Tl T k sin(mt). n(t) 219 * U R ] r
25 =[,7
k7~ — = keos(@.n(D) o5 = 2eosit nm_.W“'
B 1 1 05t
m = - B
Tarrer T KS@N0 | 5105749 3 e ot
s+ 0.5 N ﬂ%‘au
s—a . . at (s+05)°%+90 i
————— = ke” cos(mt). n(t) i -
(s—a)” +@’ == e_ﬁ’“cos.%t.n[t] !

L. - obraz derivaci funkce

v(t) = Y(s)
Y1) = sY(s)-y(0+)
V(1) = s7Y(s)—s y(0+) - y'(0+4)
y™ (1) - S"Y () = s" Iy (04) = s" 2y (04) —...

Limitni korespondence

y(0+) = E].i_l}lc}ﬂ s Y(s)
y(eo) = lim s ¥(s)

_ }'I:“_I}(D'i'j

Janecek J, KRT TUL



