Kapitola 2

Riesenie diferencialnych rovnic
pomocou Laplaceovej
transformacie

Cielom cvidenia je zvladnut rieSenie diferencidlnych rovnic pomocou Laplaceovej trans-
formacie, ked charakteristickéd rovnica mé rozne realne korene, viacnasobné redlne korene,
komplexne zdruzené korene a korene, ktoré sti kombinciou predoslych moznosti.

2.1 Prehlad pojmov

Definicia Laplaceovej transformacie

LU} 2F(s) = / " f(t)etde (2.1)

kde £ {} je Laplaceov operator, f(t) je nejaka funkcia ¢asu, ktora sa nazgva original,
F(s) sa nazyva obraz a s je argument Laplaceovej transformécie (je to komplexnd
premenna).

Skokova funkcia — je definovand nasledovne

|k pret>0
u(t)—{ 0 pret<0 (2:2)

Kvoli zjednoduseniu budeme pouzivat jej zapis v tvare u(t) = k.

Upozornenia

e Argument Laplaceovej transformécie na rozdiel od literattry Mészaros a kol. (1997)
a Mikles a kol. (1994) budeme oznacovaft s. Takéto oznadenie sa pouziva vo svetovej
literature, pouziva ho MATLAB aj Simulink a je pouzité aj v literattre Mikles a
Fikar (1999).

e Pri Laplaceovej transformécii a spdtnej Laplaceovej transformécii nazvy funkcii
zachovame. Original od obrazu rozli§ime tak, Ze origindl budeme pisat malym pisa-
nym pismenom (napr. f, y, u, z) a obraz velkym tlaGenym pismenom s vyznacenim,
ze ide o funkciu argumentu s (napr. F(s), Y(s), U(s), Z(s)).
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2.2 Algoritmus rieSenia diferencialnych rovnic

Diferencialne rovnice predstavuji matematicky opis dynamickych systémov. RieSenim di-
ferencialnych rovnic sa ziskava ¢asovy priebeh vystupnych veli¢in dynamickych systémov
pri definovanych vstupnych veli¢inach a zaciatoénych podmienkach. Jednou z moznosti
rieSenia diferencidlnych rovnic je pouzitie Laplaceovej transformacie. RieSenie diferencial-
nych rovnic pomocou Laplaceove]j transformécie mozno rozdelit do 3 krokov:

1. Urobi sa Laplaceova transformécia diferencidlnej rovnice. Znamené to, ze sa k ori-
gindlom, ktoré v rovnici vystupuji, najdu obrazy. Rovnica, ktort po transformacii
dostaneme, je algebraicka rovnica a neznamou v nej je obraz rieSenia diferencidlne;j
rovnice.

2. Vyriesi sa algebraické rovnica. Riesenim algebraickej rovnice sa ndjde obraz rieSenia
diferencialnej rovnice, ktory ma zvycéajne tvar raciondlnej funkcie (zlomku).

3. Urobi sa spitna Laplaceova transformécia obrazu rieSenia po jeho rozklade na par-
cialne zlomky. Spéatnou Laplaceovou transforméaciou sa ziska original k obrazu rie-
Senia diferencidlnej rovnice, a teda riesenie diferencialnej rovnice v ¢asovej oblasti.

Pri rieSeni diferencidlnych rovnic pomocou Laplaceovej transformécie sa buda vyuzivat
vlastnosti Laplaceovej transformécie a slovnik Laplaceovych obrazov z uvedenej litera-
tary.

2.3 Spitna Laplaceova transformacia

Predpokladdme, Ze chceme urobit spitni Laplaceovu transforméciu obrazu v tvare raci-
onalnej funkcie

_ B(s)  bys™+ bin—1S™ L+ ...+ bys + by
A(s) aps"Fap_15" 14 .. +ais+ag

(2.3)

kde B(s) je polyném stupiia m a A(s) je polyném stupiia n. Pre fyzikilne realizovatelné
systémy plati podmienka m < n.

2.3.1 Spitna Laplaceova transformacia pre rézne realne korene
polynému A(s)

Predpokladdme, Ze polyném A(s) m4 rozne redlne korene s1, sa, ..., s,. Potom plati

_ B(s) B(s) B B(s)/an
Fs) = A(s)  an(s—s1)(s—82) - (s—8,) (5—51)(5—82) - (5—8p)
K Ko K,
+ oot

s—S1 S— SS9 §— Sp

Konstanty K;, Ko, ..., K, ndjdeme metédou porovnania koeficientov.
Original f(t) ma v tomto pripade tvar

f(t)ZL:_l{SI—(—lsl}+£_1{sl—(—282}+”.+£_1{sl—(—7;n} (2.4)

f(t) = K1681t + KQeSZt 4+ 4 Knesnt (25)

alebo
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2.3. SPATNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Upozornenie
Ak korene polynému A(s) st rozne redlne, konstanty Ky, Ko, ..., K, mozno vypodcitat
pre j =1, ..., n aj pomocou nasledovného vztahu
B(s)
. an,
K; = lim — % (2.6)

TV (s — )

i=1
i
Priklad 2.3.1: Diferencidlna rovnica s roznymi redlnymi korerimi charakteristickej rov-
nice
Rieste diferencialnu rovnicu
3y (t) + 21y" (t) + 42y'(t) + 24y(t) = 3u(t) (2.7)
s nulovymi zaciatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(t) = 2.
RiesSenie:
1. Urobi sa Laplaceova transformacia diferencidlnej rovnice pomocou slovnika Lap-
laceovych obrazov a definicii vlastnosti Laplaceovej transformacie.
Ak mé diferencidlna rovnica pred najvysSou derivaciou iny koeficient ako 1, je
vhodné tymto koeficientom cel rovnicu vydelit eSte pred Laplaceovou transfor-

maéciou. Vyvarujeme sa tak niektorych chyb pri dalSom rieseni. Pre rovnicu (2.7)
dostaneme

y"'(t) + Ty (t) + 14y (t) + 8y(t) = u(t)

Na transforméciu ¢lenov na Tavej strane diferencialnej rovnice pouzijeme definiciu
obrazu funkcie, definicie obrazov derivacii funkcie a definiciu nasobenia funkcie
konstantou. Na transformaciu ¢lena na pravej strane diferencidlnej rovnice pou-
zijeme definiciu skokovej funkcie. Dostaneme

s°Y (s) + 7s*Y (s) + 14sY (s) + 8Y (s) = %

2. Vyriesi sa algebraicka rovnica.
Z predoslej rovnice vyjadrime obraz rieSenia Y (s). Postup je nasledovny

2
Y (s)(s® +7s* + 145 4+ 8) = B

2
s(s3 + 7s% + 14s + 8)
3. Urobi sa spdtna Laplaceova transformécia.
Menovatel obrazu Y (s) je polyném 4. stuptia a z obrazu Y (s) je zrejmé, ze jeho
jeden koreii je s; = 0. Treba eSte najst korene rovnice s> 4 752 + 14s + 8 = 0,
ktora je charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice. Jej korene najdeme
napr. pomocou MATLABu:
>> roots([1 7 14 8])
ans =
-4.0000
-2.0000
-1.0000

Y(s) =
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Charakteristickd rovnica m4 teda 3 rozne redlne korene so = —4, s3 = —2, s4 =
—1 a rozklad na parcialne zlomky sa urobi nasledovne:

2 2
Y = = _
() s(s3+7s2+14s+8)  s(s+4)(s+2)(s+1)
K K K Ky
S Jr8—|—4+s—|—2+s—&—1
Po vynasobeni rovnice

2 Kl KQ K3 K4

s(s% 4 7s2 + 145 + 8) ?+s+4+s+2+5+1

menovatelom s(s3 4 7s% + 14s + 8) dostaneme:

2 = Ki(s+4)(s+2)(s+1)+ Kaos(s+2)(s+1)+ Kzs(s+4)(s+1)
+ Kys(s+4)(s+2)

2 = Ki(s%+7s* + 145+ 8) + Ka(s> + 35 + 25)
+ K3(s® + 55 + 45) + K4(s + 65 + 8s)

2 = K+ Ko+ Ks+ Ky)+s%(7TK;y + 3K2 + 5K3 + 6K,)

+ 5(14K1 + 2K2 + 4K3 + 8K4) + 8K1

Na urcenie koeficientov K1, Ks, K3, K, pouZijeme metédu porovnania koeficien-
tov. Porovnanim koeficientov polynémov na pravej a lavej strane ostatnej rovnice
dostaneme sustavu 4 algebraickych rovnic o 4 neznamych v tvare

30 0 = K +Ky+Ks+ K,y
$2: 0 = TK,+3Ky+5K5+6K,
st: 0 = 14K, + 2K, +4K5 + 8K,
0 2 = 8K,

ktord opét moézeme riesit pomocou MATLABu, ked ju zapiSeme v tvare

111 1\ [K, 0
7 35 6|[K.| |0
14 2 4 8| K| |o
8 0 0 0/ \K, 2

V MATLABe nacditame maticu koeficientov, vektor pravych stran a jednoducho
dostaneme riesenie:
>> A=[1 11 1;7 356;14 2 4 8;8 00 0]; B=[0;0;0;2]; k=inv(A)=*B
k =
0.2500
-0.0833
0.5000
-0.6667
Z toho vyplyva, ze K1 = 0,25; Ky = —0,0833; K3 = 0,5; K4 = —0,6667.
(Namiesto prikazu k=inv(A)*B moZno pouZit i prikaz k=A\B. RieSenie je mozné
urobit aj rucne.)
Na vypocet koeficientov sa d4 pouZit aj vzorec (2.6), napr.:

2 2
Ki=1 =-=0,25
LT 5+ )G+ +1) 8
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2.3. SPATNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Pre obraz Y (s) teda dostaneme

025 00833 05 06667

Y _
(5) S s+4 s+2 s+1

a mame ho v takom tvare, Ze pomocou slovnika uz jednoducho urobime spétnu
Laplaceovu transformaciu. Original k obrazu Y (s) a zaroven riesenie diferencial-
nej rovnice mé tvar

y(t) = 0,25 — 0,0833e* + 0,5~ — 0,6667¢ "
2.3.2 Spitna Laplaceova transformacia pre nasobné realne ko-
rene polynému A(s)

Predpokladame, Ze polyném A(s) ma n-nésobny realny koreni s1. Potom plati

B B B n
r_ B Be) B/ .
A(s)  ap(s—s1)" (s—s1)"
a rozklad na parcidlne zlomky ma tvar
K Ky K,
F(s) = e 2.9
() 8—81+(S—51)2+ +(s—51)" (2.9)
Konstanty Ki, K, ..., K, nidjdeme metédou porovnania koeficientov. Original f(¢)
ma v tomto pripade tvar
Ky K
_ s1t Tra,y st . n n—1_s1t
ft) = K€" + T te®" + .-+ (n— 1)!25 el (2.10)

Priklad 2.3.2: Diferencidlna rovnica s ndsobnymi redlnymi korerimi charakteristickej
rovnice
Rieste diferencidlnu rovnicu

2y () + 249" (t) + 96y’ (t) + 128y(t) = 2u(t) (2.11)
s nulovymi zaciatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(t) = 2,5.
Riesenie:
1. Urobi sa Laplaceova transformécia diferencialnej rovnice pomocou slovnika Lap-
laceovych obrazov a definicii vlastnosti Laplaceove]j transformacie, ked predtym

este rovnicu vydelime koeficientom pred y'(¢).
Po vydeleni rovnice koeficientom 2 a po jej Laplaceovej transformécii dostaneme

s3Y (s) + 125%Y (s) + 48sY (s) + 64Y (s) = 25

2. Vyriesi sa algebraicka rovnica.
Z predoslej rovnice vyjadrime obraz rieSenia Y(s) v tvare
2,5
s(s% + 1252 + 485 + 64)

Y(s) =

25



KAPITOLA 2. RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC POMOCOU
LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

3. Urobi sa spitna Laplaceova transformaécia.
Menovatel Y (s) je polyndm 4. stupiia a z obrazu Y (s) je zrejmé, Ze jeho jeden
koreni je s; = 0. Treba este najst korene rovnice s% + 1252 4 48s + 64 = 0, ktora
je charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice. Jej korene ndjdeme napr.
pomocou MATLABu:
>> p=[1 12 48 64]; roots(p)
ans =
-4.0000
-4.0000 + 0.00001
-4.0000 - 0.00001
Charakteristickd rovnica ma teda jeden trojnisobny redlny korenn s = —4 a
rozklad na parcidlne zlomky je nasledovny
Y(s) = 2,5 _ 2,5
s(s3 + 1252 +48s+64)  s(s+4)3
K, Ky | Ko K
s s+4  (s+4)2 (s+4)3
Po vynéasobeni rovnice
2,5 K3 Ky K3 Ky

s(s3 4 1252 4 485 + 64) S a4l (s +4)2 * (s +4)3

menovatelom s(s® + 1252 + 48s + 64) a postupnymi tipravami dostaneme
2,5 = s*(K; + Ko) +5*(12K, +8Ko+ K3) +5(48 K1 +16 Ko +4K3 + K;) + 64K,

Porovnanim koeficientov polynémov na pravej a lavej strane ostatnej rovnice
dostaneme sustavu 4 algebraickych rovnic o 4 neznamych v tvare

0 = K,+K,
0 = 12K, 48Ky + K3

0 = 48K, + 16K, +4Ks + K,
25 = 64K,

ktort opét moézeme riesit pomocou MATLABu a po pouziti nasledovnych prika-
zov jednoducho dostaneme rieSenie:
>> A=[1 10 0;12 8 1 0;48 16 4 1;64 0 0 0]; B=[0;0;0;2.5]; k=A\B
k =
0.0391

-0.0391

-0.1563

-0.6250
Z toho vyplyva, ze K; = 0,0391; K> = —0,0391; K3 = —0,1563; K, = —0,6250.
Pre obraz Y (s) dostaneme
~0,0391  0,0391 0,1563 0,6250
s s+4  (s+4)2 (s+4)?
a mame ho v takom tvare, Zze pomocou slovnika uz jednoducho urobime spétntu

Laplaceovu transforméciu. Original k obrazu Y (s) a zaroven riesenie diferencial-
nej rovnice ma tvar

y(t) = 0,0391 —0,0391e~ 4 —

Y(s)

0,1563 40,6250 5 4
1! 2!
= 0,0391 — 0,0391e~* — 0,1563te~* — 0,3125t%e 4
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2.3.3 Spitna Laplaceova transformacia pre komplexne zdruzené
korene polynému A(s) s nulovymi redlnymi ¢astami
Predpokladdme, Ze polyném A(s) mé n/2 dvojic komplexne zdruzenych korefiov +iw, +

iwy, ..., Fiwy,/s. Pre obraz F(s) plati
B B
F(s) = (5) = 2 2)( o2 <82) 2 2
A(s)  an(s® +wi)(s®?+w3)...(s +wn/2)

B(s)/an
(82 +wi)(s? +wd)... (s +w? )

a rozklad na parcidlne zlomky ma tvar

Kis+ Ly Kos+ Lo Kn/25+Ln/2
F(s) = 5 5 3 5 et (2.12)
5%+ wi 5%+ w3 8%+ W
Konstanty K1, K, ..., K, /2, L1, L2, ..., L, /2 ndjdeme metédou porovnania koeficien-

tov.
Originél f(t) m& v tomto pripade tvar

L L,
f(t) = Ky cos(wit) + =L sin(wyt) + ... + K, /5 cos(wp at) + " /2 sin(wp,/2t) (2.13)
w1 n/2

Priklad 2.3.3: Diferencidlna rovnica s komplexne zdruZenymi korerimi charakteristickej
rovnice, ktoré maju nulovi redlnu cast
Rieste diferencidlnu rovnicu

Y (t) +4y(t) = u(?) (2.14)
so zadiatoénymi podmienkami y(0) = 1, y'(0) = 3, kde u(t) = cos(3t).
RiesSenie:
1. Urobi sa Laplaceova transformacia diferencidlnej rovnice pomocou slovnika Lap-

laceovych obrazov a definicii vlastnosti Laplaceovej transformaécie.
Po Laplaceovej transformacii diferencidlnej rovnice dostaneme

S

[°Y(s) —1s — 3] +4Y (s) = 219

2. Vyriesi sa algebraicka rovnica.
Z predoslej rovnice vyjadrime obraz rieSenia Y (s) v tvare

s +3s%2 4+ 10s + 27
(s2+9)(s2+4)

Y(s) =

3. Urobi sa spdtna Laplaceova transformécia.
Menovatel Y (s) je polyném 4. stupiia a z obrazu Y (s) je zrejmé, Ze jedna dvojica
komplexne zdruzenych korenov je £3i a druhd £2i. Rozklad na parcidlne zlomky
sa potom urobi nasledovne

83+3S2+108+277K18+L1 K25+L2

Y(s) = =
() (s24+9)(s2+4) s2+9 s24+4
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Po vynésobeni ostatnej rovnice menovatelom (s2 + 9)(s? + 4) a postupnymi p-
ravami dostaneme

$3 43524105 +27 = s> (K1 + K3) + s%(L1 + L) 4 s(4K1 +9K>5) + (4L1 +9Ly)

Porovnanim koeficientov polynémov na pravej a lavej strane rovnice dostaneme
2 systémy 2 algebraickych rovnic o 2 neznamych v tvare

1 = K1+ K
10 = 4K; 4+ 9K,
a
3 L1+ Lo
27 = 4L, +9Ls
Ich riesenim dostaneme ¢iselné hodnoty koeficientov K1 = —0,2; Ko =1,2; L, =
0; Ly = 3.
Obraz Y (s) ma tvar
—0,2s 1,2s 4+ 3
YO = gimtere
- _0’232—7—32+1’252—7—22+252—|2—22

a pomocou slovnika uz jednoducho urobime spitna Laplaceovu transforméciu.
Original k obrazu Y (s) a zdroven rieSenie diferencidlnej rovnice mé tvar

y(t) = —0,2cos(3t) + 1,2 cos(2t) + 1,5 sin(2t)

2.3.4 Spitna Laplaceova transformacia pre komplexne zdruzené
korene polynému A(s) s nenulovymi redlnymi ¢astami

Nech polyném A(s) je polyném 2. stupiia v tvare A(s) = azs? +a1s+ ag a ma 1 dvojicu
komplexne zdruzenych koreniov v + iw. Vtedy dalej predpokladédme, Ze polyném B(s) je
polyném 1. stupiia v tvare B(s) = bys + by. Potom plati

b b - -
F(S) _ B(S) _ bis + bo _ a_;$+£ _ b1s 4+ b (215)
A(s) a2<82+ﬂ8+a_0> 52+Z—;5+Z—2 $2 4+ a1s + ag
as a

Dalej treba zlomok matematicky upravit do tvaru takych obrazov, aby sa za po-
moci tabulky obrazov dali jednoducho spétne transformovat. Obrazy, ktoré vyhovuju

nagej poziadavke st obrazy funkcii e =% cos(wt) a e~ sin(wt), ktoré maju tvar Mfﬁrﬁ
a m TakZe najprv upravime menovatela zlomku a dostaneme
618 + B() ?)18 + B()
Fl) = s2 42854 (&—1)2 + ag — (4)2 B G\ 2 32\’ (2.16)
P ()0 (3 gy (Vao- (3)7)
Po oznaceni w = /ag — (~2—1)2, a= % moZeme pisat
818 + BO
F(s)= ———— 2.17
()= Gy (217)
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Teraz treba upravit eSte ¢itatela obrazu.

I
»
+
S
—+

'lc

|
S

815+50 S+

F(s) — —} b _j by 2.18
(5) (s4 a)? + w? 1(s+a)2+w2 ! (s +a)? + w? (2.18)
Po zavedeni b = %0 — a plati
1
F(s):l~)1 s+a+b — 7 s+a +@ w (2.19)

(s +a)? + w? (s+a)?+w? w (s+a)?+w?
Original f(t) ma v tomto pripade tvar

f(t) = bre " cos(wt) + @e_at sin(wt) (2.20)
w

Priklad 2.3.4: Diferencialna rovnica s komplexne zdruZenymi korerimi charakteristickej
rovnice, ktoré maju nenulové redlne casti
Rieste diferencidlnu rovnicu

y"' (t) + 10y" (t) 4 36y (t) + 40y(t) = u(t) (2.21)
s nulovymi zaciatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(t) = 2.
Riesenie:
1. Urobi sa Laplaceova transformécia diferencialnej rovnice pomocou slovnika Lap-

laceovych obrazov a definicii vlastnosti Laplaceovej transformaécie.
Po Laplaceovej transformaécii diferencidlnej rovnice dostaneme

s*Y (s) + s%10Y (s) + 36sY (s) + 40Y (s) = 2
S

2. Vyriesi sa algebraicka rovnica.
Z predoslej rovnice vyjadrime obraz rieSenia Y (s) v tvare

2
s(s3 + 1082 + 365 + 40)

Y(s) =

3. Urobi sa spitna Laplaceova transformécia.

Menovatel obrazu Y (s) je polyném 4. stuptia a z obrazu Y (s) je zrejmé, ze jeho
jeden koreni je s; = 0. Treba este najst korene rovnice s + 1052 + 365 + 40 = 0,
ktora je charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice. Jej korene najdeme
napr. pomocou MATLABu:
>> roots([1 10 36 40])
ans =

-4.0000 + 2.0000i

-4.0000 - 2.00001

-2.0000
Charakteristicka rovnica ma teda 3 korene, z toho jeden redlny so = —2 a jednu
dvojicu komplexne zdruzenych korenov v + wi = —4 + 2i. Polyném, ktory ma

tuto dvojicu komplexne zdruzenych koretiov, ndjdeme bud vydelenim polynému
53 + 1052 + 365 + 40 polynémom s + 2 pomocou MATLABu napr. prikazom
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>> p1=[1 10 36 40]; p2=[1 2]; p3=deconv(pl,p2)

p3 =
18 20
alebo priradenim polynému dvojici komplexne zdruZenych koreniov —4 + 2i pri-
kazom
>> poly([-4+2i, -4-2i])
ans =
18 20
Pre obraz Y (s) potom plati
Y(s) = 2 _ 2

s(s3 + 1052 + 365 +40)  s(s+2)(s?+ 8s+20)
a rozklad na parcidlne zlomky sa urobi nasledovne:
2 Kl K2 K3S + L3

s(s +2)(s2 + 8s + 20) P B B )

Po vynasobeni ostatnej rovnice menovatelom s(s + 2)(s? + 8s + 20) dostaneme
2 = Ki(s®+10s% + 365 +40) + Ko (s> + 85% 4+ 20s) + (K35 + L3) (s> + 25)
2 = K+ Ky + K3)+s*(10K; + 8K, +2K3 + L3)
+ 5(36 K71 + 20K, + 2L3) + 40K

Porovnanim koeficientov polynémov na pravej a lavej strane rovnice dostaneme
sustavu 4 algebraickych rovnic o 4 neznamych v tvare

0 = Ki+Ks+K;
0 = 10K, +8Ko +2K3 + Ls
0 = 36K, + 20Ky + 2L

2 = 40K,

Jej rieSenim dostaneme K; = 0,05; Ko = —0,125; K3 = 0,075; L3z = 0,35.
Pre obraz Y (s) teda plati

_ 0,05 0,125 0,075s + 0,35

s s+2  s2+8s+20

Y(s)

Prvé dva zlomky v obraze riesenia si v takom tvare, ze spiatna Laplaceova trans-
formécia sa dad urobif velmi jednoducho. Upravit treba este posledny zlomok.
Preto pokracujeme v tipravach a dostaneme

035 _ 4
Y(s) = % - 0,12554%2 + 0,0758 o 40)’2°7j I
= % - 07125‘”#2 + 0,075—8(jf$ff6;7
- 01?5 - 0’125s+% +0,075 (s +S4J)r24+ 92 0’075;)76667 (s + 4?2 122
= % - 0,12584%2 + 0,075% 002 s

Teraz uz obraz rieSenia mame v takom tvare, ze pomocou slovnika jednoducho
urobime spétni Laplaceovu transformaciu. Original k obrazu Y (s) a zaroveii rie-
Senie diferencidlnej rovnice méa tvar

y(t) = 0,05 — 0,125e =2 4 0,075~ * cos(2t) + 0,025¢ 4 sin(2t)
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2.4. NERIESENE PRIKLADY

Upozornenie

e Pri rozklade na parcidlne zlomky si treba uvedomit, Ze ak je v parcidlnom zlomku
v menovateli polyném, ktory ma realny koreti (jednoduchy alebo viacnasobny), tak
v Citateli je konstanta a ak je v menovateli parcidlneho zlomku polyném s dvojicou
komplexne zdruZenych korenov, tak v ¢itateli je polyném 1. stupria.

2.4 Neriesené priklady

Priklad 2.4.1:
Rieste diferencidlnu rovnicu 2y” (¢) + 6y (t) + 4y(t) = 2u(t) so zadiato¢nymi podmien-
kami y(0) = 1, ' (0) = 2, kde u(t) = ¢.
RieSenie:
y(t) = —0,75 + be~* — 3,25e~2t + 0,5t.

Priklad 2.4.2:
Rieste diferencidlnu rovnicu 3y”(¢) + 18y'(¢) + 27y(t) = 3u(t) so zafiatoénymi pod-
mienkami y(0) = 0, ¥'(0) = 1, kde u(t) = 3sin(2t).
RiesSenie:
y(t) = 0,213e~3" + 1,4615te—3" — 0,213 cos(2¢) + 0,0888 sin(2t).

Priklad 2.4.3:
Rieste diferencidlnu rovnicu 4y” (t) 4+ 16y (t) + 16y(t) = 4u(t) s nulovymi zadiatoénymi
podmienkami 3’ (0) = y(0) = 0, kde u(t) = te=3".
RieSenie:
y(t) = —2e72 +te=2 4 273 + te 3.

Priklad 2.4.4:
Rieste diferencidlnu rovnicu 2y (t) + 22y (¢) + 72y’ (t) + 72y(t) = 2u(t) s nulovymi
zaflatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(¢t) = 3. Jeden koreii
charakteristickej rovnice = —2.
RieSenie:
y(t) = 0,0833 — 0,0417e 5 + 0,3333e 3! — 0,375e 2.

Priklad 2.4.5:
Rieste diferencidlnu rovnicu 3y"'(t) + 15y" (t) + 24y'(t) + 12y(¢) = 3u(¢) s nulovymi
zadiatoénymi podmienkami y”(0) = 3/(0) = y(0) = 0, kde u(t) = 4. Jeden koren
charakteristickej rovnice = —1.
RiesSenie:
y(t) =1+ 2te 2! +3e72 — 4e~t.

Priklad 2.4.6:
Rieste diferencidlnu rovnicu 0,5y (t) + y”(¢) + 8y'(¢t) + 16y(t) = 0,5u(t) s nulovymi
zadiatoénymi podmienkami y”(0) = 3/(0) = y(0) = 0, kde u(t) = 5. Jeden koreni
charakteristickej rovnice = —2.
RiesSenie:

y(t) = 0,1563 — 0,0313 cos(4t) — 0,0625 sin(4¢) — 0,125e 2.

31



KAPITOLA 2. RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC POMOCOU
LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

Priklad 2.4.7:
Rieste diferencidlnu rovnicu 0,5y" (t) + 6y” (t) + 24y’ (t) + 32y(t) = 0,5u(t) s nulovymi
zadiatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(t)=2,5. Jeden koren
charakteristickej rovnice = —4.
Riesenie:
y(t) = 0,0391 — 0,3125¢2e =4 — 0,1563te—4 — 0,0391e 4.

Priklad 2.4.8:
Rieste diferencidlnu rovnicu 2y"'(t) + 12y"(t) + 74y’ (t) + 116y(t) = 2u(t) s nulovymi
zaflatoénymi podmienkami y”(0) = y'(0) = y(0) = 0, kde u(¢t) = 3. Jeden korei
charakteristickej rovnice = —2.

Riesenie:
y(t) = 0,0517 — 0,06e =2 + 0,0083e~2¢ cos(5t) — 0,0207e 2! sin(5t).

2.5 MATLAB: prikazy k problematike

vypocéet korenov polynému p roots(p)

vypocéet koeficientov polynému pre jeho zadané korene k1, k2 poly([kl k2])
delenie polynémov pl, p2 deconv(pl,p2)

vypocdet inverznej matice k matici A inv(A)

rozklad na parcialne zlomky [r,p,k]=residue(citatel,menovatel), kde r je vek-
tor koeficientov ¢itatelov, p je vektor zodpovedajucich pdlov a k je absolttny ¢len.
Tato funkcia je velmi dobre pouzitelnd, ak ma Laplaceov obraz v menovateli iba
redlne korene. V pripade komplexnych korefiov menovatela treba tieto este séitat.

32



