Tutorial 4 - cvicenie 4

Riesenie linedrnych diferencialnych rovnic algoritmicky

a)

b)

=

a v prostredi MATLAB

Diferencidlne rovnice nazyvame rovnice, v ktorych sa vyskytuju funkcie a ich derivacie.
K diferencidlnym rovniciam nas najcastejsie vedu fyzikalne a matematické ulohy.

Druhy diferencidlnych rovnic

Obycajné diferencialne rovnice — ako nezndma vystupuje redlna funkcia jednej redlnej
premennej a tiez derivacie tejto funkcie.
e Hovorime, Ze diferencidlna rovnica je n-tého radu, ak v nej vystupuje n-ta derivdcia

neznamej funkcie y a ak uZ v nej nevystupuje Ziadna jej derivacia vyssieho radu ako n.
» Linearne diferencidlne rovnice
» Nelineédrne diferencialne rovnice

Parcidlne diferencidlne rovnice — ako neznama vystupuje funkcia dvoch alebo viac

premennych a v ktorej vystupuju parcidlne derivdcie tejto nezndmej funkcie.

Linearne diferencidlne rovnice 1.radu

V ulohach, ktoré vedu na riesenie diferencidlnych rovnic 1. rddu je obycajne vopred znama
hodnota hladanej funkcie v nejakom bode ¢,.

Ulohou je najst medzi vietkymi rieeniami diferencidlnej rovnice y’ = f(t,y) také riedenie
y = y(t), ktoré spliia pociatocnu podmienku y(ty) = to, kde v, je dané ¢&islo. Takyto typ
ulohy sa nazyva Cauchyho uloha.

Linearne diferencidlne rovnice n-tého radu

Homogénna linedrna diferencidlna rovnica (DR bez pravej strany) je DR tvaru
Ay ™) + a1y + - +ay’ () + agy(t) =0, kde a;, i =0,1, ..., n su spojité
funkcie.
Nehomogénna linearna diferencidlna rovnica (DR spravou stranou) je DR tvaru
@y () + a1y V() + - +ay’(t) + agy(t) = b, kde a;, i = 0,1, ...,n a b su spojité
funkcie.

e VSeobecné rieSenie y rovnice je suétom vseobecného rieSenia Yy rovnice

a partikuldrneho riesenia y* rovnice, tj.y = y + y™.

Riesenie LDR so specidlnou pravou stranou

Pravé strana LDR musi mat tvar u(t) = e® * (P (t) * cos bt + Q,,(t) * sin bt), potom
parikularne rie$enie y* bude mat tvar y* = x*e « (py(t) * cos bt + g, * sin bt)

V pripade viacerych moznych pravych stran plati princip superpozicie:

ulx) =u (x) +uy(x) + -+ u,(x), tak y* =y; +y; +--+y,, kde vy, v,% ..., ¥" st
partikularne rieSenia DR
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Riesenie LDR laplaceovou transformdciou

= Laplaceova transformdcia ndm ponudka jednoduché riesenie diferencidlnych rovnic
s konstantnymi koeficientmi
= Pomerom Laplaceovho vystupného signalu k Laplaceovho vstupného signalu pri nulovych

pociato¢nych podmienkach je definovany obrazovy prenos systému.
_ Y _ -
G(s) = Uy =>Y(s)=G(s)U(s)
Kde U(s) predstavuje vstup do systému a Y (s) predstavuje vystup zo systému

= Spat do ¢asovej oblasti sa dostaneme pouzitim spatnej transformacie.

PRIKLAD 2

Majme LDR tvaru: y”’(t) — 2y’(t) — 3y(t) = 7 * cos (3t). Najdite vieobecné rieSenie tejto LDR pre
nulové pociatocné podmienky.

1.

3.

4.

Najprv vyrieSime homogénnu DR
y (@) —2y'(©) - 3y() =0

Tuto pre vypocet homogénnej DR potrebujeme vypoditat charakteristickd rovnicu:
s2—2s-3=0

(s+1D)(s-3)=0

Sp=—

s, =3

Rie$enim charakteristickej rovnice ziskame vieobecné riedenie y = C; x et + C, x e3t

Nasledne vyrieSime Specialnu pravu stranu

= V naSom pripade je pravé strana f(t) = 7 * cos (3t).

= Z vieobecného partikuldrneho riesenia y* = x* * e** x (4  cos(bx) + B * sin (bx))
odhadneme s=0, a=0, b=3.

= KedZe komplexne zdruzené Cislo a + ib = 3i nie je v tomto pripade Ziadnym korerom, preto
k=0.

= A teda partikuldrne riedenie tejto LDR je y* = x% x €% * (4 x cos(3t) + B = sin(3t)) =
= A * cos(3t) + B * sin (3t)

Ziskané partikuldrne rieSenie zderivujeme:

(y*) = —3A = sin(3t) + 3B * cos(3t)

(y*)” = —94 * cos(3t) — 9B = sin (3t)

Dosadime partikularne riesenia do pévodnej LDR (y”" — 2y" — 3y = 7 * cos (3t))
—9A * cos(3t) — 9B * sin(3t) — 2 * (—3A = sin(3t) + 3B * cos(3t)) —
—3 % (A * cos(3t) + B *sin (3t)) = 7 * cos (3t)
= Upravime : —94 * cos(3t) — 9B = sin(3t) + 64 * sin(3t) — 6B * cos(3t) — 3Acos(3t) —
—3B *sin(3t) = 7 * cos (3t)
(—12A — 6B) * cos(3t) + (—12B + 6A) * sin(3t) = 7 * cos(3t)

cos(3t): —12A—6B =7 A= _115
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sin(3t): —12B+6A =10 B = _3_70

I S . 7 7
= Partikuldarnym riesenim je rovnica y* = T cos(3t) — 30 * sin (3t)

5. V3eobecné riesenie danej nehomogénnej LDR hladame vtvarey = y + y*

y=Cixe t+Cy*e3t —l*cos(3t) —l*sin (3t)
! 2 15 30
6. Urcime konsStanty z pociato¢nych podmienok:

7 7
y(@) =Cixe t+Cyxe3 — I cos(3t) — 30" sin(3t)

7 7
y'(t) = —C; xe t +3C,e3t + gsin(3t) ~ 1508 (31)

y(0) = 0: Cy*e 10 4+ C, % 3*0 —%* cos(3 * 0) —3—70* sin(3*0) = 0
c,+C 7 +0=0
T =
C, = 7 C
C = 7
1740
y'(0) = 0: —Cl*e-t+3cze3t+§sin(3t) —%Ocos(St) =0
Ci;+3+%C,+0 / 0
— * —_— =
! 2 10
4% C !
* = —
276
. = 7
2724

A 7 e, 7 7 7
7. Celkové rlesenle:[y =o*e b+ 72 e3t — 7o * c0s(3t) — -+ sin (3t)]

Overenie pomocou Laplaceovej transformdcie

y'(&) —2xy’(t) —3*y(t) =7 =cos (3t), PP:y(0) =y’(0)=0
1. Prevedieme LDR na obraz

$2Y(5) = 5(0) = ¥/ (0) = 2 (sY () = ¥(0)) = 3¥(5) = =

S?Y(s) = 2sY(s) =3Y($) = 53
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2. Zobrazu vytvorime prenosovu funkciu
7s

2 —
Y(S)*(S —25—3)—m

7s
(s2+3%2)*(s2—25—13)

Y(s) =

3. Vypocitame korene prenosovej funkcie

7s A + B +C5+D
(s2+32)x(s2—25—3) s+1 s—3 s2+9

7s=Ax(s2+9)*x(s—3)+B*(s24+9)*(s+1)+(Cs+D)*x(s—3)*x(s+1)
s 0=A+4C+D
s 0=-2A+B-3C+D
st 7=-3A—-2B+9C+9D

s0: 0=-3B—-27C+9D

1 0 1 10 7
2 1 -3 1o N B=xu
-3 -2 9 9|7 c=_7
0 -3 -27 9lo 1
T

7 I Tei7

7s _ 30 24 _15°"10

(s?+32)*(s?—-2s—-3) s+1 s-—3 s2+9

4. Nasledne pouzijeme spatnu transformaciu, aby sme sa dostali spat do ¢asovej oblasti.

7 1 .7 4
40 s+1 40

7 1 7

Tt L7 et

24 s-3 24

77

5w 7, s 7, 1
s249 15 s243%2 10 s2+432

7 1 7 1 3 7.3 7 .
* = ——%———%=-=——*x——+ ——x*sin(3t)
10 s2+32 10 s2+32 3 30 s2+32 30
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7 S 7 3t
—_————— = —— %
552332 153D

5. RieSenie pomocou Laplaceovej transformdacie

[=

-t 7, 3t_ 7 — 7 i
et t—xe = * cos(3t) 5o ¥ sin (3t)]

Pri rieSeni DR simula¢nym jazykom MATLAB je nutné si uvedomit, Ze MATLAB neumozriuje riesit DR

vySSieho radu, ale iba systém diferencidlnych rovnic 1.rddu. Preto pouzivame transformaciu

diferencidlnych rovnic n-tého radu na diferencidlne rovnice 1-ho radu.

Prepis do substitucného kanonického tvaru

y() =x;

y(t)=x"=x,

1
y(t)=x"= = * (7 cos(3t) —ay * x, —ag * x1) = 7 cos(3t) + 2x, + 3x;
2

Program v simulacnom jazyku MATLAB

difrov.m

analyt.m

chyba.m

function xder = difrov(t,x)

%Zapis diferencialnej rovnice 2.radu pomocou 2rovnic 1.radu
global a0 al a2;

xder=[x(2) ; (7*cos(3*t)-al.*x(2)-a0.*x(1))./a2];

return

Y%analytické rieSenie

function d=analyt(t)
d=(7/40)*exp(-t)+(7/24)*exp(3*t)-(7/15)*cos(3*t)-(7/30)*sin(3*t);
return

%odhad chyby:
function chyba = rozdiel(d,y)

rozdiel = abs(d-y(:,1)); %vektor rozdielov v funkci9 v danom ¢ase
chyba = max(rozdiel);

fprintf('Maximalna odchylka = %d \n', chyba)

return
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Hlavny program

global a;

a = input('Zadaj koeficienty LDR: [a(1) a(2) a(3)]\n');

T(1) = input('Zadaj pociato¢nu hodnotu ¢asového intervalu pre rieSenie LDR: \n');
T(2) = input('Zadaj kone¢nu hodnotu ¢asového intervalu pre rieSenie LDR: \n');
PP = input('Zadaj pociatocné podmienky: [P(0) P(1)]\n");

%rieSenie LDR pomocou funkcie ode45:
[t,y]=oded5('difrov',T,PP);

%analytické rieSenie:
d = analyt(t);

%odhad chyby:

chyba = rozdiel(d,y);

%vykreslenie vyrieSenych priebehov:

subplot(3,1,1)

plot(t,y(:,1))

title('numerické riesenie y(t)'),xlabel('t"),ylabel('yn(t)')
subplot(3,1,2)

plot(t,d,'g")

title('analytické riesenie y(t)'),xlabel('t"),ylabel('ya(t)')
subplot(3,1,3)

plot(t,y(:,1),t,d,'g")

title('obe spolu y(t)'),xlabel('t"),ylabel('yn(t),ya(t)');

File Edit View Insert Tools Desktop |W|ndcrw| Help
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PRIKLAD 3

y'@®)+2y@®) +y) =t PP:y(0) =y’(0) =0

RieSenie homogénnej diferencialnej rovnice
y'+2y'+y=0

1. Charakteristickd rovnica: s?+2s+1 =0
s+1D(G+1)=0

Korene charakteristickej rovnice : s =-1
52 = _1
Vieobecné riesenie vyplyvajlce z charakteristickej rovnice: y=Cet+Ctet

2. Riesenie Specialnej pravej strany :f(t) =t
s=1, a=0, b=0, a+ib=0 => k=0

Partikularne riesenie : Yy (t) = At + Ay
Derivovanie partikuldrneho riesenia : yr(t) = A,
y () =0

A1=1 2*A1+A0=0

AO - _2
3. V3eobecné riesenieDR (y =y + y*): y=Ce t+Cte t+t—2
4. Derivovanie vieobecného riedenia: y'(t) = —Cie t + C,e ™t — Cte ™t + 1

5. Vypocet konstant z pociatocnych podmienok:

y(0)=0: 0=Ce’+C,x0xe®+0—2
2:C1
y’(0) = 0: 0=—Ce’+Cre®—Cy*x0%xe®+1

0=-2+1+C,

CZ=1
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Celkové rieSenie DR: y(t) =t —2+2e t + tet

RieSenie pomocou Laplaceovej transformacie

y®O+2y@®+y@® =t PP:y0)=y(0)=0

1. PrepisnaobrazLDR:  s2Y(s) + 2sY(s) + Y(s) = siz
S S
s2x(s2+2s5+1)

2. Prenosova funkcia LDR: Y(s) =

3. Rozklad prenosovej funkcie na parcialne zlomky m = :;2 + g + (s+C1)2 + 5%1

1=A*(+1)2+B*s*x(s+1)2+Cxs?+Dx*s?x(s+1)
A=1
B=-2
Cc=1
4. Prevod spatnou transforméaciou do €asu , vysledné riedenie: y(t) =t — 2 +txe t +2xe”t

Prepis do substitucného kanonického tvaru:

y(t) =x
y(t) = x'1=x,
y'(®)

Uloha: vytvorte funkciu v prostredi MATLAB, ktora vyrie$i zadanu diferencidlnu rovnicu numericky.



