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T5 - 1. NUMERICKE RIESENIE INTEGRALU

V tejto kapitole sa oboznamime s numerickym rieSenim integralu.
Rozoberieme si dve metody jeho rieSenia ato - Obd(znikovi metédu a
Lichobeznikovi metdédu. A budeme sa zaoberat vypoctom integralu funkcie
zadanej tabulkou.

b
Urcity integral / f(z)dz predstavuje obsah plochy ohranicenej nerovnicami
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OBR. 1 - URCITY INTEGRAL
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1. ObdiZnikova metéda
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OBR. 2 - OBDLZNIKOVA METODA VYPOCTU URCITEHO INTEGRALU

Podstatou obd(Znikovej metddy je rozdelenie intervalu <a,b> na n &asti ( v nasom
pripade 10). Plochu rozdelime na n obd(Znikov, ktorych jednu stranu bude tvorit
premenna d=(b-a)/n alebo d=x;.;-x; a druhd stranu tvori funkéna hodnota v bode x;.
Obsah obd(Znika potom vieme vypocitat : S=d*f(x;). Integral potom vieme vyjadrit
ako sucet obsahov jednotlivych obd(Znikov.
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OBR. 3 - VYVOJOVY DIAGRAM VYPOCTU URCITEHO INTEGRALU OBDLZNIKOVOU METODOU




Simulacné systémy v hospodarskej informatike
Tutorial5 : Aplikacie metod numerickej matematiky v jazyku Matlab

2. LichobeZnikova metdda

Y

Wmf(Xh4} ] fhd

(f Oi)+f (xie1))*d/ 2

> X

S

Xj Xi+1 a=X1 d b=xn+1
OBR. 4 - LICHOBEZNIKOVA METODA VYPOCTU URCITEHO INTEGRALU

Podstatou lichobezZnikovej metody je rozdelenie intervalu <a,b> na n casti
( v nasom pripade 10). Plochu rozdelime na n lichobeznikov, ktorych vysku tvori
d=(b-a)/n alebo d=x;.;-x;. Zakladnami jednotlivych lichobeznikov sU funkcné
hodnoty v bodoch vysky - f(x;) a f(xi.1). Pre obsah lichobeznika s takto danymi
stranami plati : S=(f(x;)+f(xi+1))*d/2. Vypocet integralu sa realizuje scitanim
jednotlivych obsahov lichobeznikov.

Urcicy integral D
Lichobeznikova metod
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Vypocet integralu, ked' je funkcia zadana tabulkou
V pripade, ze predpis funkcie, ktorej integral mame pocitat, nepozname

a mame len jej body zadané tabulkou vyuzijeme vsetky tieto body [x;, yi]. Vypocet
je mozné vykonat’' po nahradeni urcitého integralu tymto suc¢tom:
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OBR. 6 - VYVOJOVY DIAGRAM VYPOCTU URCITEHO INTEGRALU PRE FUNKCIU ZADANU TABULKOU
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T5 - 2. EKONOMICKE APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU
Cisty prebytok zisku

Majme dva projekty, ktorych rychlosti ziskov s dané funkciami P;(x) a Py(x),
kde x predstavuje pocet rokov odteraz. Nech funkcia P,(x) > P;(x) pocas
nasledujucich N rokov odteraz.

Cisty prebytok zisku - NEP vypocitame nasledovne:

YA y= P':(K)

N
NEP = J [, (x)- B(x)] ax
0

0 N X

Zisk z vyrobného zariadenia

Vyrobné zariadenie vytvara prijem rychlostou R(x) anaklady na jeho
prevadzku rastl rychlostou C(x), kde x predstavuje pocet rokov odteraz. Zariadenie
je ziskové pokial plati nerovnost’ R(x)>C(x).

Zisk z vyrobného zariadenia - P, za N rokov vypocitame podla vzorca:

YA

y=R(x)

N P()

P(x)= | [R(x)-c(x)] dx /

0 N

=Y

Spotrebitel'ska dspora, podnikatel'sky prebytok

Majme danu funkciu dopytu p=d(q) a funkciu ponuky p=s(q) a suradnice
rovnovazneho bodu [gg, pe].

Spotrebitelska Uspora - SU predstavuje rozdiel medzi mnozstvom penazi,
ktoré su spotrebitelia ochotni minit’ za gg vyrobkov a mnozstvom penazi, ktoré by
minuli pri cene pe.
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Podnikatelsky prebytok - PP je rozdiel medzi mnoZstvom penazi, ktoré
vyrobcovia dostan( za g vyrobkov predavanych za cenu pg a mnozstvom penazi, za

ktoré boli ochotni predat’ gg vyrobkov. 5k
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Celkovy prijem
Nech je funkcia hustoty toku prijmu f(t) v ¢ase t spojita na intervale <t;,t;>

Celkovy prijem - CP v Case <t4,t;> urcime podla vzorca:

14

#

y=fit)

|
| |
1 | CP :
1 |

Poznamka : Priklady na precvicenie k Casti ,,Ekonomické aplikacie urcitého
integralu“ najdete v casti ,,5. Priklady na samostatné riesenie“ priklady : 6.- 10.
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T5 - 2. NUMERICKE RIESENIE DERIVACIE

Derivacia predstavuje smernicu ku krivke v urcitom bode. Pri odhade
derivacie funkcie f(x) mozeme vychadzat z definicie :

f (%) = limn>o(f(x+h)-f(x))/ h

kde h je z prstencového okolia bodu 0. Po zvoleni ,,malého“ h, dostaneme odhad
derivacie v bode x. Tento postup vsak nie je mozné pouzit' pri funkciach zadanych
tabulkou.

V pripade, ze je funkcia zadana tabulkou, s rovnomernym rozdelenim bodov
X1, X2, X3, ... ,Xn-1, Xn, MOZeme pouzit’ interpolaciu 2. Stupna a ziskame vztahy pre
vypocet derivacie v danych bodoch - derivaciu vo vnatornych bodoch xz, ... , Xn-1
urcime podla symetrického vzorca a okraje dopocitame z vnutornych bodov.
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Humericka derivacia
Funkcie zadanej tabulkou

/ Zadaj x, ¥ /

| N — '_\ength (=) |

4
Error- vektory x a y
_ musia mat rovmnakd dizku
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Matlab ponuka na derivaciu polyndomu funkciu polyder.

Rieseny priklad 1: Predpokladajme, ze pri cene p urcitej komodity je dopyt po nej
vyjadreny vztahom q = 350 - 3p, pre 0 < p < 80. Vypocitajme elasticitu dopytu pre
p = 60. Interpretujme vysledok.

Analyticke riesenie:

D’(p)

Nech g=D(p) je funkciou dopytu, tak ED=_on)'p je elasticitou.
D" (p)=-3
Ep= —————.60 = 1,0588
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e Ak Ep = 1, tak funkcia dopytu ma jednotkovu elasticitu, t. j. jednopercentna
zmena ceny vyvola jednopercentnl zmenu dopytu.

e Ak ED > 1, tak funkcia dopytu je elasticka, t. j. jednopercentna zmena ceny
vyvola viac ako jednopercentni zmenu dopytu.

e Ak ED < 1, tak funkcia dopytu je neelasticka, t. j. jednopercentna zmena
ceny vyvola menej ako jednopercentnd zmenu dopytu.

1,0588>1 => funkcia je elasticka

Algoritmické riesenie:

D=[-3 350]: *funkciaz D(p)=-3p+350 zapisana ako wektor
Dd=polyder (D) ; %*derivacia polyndmu zaplsanceho ako wvektor
x=polyval (Dd, 60); 3Ihodnota polynoma Dd v bode &0
v=polyval (D, &0) ;

Ed=—x=/v*&0;

if Ed==1 w='"jednotkowvd elasticitu' ;

a=1;

a=0;
else wv='elasticka':
a=0;
end
end
if a==
fprintf('Elasticita funkcie=%f'‘nfunkciaz mé %=',Ed,v)
else fprintf({'Elasticita funkcie=%f'\nfunkcia je %=',Ed,v)
end

Poznamka : Priklady na precvicenie k Casti ,,Numerické riesenie derivacie“ najdete
v Casti ,,5. Priklady na samostatné riesenie* priklady : 11, 12
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T5 - 3. NUMERICKE RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Pri vypoctoch diferencialnych rovnic sa budeme zaoberat dvomi metédami
ich riesenia, ato vstavanou funkciou ode45 a vlastnou funkciou zalozenou na
metode Runge - Kutta. Pri oboch metodach je potrebné prepisanie diferencialnej
rovnice do pozadovaného tvaru, s ktorym sa oboznamime v prvej podcasti.

Dolezité je uvedomit’ si, ze riesenim diferencialnych rovnic nie je jedno ¢i
niekolko konkrétnych cisel, ale funkcia.

Prepis diferencialnej rovnice
Nech nami riesena diferencialna rovnica je dana predpisom :
y(t) "+ 3y(t)” +y(t) =1
Najskor je potrebné prepisat’ rovnicu do substitu¢ného kanonického tvaru :

v = Xx1(t)
y(t) =x1(t)" = Xxa(t)
V(t) " =xz(t)" = 1-3x2(t) + x4(t)

Pre vypocet je dolezité poznat hodnoty : x;  a xz , ktoré budl reprezentované
vektorom [x1; x2]. V prostredi Matlab si vytvorime funkciu, ktoru si nazveme
,dif.m“. Jej vystupny parameter bude prave vektor [x1; x2] a nazveme si ho ,,[
xout]“.

function [ ®out ] = dif(t,=x)
x1=x(2);

¥x2=x (1) -3*x(2)+1;
xout=[xl:x2];

end

Vypocet s vyuzitim funkcie ode45

Vypocet pomocou funkcie ode45 je pre pouzivatela jednoduchsi, kedze
ode45 je uz vopred naprogramovana funkcia implementovana do Matlabu.

Funkcia ode45 si vyzaduje vlozenie rovnice, ktori budeme pocitat’
[t,x2]=0dedb (@dif, t, =(:,1))

Vysledok vypoctu je mozné vykreslit' nasledovne :
plot (t,=2(:,1),"'k")
plot(t,x2(:,2),"'k")

Met6da Runge - Kutta 4.radu

Metéda Runge - Kutta je jednou z najznamejsich numerickych metad.
Podstata spociva v aproximacii linearnych kombinacii funkénych hodnét v zvolenych
bodoch. Vyjadrenie nového stavu systému pomocou predchadzajdceho stavu je
dané vztahmi :

11
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ki=T*f (tn, Xn)

k=T *f (t, + V2T, x, + 2Tky)
ks =T*f (tn + 2T ,x, + V2Tk3)
Ke=T*f(ta+ T, Xn + Tk3)
Xn+1 = Xn + (K1+2ko+2k3+k4)/6

pre n=1,2,3...

Zavedieme si premenné :
tk - hodnota t, pri ktorej chceme vypocet ukoncit’
T - krok, s ktorym sa bude vypocet realizovat’
t(1) - pociatocna hodnota t, pri ktorej sa vypocet odstartuje
X( :, 1) - pociatocny vektor x zavislej premennej

d

Vysledok nasho vypoctu si mézeme pozriet’ vo vykresleni :
plot(t,x(1,:),'r.")
plot(t,x(2,:),'r.")

12
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< FEunge—-FKutta >

EKl=T*dif({t(1),x(:,1))
kZ2=T*dif({t{(1)+0.5*T, =(:,1)+0.5*k1l)
E3=T*dif({t(1)+0.5*T, =(:,1)+0.5*k2)
E4=T*dif({t(1)+T, =(z,1)+k3)

iz, i+1l)=x(:, 1)+ ({E1+2*k2+2*k3+k4) /6
t(1+1)=t (1) +T

i=i+1

Vypls t,x
Vykresli graf

N

< Ukondéi >
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T5 - 5. PRIKLADY NA SAMOTATNE RIESENIE

1,5
cos (x
™) 4

integral obd(Znikovou metoédou, pre n zadané

0,1

z klavesnice.

2,3
dx

. Vypocitajte integral Js VA3 obd({znikovou metddou pre n=5, 10 a 15. Vypocty

porovnajte.

2m
sin(x) dx

, ha vypocet pouzite lichobeznikovi metodu.
Simpsonova

. Majme funkciu dant bodmi uvedenymi v tabulke. Vytvorte funkciu na numericky

vypocet uréitého integralu obd(Znikovou metddou. Aplikujte tato funkciu na
vypocet integralu funkcie danej nasledujicou tabulkou

x

1 2.12 3.24 4.36 5.48 6.6 7.72 8.84

0.265 |0.369 |0.985 [1.356 |1.452 |0.874 |1.256 |2.012

Predpoklada sa, ze o x rokov odteraz by prvy investicny plan vytvaral zisk
tempom P1(x) = 120 + x* tis. dolarov za rok a druhy investi¢ny plan tempom
P2(x)= 140 + 2x tis. dolarov za rok.
a. Kolko rokov odteraz a ktory investicny plan by bol ziskovejsi?
b. O kolko vacsi zisk by sme dosiahli pomocou vynosnejsieho planu v
porovnani s menej vynosnym za uvazované obdobie?

Predpoklada sa, ze po x rokoch pouzivania vytvara vyrobné zariadenie prijem
R(x) = 3x/7+15/7 tisic € za rok a naklady rastu tempom C(x) = x+2/7 tisic € za
rok.

a. Kolko rokov by bolo pouzivanie zariadenia ziskové?

b. Aky zisk by prinieslo pouzivanie zariadenia za uvazované obdobie?

. Je dana funkcia dopytu d(q) = 15e %% eur za jednotku tovaru. Vypocitajte

celkovl sumu penazi, ktord su spotrebitelia ochotni minut’ za nakup 10
jednotiek tovaru.

. Je dané funkcia dopytu d(q) = 320 - g* a funkcia ponuky s(q) = 250 + 4q . Uréme

rovnovazny bod pre dané funkcie, odpovedajlucu trhovl cenu a pre tuto cenu
vypocitajme podnikatelsky prebytok.

10. Vyrobca tabletov oc¢akava, ze x mesiacov odteraz budu spotrebitelia nakupovat’

3 500 tabletov mesacne za cenu P(x) = 75 + 2/x eur za tablet. Aky celkovy obrat
sa da ocCakavat’ za nasledujlcich 18 mesiacov odteraz?

11.Naklad &asopisu bude o t rokov odteraz C(t) = 35t + 70t + 30 000 kusov.

Odhadnime pomocou marginalnych nakladov (MC(x) = C '(x)) :
a. naklad v 15. roku

14
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b. prirastok pocas 6. Roka

12.Roéné vynosy spolocnosti boli R(t) = 15t + 2300t + 1500000€ t rokov po jej
zalozeni na zaciatku roku 2008.
a. Akym roc¢nym tempom rastli rocné vynosy na zaciatku roku 2015?
b. Aké bolo percentualne rocné tempo rastu rocnych vynosov na zaciatku
roka 2015?

Poznamka:Percentualnou mierou zmeny hodnoty funkcie nazyvame vyraz %’:"; 100%
0
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